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Einleitung

Wir wollen uns mit den Grundlagen der Kombinatorik, Stocha-
stik und Statistik beschéftigen. Dies sind eng verkniipfte zentrale
Teilgebiete der Mathematik, neben Analysis, Zahlentheorie, Al-
gebra, Geometrie, Topologie und Numerik. Wéahrend die Stocha-
stik, Statistik und Numerik eher angewandten Charakter haben,
werden die anderen genannten Gebiete der reinen Mathematik
zugeordnet. Wir wollen zunfichst einen kurzen Uberblick iiber
diese Teilgebiete und deren Zusammenhange bekommen:

Beginnen wir mit der Kombinatorik, die von allen genann-
ten Bereichen mit den einfachsten Grundstrukturen startet (was
aber nicht bedeutet, dass die Kombinatorik einfach wiére): Die
Kombinatorik beschéftigt sich mit dem Zahlen, basiert also auf
den natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}. Mit Hilfe der Kombi-
natorik kann man zum Beispiel berechnen, dass es beim Zie-
hen der Lottozahlen (469) ~ 14000000 mogliche Ergebnisse gibt.
Die Kombinatorik ist also eng mit der Wahrscheinlichkeitstheorie
verkniipft, der sogenannten Stochastik: Sind alle Ereignisse beim
Lotto gleich wahrscheinlich, dann ist die Wahrscheinlichkeit bei
einem Spiel zu gewinnen gleich

1 1
(*) ~ 14000000

In der Informatik ist ein Teilgebiet der Kombinatorik besonders
wichtig, die Graphentheorie. Graphen werden z.B. verwendet
um Netzwerke zu beschreiben. Der Graph in Abbildung 1 be-
schreibt z.B. auf welche Weise vier Internet-Sites untereinander
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verlinkt sind. Solche Graphen werden beispielsweise in Googles
Page-Rank-Algorithmus verwendet.

Abbildung 1: Gerichteter Graph von Links zwischen Internetsei-
ten

Es gibt aber mehr ganze Zahlen als nur die in N. Die Zah-
lentheorie untersucht die Eigenschaften der ganzen Zahlen in

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..},

insbesondere mit der Beziehung zwischen der Verkniipfungen
Addition und Multiplikation. Viele zahlentheoretische Probleme
konnen sehr einfach formuliert, aber nur sehr schwer gelost wer-
den. Das bekannteste Beispiel ist sicherlich Fermats letzter Satz
von 1637: Es gibt fiir n > 3 keine (nichttriviale) ganzzahlige L6-
sung der Gleichung
Fermats letzter Satz wurde erst 1995 (von A. Wiles) bewiesen
nach 350-jahrigen Vorarbeiten, bei denen viele neue Konzepte in
der Mathematik entwickelt wurden. Heute bestehen enge Bezie-
hungen der Zahlentheorie zum Beispiel zur algebraischen Geo-
metrie, Kombinatorik, Kryptographie und Codierungstheorie.
Formeln wie x™ + y™ — 2™ sind ein Rezept fiir die Anwendung
von sogenannten Verkniipfungen, wie Addition und Multiplikati-
on von ganzen Zahlen. Eine Gleichung entsteht dann indem wir
ein festgelegtes Ergebnis fordern, etwa 0 in der obigen Gleichung
x™ +y" — z" = (. Die Algebra ist ein sehr umfangreiches Gebiet
der Mathematik, das sich mit fiir alle Bereiche der Mathematik
grundlegende algebraische Strukturen, wie Gruppen, Ringen und
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Korpern beschiftigt, d.h. mit der Frage, wie man auf Mengen
Verkniipfungen einfithren kann. Die Public-Key Kryptographie
verwendet z.B. Ergebnisse aus der Zahlentheorie und der Alge-
bra. Das Konzept des Korpers, einer Menge mit Addition und
Multiplikation, sodass es zu jeder Zahl die negative Zahl gibt
(etwa —1 zu 1) und zu jeder Zahl # 0 den Kehrwert (etwa 1 zu
2), spielt eine entscheidende Rolle in Anwendungen: Ein wich-
tiger Beriihrungsbereich der Algebra besteht neben der Zahlen-
theorie mit der algebraischen Geometrie. Diese untersucht die
Losungsmengen von polynomialen Gleichungssystemen in meh-
reren Variablen tiber einem Korper K (zum Beispiel K = Q, R, C
der Korper der rationalen, reellen oder komplexen Zahlen). Zum
Beispiel besteht die gemeinsame Losungsmenge von 2 + 2y% = 3
und 222 +y? = 3, d.h. der Durchschnitt von zwei Ellipsen, aus den
4 Punkten (1,1),(-1,1),(1,-1),(-1,-1), siehe Abbildung 2. Bei

2

-1 \\Q\\ - - f//

Abbildung 2: Vier Punkte

algebraischer Geometrie iber K = (Q kommt wieder die Zahlen-
theorie ins Spiel.

Der einfachste (aber in der Praxis sehr wichtige) Spezial-
fall sind lineare Gleichungssysteme iiber einem Korper K, das
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Kernthema der linearen Algebra. Hier 16sen wir

a11T1 + ... T ATy = b1

Ap1%1 + oo+ Qo Ty, = by,

mit a;; € K, b; € K nach x; € K (mit ¢ =1,...,n und j =1,..m).
Der Gaufsalgorithmus zum Losen von linearen Gleichungssyste-
men ist sicher einer der wichtigsten Algorithmen iiberhaupt, denn
lineare Gleichungssysteme treten in fast allen Anwendungen der
Mathematik auf, von der Wettervorhersage bis zur Berechnung
eines Page-Ranking fiir Suchmaschinen aus dem Link-Graphen
wie in Abbildung 1.

In der Topologie untersucht man Eigenschaften von Objek-
ten, die sich unter stetigen Verformungen nicht &ndern. Man sieht
etwa, dass sich der Knoten in Abbildung 3 nicht ohne Aufschnei-
den entwirren lafst. Will man alle moglichen Wege von einer In-
ternetseite zu einer anderen in einem Linkgraphen untersuchen,
wird man auch Methoden der Topologie verwenden.

|

O

Abbildung 3: Knoten

Ein zentrales Konzept in der Analysis wiederum ist die Ste-
tigkeit von Abbildungen. Eine stetige Abbildung ist nichts an-
deres als eine stetige Verformung einer Geraden in den Graphen
einer Funktion. Die Funktion mit dem Graphen in Abbildung 4
ist z.B. stetig, die in Abbildung 5 nicht. Der Begriff der Stetig-
keit spielt eine wichtige Rolle in der Analysis und algebraischen
Geometrie. Andert eine stetige Funktion ihr Vorzeichen, dann ist
es nicht schwer zu beweisen, dass diese Funktion eine Nullstel-
le hat, und dieser Beweis liefert tatséchlich einenn Algorithmus
zur Bestimmung der Nullstelle. Eine unstetige Funktion kann da-
gegen den Funktionswert 0 iiberspringen und muss damit nicht
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) 1o

—14

24

Abbildung 4: Eine stetige Funktion

0 1

—2-

Abbildung 5: Eine unstetige Funktion

unbedingt eine Nullstelle besitzen. Die moderne Analysis geht
auf die Infinitesimalrechnung zuriick, die von Leibniz und New-
ton entwickelt wurde. Im Wesentlichen geht es darum, neben
dem Stetigkeitsbegriff, den wir schon gesehen haben, auch einen
Begriff der Steigung f’(x) einer Funktion f(z) zu entwickeln, in-
dem man die Tangente (Abbildung 6) an einem gegebenen Punkt
durch Sekanten (Abbildung 7) approximiert. Dabei verwenden
wir, dass zwei verschiedene Punkte in der (x,y)-Ebene eindeu-
tig eine Gerade festlegen. Fiir die Tangente wiirden wir gerne
beide Punkte gleichsetzen. Durch einen einzelnen Punkt ist aber
keine eindeutige Gerade mehr festgelegt. Wir konnen den zwei-
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5 1 0 1 2

—1/
Abbildung 6: Die Tangente an f(z) =22 in z = §

ten Punkt also nur beliebig nahe an den Punkt heranfiihren,
an dem wir die Tangente bestimmen wollen. Liefert dieser soge-
nannte Grenzwertprozess ein eindeutiges Ergebnis (unabhéngig
davon wie sich der zweite Punkt annéhert), dann existiert eine
Tangente und die Funktion heift differenzierbar’.

Die Funktion in Abbildung 8 hat in x = 0 dagegen offenbar
keine verniinftige Tangente, denn wenn sich der zweite Punkt
von links bzw. von rechts dem Punkt (0,0) néhert, erhalten wir
unterschiedliche Grenzwerte der Sekantensteigung.

Gegeben eine Funktion = — f(x) stellt sich natiirlich die
Frage, ob z — f/(x) wieder eine Funktion ist, wo sie definiert ist
und welche Eigenschaften sie hat. Solche Fragen beantwortet die

Konkret haben wir fiir f(z) = 2% die Steigung f’(%) =1 der Tangente

inx = % Um diesen Wert zu bestimmen, gehen wir von der Steigung der

Sekante durch die Punkte (4, 1) und (x,2?) aus. Deren Steigung ist gegeben
durch )
Cp(Ly g2 (1 1
1) 201

IE—§ x—§

Nahert sich nun  dem Wert % an, dann nahert sich die Sekante der Tangen-

ten an, und somit die Sekantensteigung der Tangentensteigung. Fiir z - 2

2
erhalten wir f/()=1+1=1.
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5 1 0 1 2

£
Abbildung 7: Eine Sekante an f(z) = 2% in z = 5

Differentialrechnung. Umgekehrt kann f’ gegeben sein und man
will f finden. Dies ist ein Problem der Integralrechnung.

Eine zentrale Anwendung von Ableitungen ist die Bestim-
mung von lokalen Extremwerten: Hat f bei z = a ein lokales
Minimum oder Maximum, dann ist

f(a) = 0.

Fiir f(x) = 23—z (siehe Abbildung 4) ist f’(x) = 322-1, also sind

a = :I:% Kandidaten. Tatséchlich liegt bei z = —% ein lokales

Maximum und bei x = % ein lokales Minimum, wie man mit
einem hinreichenden Kriterium sehen kann.

Die urspriingliche Motivation fiir die Entwicklung der Analy-
sis war das Newtonsche Kraftgesetz. Die Bewegung einer Masse
m an einer Feder (siehe Abbildung 9) wird beschrieben durch die
Gleichung

m-x"(t) = -c-z(t)

zwischen der Position z(¢) und der zweiten Ableitung x”(t). Die
Riickstellkraft der Feder ist dabei direkt proportional zu der Aus-
lenkung (t) der Feder (mit Proportionalitdtskonstante ¢ > 0)
und fiihrt zu der Beschleunigung z”(t) der Masse m > 0. Man
spricht von einem sogenannten harmonischen Oszillator. Eine
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fx) 1

Abbildung 8: Eine Funktion die in z = 0 keine Tangente besitzt

Gleichung dieser Form bezeichnet man auch als Differentialglei-
chung fiir die Funktion z(t). Eine mogliche Losung ist

x(t) = sin(\/g-t),

siehe Abbildung 10, denn

Abbildung 9: Harmonischer Oszillator
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_lj NS RS

Abbildung 10: Eine Losung fiir den harmonischen Oszillator

z'(t) = \/gcos(\/g-t)
z(t) = —% sin(\/g-t).

Mit den Methoden der Analysis kann man die Menge aller mog-
lichen Losungen der Differentialgleichung beschreiben.

Es ist oft schwer (oder sogar unméglich) die Losungen ei-
ner Differenzialgleichung wie oben durch explizite Funktionsaus-
driicke anzugeben. Das Gleiche gilt schon fiir die Nullstellen von
Gleichungen. Die Numerik versucht fiir Probleme der reinen
Mathematik, die mit Hilfe von reellen oder komplexen Zahlen
formuliert werden, approximative Losungen zu finden. Muster-
beispiele sind das Losen von nichtlinearen Gleichungssystemen
oder Differenzialgleichung. Eine der wichtigsten Anwendungsfal-
le in der Numerik ist aber schon das Losen von linearen Glei-
chungssystemen. Eine numerische Losung kann hier oft schneller
berechnet werden als ein exakter algebraischer Losungsausdruck.
Nichtlineare Probleme werden oft durch lineare approximiert.
Beispielsweise kann man approximativ eine Nullstelle einer Funk-
tion z ~ f(z) mit Hilfe des Newtonverfahrens bestimmen: Aus-
gehend von einem Startwert x; berechnet man iterativ

f(zy,)
f'(zn)

d.h. x,,; ist die Nullstelle der Tangente von

Tpy1 = Tp —

f(z)=a*-2

in x,, siche Abbildung 11. Wie wir sehen werden, sind solche
Approximationsverfahren eng verkniipft mit der Frage, was eine
reelle Zahl wie etwa die Nullstelle v/2 der obigen Funktion iiber-
haupt ist. Es ist nicht schwer zu beweisen, dass sich v/2 nicht als
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17

*—

9

Abbildung 11: Newtonverfahren

Bruch von ganzen Zahlen darstellen ldsst, also keine rationale
Zahl ist. Andererseits nimmt man in der Praxis in der Numerik
den pragmatischen Standpunkt ein, dass wir sowieso oft nur ei-
ne Niherung der Nullstelle finden kénnen. Deshalb werden auf
dem Computer solche Rechnungen tiblicherweise mit Fliefskom-
mazahlen durchgefiihrt, d.h. wir schreiben etwa

V2~ 1.414213562.

In diesem Sinne ist dann /2 nicht anderes als jede andere Zahl,
etwa 5
3 ~ (0.6666666666.

Fiir praktische Fragestellungen enorm wichtige Anwendun-
gen der Kombinatorik, der Analysis und der linearen Algebra
finden sich in der Stochastik und Statistik. Die Stochastik (oder
auch Wahrscheinlichkeitstheorie) ist die mathematische Sprache
zur Quantifizierung von zufélligen Prozessen. Dies reicht von
Wurtf einer Miinze, {iber die Beschreibung von Lotto iiber eine
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sogenannte Gleichverteilung (d.h. alle Ergebnisse einer Lottozie-
hung sind gleich wahrscheinlich, siehe oben), bis hin zur Analyse
von Algorithmen. Neben der Gleichverteilung ist die bekannteste
und wichtigste Zufallsverteilung die Gaukverteilung (oder auch
Normalverteilung), die es sogar auf den 10 DM Schein geschafft
hat, siehe Abbildung 12. Beispielsweise gehorchen die Korper-
grofen von Menschen einer Gaufverteilung. Wie man schon an
der Verwendung von Funktionen sieht, baut die Stochastik we-
sentlich auf den Methoden der Analysis auf.

Abbildung 12: Normalverteilung

Die Statistik ist ein zur Stochastik eng verwandtes Gebiet
und befasst sich mit dem Sammeln und Analysieren von Daten.
Waihrend wir also in der Stochastik untersuchen, was wir iiber die
Eigenschaften des Resultats eines gegebenen datenerzeugenden
Prozesses sagen konnen, ist die Kernfragestellung der Statistik
das dazu inverse Problem: Gegeben eine Menge an Daten, was
kénnen wir iiber den Prozess sagen, der diese Daten erzeugt hat.
Das Gegenstiick zur Statistik ist in der Informatik ist das Data
Mining und das Machine Learning, wobei hier weniger Gewicht
auf die exakte mathematische Beschreibung als vielmehr auf die
Effizienz der verwendeten Algorithmen gelegt wird. Ein typisches
Problem ist es, in einer Klasse von Funktionen eine Funktion zu
finden, deren Funktionsgraph eine gegebene Datenmenge am be-
sten beschreibt. In Abbildung 13 sehen wir die parallele Effizienz
eines Computerprogramms, d.h. den Beschleunigungsfaktor ge-
teilt durch die Anzahl der verwendeten Rechenkerne auf einem
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High-Performance-Computing Cluster und eine méoglichst gute
Approximation der Daten durch eine lineare Funktion

fx)=a+b-x
mit zwei geeignet gewédhlten Parametern a und 0. Diese Frage-

1

0.75+

0.5

0.25+

016 80 160 240 320 400 480 560 640

Abbildung 13: Lineare Regression

stellung 16st man mit Mitteln der Analysis und linearen Algebra.
Betrachten wir ein explizites Beispiel:
Fiir die Datenpunkte

(xay) = (173)7 (273)7 (375)

wollen wir eine Ausgleichsgerade f(x) = a+b-x finden. Die Daten-
punkte konnten z.B. GPS-Messwerte fiir ein Fahrzeug auf einer
geraden Strafe sein. Dazu setzen wir die Datenpunkte in f(x)
ein und minimieren die Summe S(a,b) der Quadrate? der Diffe-
renzen der y-Werte also

S(a,b)=(a+b-3)*+(a+2b-3)*+ (a+3b-5)>
= 12ab — 48b - 22a + 3a® + 14b* + 43.

2Man kénnte auch z.B. die Absolutbetriige der Abweichungen addieren,
jedoch ist die Betragsfunktion nicht differenzierbar und somit nicht gut
geeignet, um mit Hilfe von Ableitungen Extremwerte zu bestimmen.
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Wie man in der multivariaten Analysis sieht, ist durch das Ver-
schwinden der partiellen Ableitungen wiederum ein notwendiges
Kriterium fiir ein lokales Minimum gegeben. Wir erhalten also
das Gleichungssystem

Ozg—S=6a+12b—22

a

0=g—§=12a+28b—48.

Da wir eine quadratische Funktion minimieren, erhalten wir durch
die Ableitugen sogar ein lineares Gleichungssystem. Dieses ist
mit dem Gaufalgorithmus dquivalent zu

6a+12b-22=0
4-4=0

und besitzt damit genau die Losung

-3

also ist unsere Ausgleichsgerade

f(x):gﬂv

siehe Abbildung 14.

Wahrend ein derartiges univariates lineares Regressionspro-
blem leicht zu 16sen ist, kénnen moderne Algorithmen statisti-
sche Fragestellungen mit Millionen von Variablen und Tausenden
von Parametern behandeln.
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Abbildung 14: Lineare Regression
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Kombinatorik

1.1 Ubersicht

In der Kombinatorik untersucht man endliche oder abzihlbar
unendliche Strukturen in der Mathematik.

Die abzéhlende Kombinatorik beschiftigt sich mit der Be-
stimmung der Anzahl der Elemente von endlichen Mengen. Eine
klassische Fragestellung ist: Wieviele Teilmengen hat eine end-
liche Menge M? Eine derartige Frage haben wir schon im Satz
iiber die Potenzmenge beantwortet:

Definition 1.1.1 Sei M eine Menge. Die Potenzmenge von
M st
2M = (M) ={A|Ac M} .

Satz 1.1.2 Sei M eine endliche Menge. Dann gilt
2] = 211,
Beispiel 1.1.3 Potenzmengen:

27 = {e}
2V = {2, {1}}
2% = {@, {1}, {2}, {1,2}}.

Wir beweisen Satz 1.1.2 mit Hilfe von vollstandiger Indukti-
on:

15
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Beweis. Durch Nummerieren der Elemente von M kénnen wir
ohne FEinschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass M =
{1,...,n}, wobei wir die Konvention verwenden, dass {1,...,0} =
@. Wir miissen also zeigen, dass die Aussage

fiir alle n € Ny gilt.
Induktionsanfang n = 0: Es ist 22 = {@}, also [29]| =1 = 20,
Induktionsschritt n —1 nach n: Die Vereinigung

{Ac{l,...,n}|neA}
={A|Ac{l,...,n-1}}u{Au{n}| A c{l,. ,n-1}}

ist disjunkt, also folgt aus der Induktionsvoraussetzung

dass

]

Die abzdahlende Kombinatorik ist von zentraler Bedeutung fiir
das Design und die Analyse von Algorithmen in der Informatik.
Um die Performance oder den Speicherverbrauch eines Algorith-
mus (z.B. zur Bestimmung von 2M) abzuschétzen, ist es etwa
wichtig zu verstehen, wieviele Schritte er benétigt, um das Er-
gebnis zu liefern. Eine andere Anwendung liegt in der Stochastik.
Zum Beispiel ist (unter der Voraussetzung, dass alle Ergebnisse
gleich wahrscheinlich sind) die Gewinnwahrscheinlichkeit beim

Lotto
1

(5)

wobei (469) die Anzahl der moglichen Ergebnisse bezeichnet.

Ein anderer Teilbereich der Kombinatorik ist die Graphen-
theorie. Graphen wie in Abbildung 1 sind eine der wichtigsten
Datenstrukturen in der Informatik. Sie bestehen aus Ecken und
Kanten (eventuell mit einer Lange). In einem Graphen (etwa dem
Schienennetz der Bahn) will man z.B. herausfinden, welcher Weg
der kiirzeste zwischen zwei gegebenen Ecken ist.
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Viele weitere Teilbereiche der Kombinatorik, die wir hier nicht
ansprechen konnen, sind ebenfalls relevant fiir die Informatik, et-
wa Matroide und Designs.

1.2 Binomialkoeffizienten

Die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge haben
wir schon bestimmt. Aber wieviele Teilmengen mit einer vorge-
gebenen Anzahl k£ von Elementen gibt es?

Definition 1.2.1 Seien n,k € Ny. Wir bezeichnen mit (Z) die
Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Men-

ge.
Fiir k € Z negativ setzen wir (Z) =0.

Beispiel 1.2.2 (3)=3, (3)=1, (;) =1, (3) =0.

Definition 1.2.3 Ist k € Ny und M eine Menge, dann schreiben
wir

()= tacmiia-n

fir die Menge der k-elementigen Teilmengen von M.
Beispiel 1.2.4 (1"2%) = {{2,3},{1,3},{1,2}}.

Zunéachst eine grundlegende Symmetrieeigenschaft von Bino-
mialkoeffizienten:

Proposition 1.2.5 FEs gilt (Z) = (nfk)

Beweis. Fiir £ <0 oder k£ > n sind beide Seiten 0. Anderenfalls
sei M eine n-elementige Menge. Die Abbildung

a: (3) = (%)

ist bijektiv:
e injektiv: Falls M\U; = M\U, fir U; ¢ M, dann Uy = Us.
o surjektiv: Sei Ve ([M). Es gilt a(M\V) = M\(M\V) = V.

n—
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|

Der Beweis sagt nichts anderes als, dass die Auswahl von k
Elementen aus n die verbleibenden n — k Elemente festlegt und
umgekehrt.

Beispiel 1.2.6 Wir illustrieren den Beweis an einem Beispiel:
Die Abbildung

1,2,3 1,2,3
({ 1 }) N ({ 2 })
{1} ~{2,3}
{2}~ {1,3}
{3t~ {1,2}
st bigektiv, also (i’) = (g)

Beispiel 1.2.7 Beim Lotto-Gliicksspiel werden aus einem Topf
von 49 nummerierten Kugeln 6 Kugeln gezogen. Da die Kugeln
unterscheidbar sind, ist die Menge der maoglichen Lottoergebnisse

6

und die Anzahl der méglichen Ergebnisse die Anzahl der 6-elementigen
Teilmengen einer 49-elementigen Menge, d.h.

(6)

Um diese Frage zu beantworten, leiten wir im Folgenden eine
geschlossene Formel fiir (Z) her.

({1,...,49}) (125456},

Wie grof$ ist diese Zahl?

Proposition 1.2.8 Fir alle n,m,k € Ny gilt
n n+1

1 =(k+1
(e 1)(})= (7 7))

Beweis. Sei M eine Menge mit |[M|=mn+ 1. Die Menge

M
F= U)eM
{(m7 ) x (k; + 1)
kénnen wir anschaulich interpretieren als die Menge aller (k+1)-
elementigen Teilmengen U c M, wobei ein m € U markiert wird.
Wir konnen die Elemente von F' auf zwei Weisen abzéhlen:

|mEU}
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e Wiihle eine Teilmenge U ¢ M mit |U| = k + 1 und wihle
dann ein m € U aus. Dies zeigt, dass

(e

e Wihle m € M, wihle dann ein V' ¢ M\{m} mit [V| = k,
und bilde daraus U = {m} u V. Dies zeigt, dass

|Fw:(n+q)(Z)

Beispiel 1.2.9 Wir illustrieren den Beweis an einem Beispiel:
Sein =3 und k =2. Wir kénnen M ={1,2,3,4} annehmen. Im
Folgenden stellen wir die Elemente (m,U) € F dar als U mit
einer Markierung m e U.

Wihlen wir zundchst m € M und ergdnzen zu einer 3-elementigen
Teilmenge von M, so erhalten wir folgende Abzihlung der Ele-
mente von F

m| 1 | 2 | 3 | 4
{1,2,3} | {2,1,3} | {3,1,2} | {4,1,2}
{1,2,4} | {2,1,4} | {3,1,4} | {4,1,3}
{1,3,4} | {2,3,4} | {3,2,4} | {4,2,3}

mit insgesamt 4 - (g) Elementen.

Wihlen wir zundchst eine 3-elementige Teilmenge U c M
und markieren dann ein Element m € U, bekommen wir folgende
Abzdhlung der Elemente von F

U |{1,2,3} | {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4}
{1,2,3} | {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4}
{1,2,3} | {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4}
{1,2,3} | {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4}

mit insgesamt (g) -3 Elementen. Dies zeigt, dass

1()-m-()
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Corollar 1.2.10 Fir0<k<n gilt
(n) ~ n!
k) kl(n-k)

nl=Ilik=1-2-...-n

wobes

n-Fakultat bezeichnet.

Beweis. Induktion nach n:

Induktionsanfang n = 0: (8) =1

Induktionsschritt: n — 1 — n: Proposition 1.2.8 und die Indukti-
onsvoraussetzung geben

(Z):%(Z:i):%(kfg&;¥kﬂ:kﬂgﬁkﬂ'
|

Beispiel 1.2.11 Beim Lottospiel gibt es

= 13983816

(49)__49-48-47-46-45-44
6/  6-5-4-3-2-1

Moglichkeiten.

Die Binomialkoeffizienten lassen sich auch rekursiv berech-
nen. Dazu verwenden wir:

Proposition 1.2.12 (Vandermonde Identitit) Fir allen,m,k €

Ny gilt .
207)-(57)

Beweis. Seien A und B disjunkte Mengen mit |A| = n und
|B| = m. Die Anzahl der k-clementigen Teilmengen von Au B
ist (";m) Andererseits ist (?)( krf‘j) die Anzahl der k-elementigen
Teilmengen U c AUB mit [UnAl=j. =
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Beispiel 1.2.13 Wir illustrieren den Beweis an einem Beispiel:
Sei A ={1,2,3}, B=1{4,5} und k = 4. Die 4-elementigen Teil-
mengen von Au B sind

{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}.

Diese sortieren wir nach der Anzahl j der Elemente aus A: Fur
7 =2 erhalten wir

{1,2.4,5},{1,3,4,5},{2.3.4,5}

und fiir j =3
{1,2,3,4},{1,2,3,5}.

Die Summanden j = 0,1,4 leisten keinen Beitrag. Dies zeigt,
(-G G)C)
= + .
4 2/\2 3/\1
Corollar 1.2.14 Fiir alle n,k € Ny gilt

(2= ()-G2)

Beweis. Proposition 1.2.12 gibt
k+1
()= 200 5) ()2 (0)
k+1) 2 \j/\k+1-j k k+1
]

Siehe auch Ubung 1.9 und 1.10.

Bemerkung 1.2.15 Aus den Anfangswerten (8) =1 und (2) =0
fiir k + 0 erhalten wir alle anderen Binomialkoeffizienten mattels
der Rekursionsgleichung aus Corollar 1.2.14. In dem Pascal-
schen Dreieck
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ist also jeder Eintrag (ausser den Anfangswerten) die Summe
der beiden iber ihm liegenden FEintrige (wobei wir Binomialko-
effizienten gleich O nicht schreiben):

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Beuspielsweise gilt

()02

Abschliefsend zeigen wir noch einen wichtigen Satz, der den
Binomialkoeffizienten ihren Namen gegeben hat. Dazu verwen-
den wir:

Definition und Satz 1.2.16 Der Polynomring K| X] dber ei-
nem Korper K in der Unbestimmten X ist die Menge aus 0 und
allen Ausdriicken (Polynome)

f=ap+a X' +.. . +a,X"

mit n € Ny, a; € K, a, # 0. Diese Elemente konnen wir auch als
unendliche Listen

f:(ao,...,an,o,(),...)

von Elementen aus K auffassen, in denen nur endlich viele Ein-
trige + 0 sind. Dann ist

0=(0,0,...)

Wir nennen deg (f) :=n den Grad von [ und setzen deg(0) =
—00.

Mit der Addition
(ao +a X+ anX”) +(bo+ b1 X+ .+ by X

max(n,m)

= > (ai+b) X’

1=0
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und der Multiplikation

(ao+ar X" +...+ anX”) : (bo +h X+ mem)

=, (Z ajbi—j)Xi7

i=0 \j=0
wird K[X] ein kommutativer Ring mit 1.

Fiir den Beweis siehe Aufgabe 1.14.
Beispiel 1.2.17 In Q[X] gilt

(1+2X +X%) - (1+X) = (1+2X + X?) + (X +2X%+ X?)
=1+3X +3X%+ X3,

Mit MAPLE kénnen wir diese Rechnung folgendermajen durch-
fiihren:

fr=(1+42%X+X"2) % (1+X) ;

(1+2X+X?)-(1+X)

expand (f);

1+3X +3X2%2+ X3

Summanden mit a; =0 in f =ag+a; X'+ ... + @, X™ schreibt
man iiblicherweise nicht. Ein Polynom der Form f = X" be-
zeichnen wir auch als Monom, f = a,X" als Term, und f =
AmX™ + a, X™ als Binom.

Bemerkung 1.2.18 In der Informatik stellt man ein Polynom
f=ag+a X'+ ...+ a, X" meist durch die Liste

(CLO, ...,an) e K+t

seiner Koeffizienten a; dar (sogenannte dicht besetzte Dar-
stellung von Polynomen). Haben die betrachteten Polynome al-
lerdings nur wenige Koeffizienten a; # 0 ist es effizienter das
Polynom als die Menge von Tupeln

{(i,a:) | @i # 0} < Ny x K

zu speichern (diinn besetzte Darstellung).
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Beispielsweise wiirden wir das Polynom f =T+ 13- X1 dar-

stellen als
f=1(7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,13)

oder als

f=1{(0,7),(10,13)}.

Fiir die Implementierung der Polynomarithmetik siehe Auf-
gabe 1.15.

Bemerkung 1.2.19 Jedem Polynom
p=ag+ay X' +.. . +a, X" e K[X]

ist durch Einsetzen eines Werts ¢ € K fiir die Variable X ein
Wert
p(c) =ag+ac' +...+a,c" e K

zugeordnet.
Durch FEinsetzen kann somit zu jedem Polynom p € K[X]

eine Abbildung
K-> K, c~p(c)

assoziiert werden.

Beispiel 1.2.20 Die durch das Polynom p = X? e R[ X ] gegebe-
ne Abbildung ist die Parabelfunktion

R-R, ¢ c?
aus Abbildung 1.1.

Bemerkung 1.2.21 Fir alle p,q e K[X] und ce K gilt
(p-q)(c) =p(c)-q(c)

(p+a)(c) =p(c) +qlc).

Es ist also egal, ob wir erst einsetzen und dann FElemente
aus K multiplizieren/addieren, oder erst Polynome multiplizie-
ren/addieren und dann einsetzen. Fir den (leichten) Beweis sie-
he Aufgabe 1.15.

Man sagt dazu auch: Fir jedes c € K ist die Einsetzabbildung
K[X] - K, p~ p(c) ein Ringhomomorphismus.
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2

=11

-2 T 5 :

Abbildung 1.1: Graph der Parabel

Wir konnen also mit Formeln in der abstakten Variablen X
rechnen und dann z.B. die erhaltene Formel fiir viele verschiedene
Werte ¢ fiir X verwenden, anstatt fiir jedes einzelne ¢ dieselbe
Rechnung durchzufiihren.

Der Binomialsatz beschreibt, wie man Potenzen von Binomen
berechnet:

Satz 1.2.22 (Binomialsatz) Fir alle n € Ny gilt
n Sy k
(X+1)"=>{, )X
0 \k

Beweis. Ausmultiplizieren mit dem Distributivgesetz gibt

n

(X+1)-.(X+1)= > XM
)

denn jeder Faktor (X + 1) auf der linken Seite trégt zu jedem
Summanden auf der rechten Seite mit X oder 1 bei. Wir num-
merieren die Faktoren von 1,...,n und interpretieren 7' als die
Menge der Faktoren die mit X beitragen und das Komplement
von T als die Menge der Faktoren die mit 1 beitragen.

Da es (Z) Teilmengen T c {1,...,n} mit |T| = k gibt, folgt

PG zn: (Z)Xk

Tc{1,...,n} k=0
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]
Siehe auch Aufgabe 1.11 zur Berechnung von Ausdriicken der
Form (z + y)" mit Hilfe des Binomialsatzes.

Beispiel 1.2.23 Fiir n = 2 interpretieren wir im Beweis von
Satz 1.2.22 die Menge T c {1,2} als

T {12 {1} ] {2 ] @ |
Summand‘X-X‘X-l‘l-X‘l-l‘

und erhalten

(X+1)2?=X-X+X-1+1-X+1-1
=X2+2X +1
Beispiel 1.2.24 Satz 1.2.22 gibt
(X+1)'=X+1
(X+1)*=X?+2X +1
(X+1)P=X2+3X?+3X +1
(X+1)'=X"+4X?+6X2+4X +1
(X +1)°=X°+5X*+10X+10X2 +5X +1

mit den Binomualkoeffizienten aus Bemerkung 1.2.15.

Beispiel 1.2.25 Bei einer jihrlichen Verzinsung 0 < x < 1 des
Kapitals m, erhdlt man nach n Jahren von der Bank (hoffentlich)

m-(1+x)":m~]§(2)xk.

Fir kleines x erhalten wir mit dem konstanten und linearen
Term der Binomialformel die Approximation

m-(1+z)"»m-(1+n-x).

In der Praxis bedeutet dies die Vernachldissigung von Zinseszin-
sen. Durch Hinzufiigen weiterer Terme ansteigender x-Potenz in
der Binomialformel ldsst sich die Ndherung verbessern, etwa zu
n(n-1
( )1,2)

m-(1+x)”mm-(1+n-x+T
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Beispielsweise fiir v = 155 und n =3 wird

1
1+—)=1. 1
(1+ 100) 03030

durch

1
1+3 — =1.03
27100

bzw.

1 1
143 — +3.——=1.
3 700 "3 10000 - M

approximiert. Die exakte Formel erhalten wir mit dem Binomi-
alsatz als

1 1 1
1+3-—+3 1

et 1 =1. 1
100 10000 ’ 1000000 03030

Fiir den Beweis der Siebformel im folgenden Abschnitt zeigen
wir noch ein Corollar zum Binomialsatz:

Corollar 1.2.26 Fiir alle n € Ny gilt
w n
(—1)’f( ):0.

Beweis. Sei f = (X +1)" und g = ¥ (Z)X’C Mit Bemer-
kung 1.2.21 ist f(-1) = (-1 +1)™ = 0. Andererseits ist g(-1) =
Py (Z)(—l)k Wegen Satz 1.2.22 gilt f = g also auch f(-1) =
g(-1). =

Beispiel 1.2.27 FEs gilt

(3)_(‘11)+(‘21)_(§)+(j):1—4+6—4+1:0
1.3 Siebformel

Bevor wir als Anwendung von Binomialkoeffizienten im néchsten
Abschnitt die Catalanzahlen diskutieren, leiten wir noch als eine
wichtige Folgerung aus Corollar 1.2.26 die Siebformel her. Fiir die
Vereinigung von zwei endlichen Mengen M, M, gilt die bekannte

Formel
|M1 @] M2| = |M1| + |M2| - |M1 n M2|
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(siche Ubung 1.2). Diese Beziehung bezeichnet man auch als das
Prinzip der Inklusion und Exklusion. Die Siebformel verallgemei-
nert diese Formel auf eine beliebige Anzahl n endlicher Mengen
My, ..., M,: Sie setzt die Anzahl der Elemente von M; u...u M,
mit der Anzahl der Elemente der Durchschnitte

Myr =\ M;

i€l
fiir alle T c {1, ...,n} in Beziehung,.

Satz 1.3.1 (Siebformel) Fiir endliche Mengen My, ..., M, gilt

My U UM, =Y (-1)"! > [ My
k=1 |T|=k

Beispiel 1.3.2 Fliir drei Mengen erhalten wir

|My U My M| = |My| + [ Ma] + |Mj)
- |M1 N M2| - |M1 N M3| - |M2 N M3|
+ |M1 N M2 n M3|

siehe auch Abbildung 1.2.

Abbildung 1.2: Siebformel fiir drei Mengen.

Nun zum Beweis von Satz 1.3.1:
Beweis. Sei x € M u...u M,. Wir wollen zeigen, dass x zu
der rechten Seite genau mit 1 beitrdgt. Angenommen z liegt
in genau r der Mengen M;, ohne Einschrankung x € My n...n
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M,. Dann wird x in ¥, |[Mr| genau (Z)-mal gezahlt, in jedem
Durchschnitt von & der My, ..., M, genau 1-mal. Insgesamt tragt
x also zu der rechten Seite mit

0= Z(-m—l(?”)
k=1 k
bei. Da mit Corollar 1.2.26
0= Z(—1)’f(r) -l-a
k=0 k

gilt,ista=1. m

Beispiel 1.3.3 Wir illustrieren den Beweis fiir n = 3: Sei z.B.
r=2 also OF x € Myn My und x ¢ MynMsnMs, siehe Abbildung
1.3. Es gibt folgende Mdoglichkeiten fir Teilmengen T c {1,...,n}

Abbildung 1.3: Beitrag zur Siebformel fiir r = 2.

mit x € Mrp:
k| (1) | T mit x € My
1 1 {1},{2}
2 -1 {1,2}
3 1

Somat tragt x zu der rechten Seite mit

oo ()-()- )

bei. Genauso geht man fir r =1 bzw. r = 3 vor und erhalt

o ()-(0)+()
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bzw.

(1+1+1)—(1+1+1)+1:(?)—(2)+(§):1.

Beispiel 1.3.4 Mit der Siebformel konnen wir die Anzahl der
Primzahlen < 40 bestimmen: In der Primfaktorisierung einer
Zahl n < 40 ist der kleinste Primfaktor p < 6 (also 2,3 oder
5), denn gilt n=p-q mit p<q, dann ist p? <p-q=n.

Sei T, die Menge der durch m teilbaren Zahlen <40, also

T={a-m|aeN mit a-m <40} .

|2

wobei |q| die Abrundung von q, also die grofite ganze Zahl < q
bezeichnet. Fir ggT(my,my) =1 haben wir

Somit ist

Tos 0 Ty = Ty

denn eine Zahl ist durch my und my teilbar genau dann, wenn sie

durch kgV (my,my) = W’Tfm) = my - my teilbar ist. Beispiels-

weise 1st eine Zahl durch 6 teilbar genau dann, wenn sie durch 2
und 3 teilbar ist. Somit gilt

T20T3:T6 T20T5:T10 T30T5:T15
TQﬂTgﬂTg):TgO

Die Siebformel liefert dann

Ty uT5 U T5| = |To| + | T3] + |15

—|T6| = |To| = | T35

+ |T30|
=(20+13+8)-(6+4+2)+1
=30

Es gibt also 30 Zahlen die ein Vielfaches von 2, 3 oder 5 sind.
Somit gibt es genau
30-3=27



1. KOMBINATORIK 31

zusammengesetzte Zahlen < 40 (denn 2,3,5 € Ty u T3 U Ty sind
prim). Alle anderen Zahlen < 40 ausser der 1 sind prim, also
gibt es genau

40-27-1=12

Primzahlen < 40.

In MAPLE erhalten wir diese Primzahlen wie folgt:
L:=[];
for 7 from 1 to 40 do

if isprime(j) then L:=[op(L),j];f%;

od:
L;
[2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37]

Bemerkung 1.3.5 Die MAPLE-Funktion tsprime ist ein pro-
babilistischer Primzahltest, d.h fiir n € Z beweist das Ergeb-
nis tsprime(n)=false, dass n echt zusammengesetzt ist. Ande-
rerseits bedeutet isprime(n)=true nur, dass n mit sehr hoher
Wahrscheinlichkeit eine Primzahl ist.

Es ist keine Zahln bekannt, fir die isprime fdlschlicherwei-
se true liefert, und man vermutet, dass ein solches n mehrere
hundert Dezimalstellen haben muss.

1.4 Anwendung: Vollstandige Klamme-
rungen und Catalan-Zahlen

Im Folgenden diskutieren wir noch eine Anwendung von Bino-
mialkoeffizienten in der Informatik genauer. Nehmen wir an, wir
wollen im Computer 2-3-4 = 24 berechnen. Prozessoren kénnen
stets in jedem Schritt nur eine arithmetische Operation ausfiih-
ren. Auch im Sinn der Mathematik ist die Addition und die Mul-
tiplikation in einem Ring eine Abbildung mit zwei Argumenten

+: RxR-> R
tRxR->R
Wir miissen den Ausdruck also so klammern, dass stets nur zwei

Zahlen verkniipft werden. Man spricht dann auch von einer voll-
stiandigen Klammerung. Da die Multiplikation in Z assoziativ
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ist, spielt die Wahl der Klammerung fiir das Ergebnis keine Rolle:
(2:(3-4))=2-12=24=6-4=((2-3)-4).

Beinhaltet der Ausdruck sowohl Additionen als auch Multiplika-
tionen, dann ist die der Klammerung auch fiir seine syntaktische
Analyse im Computer wichtig, denn das Ergebnis héngt im All-
gemeinen von der Klammerung ab z.B.

((2-3)+4) #(2-(3+4)).

In unserem Beispiel 2 -3 -4 gibt es offenbar zwei Moglich-
keiten das Produkt zu klammern. Im Folgenden wollen wir die
Frage beantworten, wieviele vollstdndige Klammerungen es fiir
ein Produkt

1. T

aus m Faktoren x; in einem Ring R gibt.

Beispiel 1.4.1 Fiir 4 Faktoren g¢ibt es folgende Klammerungen

(21 (22 (23 24)))
(w1 ((z2-23) - 24))
((z1-22) - (w3-24))
((z1- (22 23)) - 24)
(((z1-22) - w3) - 74)

Definition 1.4.2 Fir n € Ny ist die Catalan-Zahl c,, die An-
zahl der vollstindigen Klammerungen eines Produkts xq-...-x,41
aus n+ 1 Faktoren.

Offenbar gilt ¢y = 1, ¢; = 1 und wie gerade gesehen ist ¢y = 2
und c3 = 5. Uber die folgende Rekursionsgleichung kénnen wir

alle ¢,, berechnen:

Satz 1.4.3 FEs gilt co =1 und

n-1
Cn = Z CiCp-1-j
Jj=0

firn>1.
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Beispiel 1.4.4 Nach dem Satz gilt also z.B.

6021
ci=ch=1
Cy = CoC1 + C1Co = 2
_ 2 _
C3 =CoCa +C] +C2Cp =D

Cq = CpC3 + C1Co + CoC1 + CpC3 = 14

Wir zeigen nun Satz 1.4.3:
Beweis. Sei K,, die Menge der vollstandig geklammerten Pro-
dukte aus n + 1 beliebigen Faktoren, also ¢, = |K,|. Dann ist

n-1

UKj*x Ky > K,

J=0

(@)~ (p-q)

eine bijektive Abbildung, denn sie hat eine Umkehrabbildung:
Jedes Element von K,, (mit n + 1 Faktoren) lésst sich eindeutig
in die zwei Produkte p € K; (mit j + 1 Faktoren) und ¢ € K,_1_;
(mit n - j Faktoren) in der dufersten Klammer zerlegen.

Die Formel folgt dann, da die Vereinigung disjunkt ist, mit
Ubung 1.2. m

Beispiel 1.4.5 Wirillustrieren die Zerlequng tm Beweis an Bei-
spiel 1.4.1:

(p-q) p q
(21 (22 (23-74))) | 71 (w2 (23-24))
(1 ((72-23) - 24)) | 71 (72 x3) - 24)

)
)

((w1-29) - ($3'9€4); (21 22) (73 24)
)

(w1 (29 23)) - wa) | (21 (22 73)) | 4
(((x1-m2) - 23) - 24) | (21 72) Ty

Man erhalt also
03:5:1'2+1'1+2‘1:C002+C%+6200.

Konnen wir eine geschlossene Formel fiir die Catalan-Zahlen
herleiten? Zunéachst bemerken wir:
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AO 1 n-1 n
0

1

n-1

B

Abbildung 1.4: Kiirzeste Wege iiberhalb der Winkelhalbierenden

in einem quadratischen Gitter

Satz 1.4.6 FEs gibt eine Bijektion zwischen der Menge der voll-
stindigen Klammerungen von xq - ... - x,.1 und der Menge der
kiirzesten, tiberhalb der Winkelhalbierenden verlaufenden Wege
in einem (n+1) x (n+ 1)-Gitter (Abbildung 1.4).

Beweis. Offenbar ist durch folgende Vorschrift eine Abbildung
gegeben:

1) Streiche in der Klammerung die Symbole z; und die Klam-
mern (.

2) Durchlaufe die verbleibenden Symbole von links nach rechts
und gehe fiir jedes - in dem Gitter nach rechts und fiir jede
Klammer ) nach unten.

Eine solche Abbildungsvorschrift, die ein Wort liest und ab-
héangig von den Buchstaben Operationen ausfiihrt, bezeichnet
man in der Informatik auch als einen Automaten. Auf Auto-
maten werden wir in Abschnitt 1.6 etwas ndher eingehen.

Die Abbildung ist wohldefiniert, da wir jeder Klammer ) ei-
ne Multiplikation links davon zuordnen kénnen. Um zu zeigen,
dass die Abbildung bijektiv ist, konstruiere man als Ubung die
Umkehrabbildung. m
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Beispiel 1.4.7 In Beispiel 1.4.1 ordnen wir zu

(z1- (22 (23-14))) = --2))) +

(21-((22-23) - 24)) = =))) =

((@r-22) - (23-24)) = )-)) =

(w1 (29 -23)) - wa) = =))) =

(((w1-w9) - w3) - 24) = ))) =

Satz 1.4.8 Die Anzahl der tiberhalb der Winkelhalbierenden ver-
laufenden Wege in einem (m + 1) x (n + 1)-Gitter mit n >m ist

n+1—m(n+m)

n+1 m

Beweis. In Ubung 1.19 zeigen wir, dass die Anzahl gleich

() -GR) =0 ()

ist, wobei die Gleichheit mit Corollar 1.2.10 folgt. m

1 (2n)
Cp =
n+1l\n

Beweis. Folgt sofort aus Satz 1.4.6 und Satz 1.4.8 mit n=m. ®

Corollar 1.4.9 Es gilt

Beispiel 1.4.10 In MAPLE kénnen wir die Catalan-Zahlen cg,...,c19
berechnen durch:

seq(binomial (2*n,n)/(n+1),n=0..10);
1,1,2,5,14,42,132,429,1430, 4862, 16796
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Erhalt man eine solche Folge ¢, von Zahlen durch Experimen-
te, kann man in der Online Encyclopeadia of Integer Sequences
[17] tiberpriifen, welche kombinatorischen Interpretationen der
Folge bekannt sind. Diese Datenbank enthalt Beschreibungen
von iiber 200000 Folgen von ganzen Zahlen. Insbesondere fin-
det man dort noch viele weitere Interpretationen der Catalan-
Zahlen.

1.5 Abzahlen von Abbildungen

Viele wichtige Klassen von Objekten in der Informatik sind im
mathematischen Sinne Abbildungen. Das wichtigste Beispiel ist
eine Liste L = (Ly,...,L,) € M™ der Linge n mit Eintrdgen
L; € M, die wir auch als Abbildung

{1,..,n} > M

auffassen kénnen (in manchen Programmiersprachen beginnt die
Indizierung der Liste auch mit 0, d.h. wir betrachten Abbildun-
gen {0,...,n—1} - M). Eine Matrix, oder in der Informatik ein
Array, ist eine Abbildung

{1,....om} x{1,...n} > M.
Die Eintrige werden also durch zwei Zahlen indiziert.
Beispiel 1.5.1 Sei M ={a,...,z}. Die Liste
(a,h,a)
entspricht der Abbildung
{1,2,3} > M

l—a
2+ h

3=a

Das Array

[ -

—_—
QU
~ O
~—
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wird durch die Abbildung

{1,2} x{1,2,3} = M

dargestellt.

Die Frage nach der Anzahl solcher Listen oder Arrays iiber-
setzt sich also in die Frage nach der Anzahl der entsprechenden
Abbildungen. Diese Frage konnen wir allgemein beantworten:

Satz 1.5.2 Sind N und M endliche Mengen mit |[N| = n und
|M|=m, dann gibt es

mn

Abbildungen N — M.

Beweis. Sei f : N - M eine Abbildung und schreibe N =:
{z1,...,x,}. Fur jedes f(z;) gibt es m Moglichkeiten, insgesamt
also

Abbildungen f. =

Definition 1.5.3 Wir schreiben kurz MY fiir die Menge aller
Abbildungen f: N — M.

Notation 1.5.4 Fir N = {xy,...,x,} schreiben wir die Abbil-
dungsvorschrift fir f: N - M auch als kurz als

f _ Il cee xn
f(@) - f(zn)
d.h. wir notieren in der ersten Zeile der Tabelle die Elemente
der Quelle und in der zweiten Zeile jeweils deren Bild.
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Beispiel 1.5.5 Fir N = {1,2,3} und M = {a,b} sind alle Ab-
bildungen f: N — M gegeben durch

1 2 3 1 2 3 1

a a al’\a b b]”\b a b
1 2 3 1 2 3 1
b b b))’ \b a al’ \a

1.6 Anwendung: Worte

SN (\]
ISIGV w
IS =
QN N
ISEVV]
N —

In Abschnitt 1.4 haben wir schon von endlichen Sequenzen aus
Symbolen - und ) gesprochen. Was ist das eigentlich im mathe-
matischen Sinne?

Definition 1.6.1 Sei A eine endliche Menge. Ein Wort mit n
Buchstaben tiber dem Alphabet A ist ein Element von A™. Wir
schreiben fir (ai,...,a,) € A® auch kurz

ai...ay

Im Sinne der Informatik ist ein Wort also einfach eine endli-
che Liste.

Beispiel 1.6.2 Uber dem Alphabet A={a,...,z} schreiben wir
hallo = (h,a,l,1,0) € A®.

Beispiel 1.6.3 FEine 8-bit Zahl ist ein Wort in {0,1}8.

Chinesische Worte sind oft in {1,...,3000}2, d.h. sie haben
oft 2 Buchstaben allerdings in einem Alphabet von etwa 3000
Zeichen.

Bemerkung 1.6.4 Ein Wort (aq,...,a,) € A" kénnen wir auch
als die Abbildung
{1,...n} > A
1+ a;
auffassen.

Damit ist auch klar, was das leere Wort sein soll. Es ist die
(eindeutige) Abbildung @ — A.
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Beispiel 1.6.5 Das Wort aha enspricht der Abbildung
{1,2,3} » {a, ..., 2}

l—a
2 h

3=a

Da Worte der Lange n in dem Alphabet A dasselbe wie Ab-
bildungen {1,...,n} - A sind, gilt mit Satz 1.5.2:

Satz 1.6.6 Die Anzahl der Worte der Linge n in einem Alpha-
bet A mit |A| =m Elementen ist

mn

Wir beschreiben noch jeweils eine zentrale Anwendung von
Worten in der Informatik und der Mathematik:

Bemerkung 1.6.7 In der Informatik spielen Worte eine wich-
tige Rolle in der Berechenbarkeitstheorie. Ein Automat nimmt
als Eingabe ein Wort (aq, ..., a,) € A" und liest die Buchstaben
von links nach rechts. Ausgehend von seinem Ausgangszustand
wechselt er in jedem Schritt i abhdngig von a; und seinem ak-
tuellen Zustand in einen neuen Zustand. Am FEnde priift er,
ob sein Endzustand in einer gegebenen Menge von zuldssigen
Endzustdanden ist.

Zum Beispiel kénnen wir einen Parkautomaten betrachten.
Sein Anfangszustand ist 0€, zuldssig ser nur der Endzustand
der exakten Parkgebiihr 3 €. Wir werfen 2 Miinzen ein, 1€ oder
2€. Zuldssig sind dann

Wort ‘ Zustandsfolge

(1€2€) | 0€1€3€

(2€,1€) | 0€2€3€
unzuldssig dagegen

Wort ‘ Zustandsfolge

(1€,1€) |0€,1€,2€
(2€,2€) | 0€,2€,4€

Von den 22 = 4 moglichen Worten sind also 2 zuldssig und 2
nicht.
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Wir skizzieren noch kurz eine wichtige Anwendung von Wor-
ten in der Mathematik:

Bemerkung 1.6.8 Sind w = ay...a, und v = by...b,, Worte, dann
definiert man die Verknipfung "Hintereinanderschreiben” durch

WOV =ay...a,01...0,,

Die Menge W aller Worte (beliebiger Linge) in dem Alphabet A
st zusammen mit o ein Monoid. Die Assoziativitdt ist klar und
das neutrale Element ist das leere Wort.

Fiigen wir zu dem Alphabet zusdtzliche Buchstaben a™' fiir
a € A mit der Rechenregel

hinzu, dann erhalten wir die freie Gruppe F erzeugt von A.
Bemerkung 1.6.9 Se:

A= {917 "'7gn}

eine endliche Menge und F die freie Gruppe erzeugt von A (mit
neutralem Element e). Seien 11, ...,rs Elemente von F und N der
kleinste Normalteiler von F, der ry,...,rs enthdlt. Dann heifst

<g17 -y 9n | rn=e€,..,7rs= 6) = F/N
die Gruppe mit Erzeugern g; und Relationen r;.

Beispiel 1.6.10 Durch
(919°=¢) > 2[5
g1

st ein Gruppenisomorphismus gegeben: Sei F' die freie Gruppe
erzeugt von g. Der Kern von

F—7/5
g1

ist offenbar die Untergruppe (g°) erzeugt von g°. Somit folgt die
Behauptung aus dem Homomorphiesatz.
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Beispiel 1.6.11 Das gleichseitige Dreieck D hat 6 Symmetri-
en (d.h. abstandserhaltende Abbildungen die D wieder auf sich
selbst abbilden): die Identitit, zwei Drehungen (um 120° und
240°) und 3 Spiegelungen (an einer Geraden durch eine Ecke
und eine Seitenmitte). Diese Elemente wollen wir schematisch

schreiben als:
VANV
~F ) S

Die Menge Sym(D) dieser Symmetrien bildet eine Gruppe be-
ziiglich der Komposition (die Hintereinanderausfihrung von zwei
Symmetrien ist eine Symmetrie und jede Symmetrie hat eine
inverse Symmetrie). Ahnlich wie im vorangegangenen Beispiel
kann man zeigen, dass

(91,921 gt =¢, g3 =¢, (q192)° =€) > Sym(D)

WAL
‘W&

1.7 Abzahlen von injektiven Abbildun-
gen

einen Gruppenisomorphismus definiert.

In Abschnitt 1.5 haben wir schon die Menge aller Abbildungen
N — M zwischen zwei endlichen Mengen abgezéahlt. Wieviele der
Abbildungen sind injektiv, d.h. auf wieviele Weisen kann man N
als Teilmenge von M auffassen?
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Satz 1.7.1 Sind N und M endliche Mengen mit |[N| = n und
M| =m, dann gibt es

leo(m—i)=m-(m—1)-...-(m—n+1)

n

injektive Abbildungen N — M.

Beweis. Sei f: N - M eine injektive Abbildung und schreibe
N = {x1,...,x,}. Fir f(x1) gibt es m Moglichkeiten, fir f(xs)
noch m -1, induktiv fiir f(x;) noch m—1i+1 Moglichkeiten, falls
n<m.

Fiir n > m gibt es nach dem Schubfachprinzip (siehe Aufgabe
1.7(1)) keine injektive Abbildung N — M. Andererseits ist auch
das Produkt gleich 0, denn der Faktor fiir ¢ = m verschwindet. m

Beispiel 1.7.2 Sei N = {1,2} und M = {a,b,c}. Dann sind die
injektiven Abbildungen f: N — M gegeben durch

O B U Q-
QNN QNN TN
ST O N O N

o = S = Q=

Im Satz erhalten wir

f[(3—z')=3-2=6.

Fir N ={1,2,3,4} und M = {a,b} gibt es keine injektive Abbil-
dung f: N — M und im Satz erhalten wir

ﬁ(z-¢):2-1.0.(—1)=0.

Nach Ubung 1.7 kann es eine bijektive Abbildung zwischen
den endlichen Mengen N und M nur geben, wenn |N| = |M]|.
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In diesem Fall sind nach Aufgabe 1.4 die Eigenschaften injektiv,
surjektiv und bijektiv dquivalent. Somit folgt wegen

[[(n-i+1)=n-..-1=n
i=1
aus Satz 1.7.1:

Corollar 1.7.3 Sind N und M endliche Mengen mit|N|=|M| =
n, dann gibt es
n!

bijektive Abbildungen N — M.

Bemerkung 1.7.4 Bijektive Abbildungen M — M bezeichnet
man auch als Permutationen von M. Die Menge der bijektiven
Abbildungen

S(M)={f:M— M bijektiv}

bildet mit der Komposition als Verkniipfung eine Gruppe, denn
die Komposition ist assoziativ (siche Aufgabe 1.5) und die Kom-
position von zwei bijektiven Abbildungen ist wieder bijektiv (siehe

Aufgabe 1.6).
Speziell fir M ={1,...,n} heifst

die symmetrische Gruppe. Elemente f € S, schreibenn wir
wie oben kurz als

I 1 - n
FQ) - f(n)
Die erste Zeile ist in dieser Situation eigentlich tiberfliissig (da
die Argumente 1, ..., n sind, und wir somit f als Liste (f(1),..., f(n))
auffassen konnten), wird aber traditionell der Ubersichtlichkeit

halber geschrieben. Dies ist besonders niitzlich bei der Verkniip-
fung von Permutationen:

Beispiel 1.7.5 In der S3 gilt

1230123_123
21 3 1 32)] {231
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denn

112
233
321

Beispiel 1.7.6 Die Symmetrie des gleichseitigen Dreiecks (d.h.
die Gruppe der Drehungen und Spiegelungen, die das Dreieck
wieder auf sich selbst abbilden, mit der Komposition als Verkniip-
fung) ist isomorph zur Ss, da die Lage des Dreiecks durch die
Lage der Eckpunkte festgelegt ist. Als Permutationen der Ecken
aufgefasst sind die Elemente

_.
(oW
— =
N DO
w W

™
>

—_ =
DN W

W N

N -l

Analog dazu lasst sich jede Symmetrie des Quadrats durch
Nummerieren der Ecken als Element der Sy auffassen (siehe Ab-
bildung 1.7). Jedoch ist nicht jedes Element der S, eine Symme-
trie des Quadrats (siehe Aufgabe 1.22 und Aufgabe 1.23 analog
fiir das regelméfige Fiinfeck).
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1.8 Abzahlen von surjektiven Abbildun-
gen

Schlieflich zéhlen wir noch die surjektiven Abbildungen ab. Als
Anwendung werden wir im néchsten Abschnitt herleiten, wievie-
le Partitionen bzw. Aquivalenzrelationen es auf einer endlichen
Menge gibt.

Satz 1.8.1 Sind N und M endliche Mengen mit |[N| = n und
M| =m, dann gibt es
> -0y )om-hy
k=0 k
surjektive Abbildungen N — M.
Beweis. Ohne Einschrankung ist M = {1,...,m}. Fiir i € M sei
Ai={f:N->MJi¢f(N)}

die Menge der Abbildungen, die 7 nicht treffen. Die Menge der
nicht surjektiven Abbildungen ist also A;uU...UA,,. Mit der Sieb-
formel (Satz 1.3.1) erhalten wir also

m

A1 U UA, =D (1) Y Ay
k=1 |T]=k
wobei fir T c {1,...,m}
Ar =4
€T

die Menge der Abbildungen ist, die T" nicht treffen. Fiir festes k
gibt es (TIZ) Wahlen fiir T'. Fiir jedes solche T gilt

Azl = (m = k)",

denn fiir jedes f(x), x € N gibt es m — k Moglichkeiten in M\T.
Die Zahl der surjektiven Abbildungen ist dann die Anzahl
aller Abbildungen minus die Anzahl der nicht surjektiven, also

= 2 Jom - by
= >0 () Jom -y
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Beispiel 1.8.2 Fiir N = {1,2,3} und M = {a,b} sind die sur-
jektiven Abbildungen f: N — M, gegeben durch

R AN
AN

Dagegen sind die Abbildungen

1 2 3 1 2 3
a a alJ’\b b b
nicht surjektiv.

Im Satz erhalten wir

ﬁ;)(—l)’ﬁ(,i)(z—k)?’

2
=23—(1)13+0=8—2=6

SN N

SN QN
S W
v

Dabei ist der k =0 Term die Anzahl aller Abbildungen und der
k=1 Term die Anzahl der Abbildungen, die genau ein Element
von M nicht treffen.

Siehe auch Ubungsaufgabe 1.24.

1.9 Anwendung: Partitionen von Men-
gen und Aquivalenzrelationen

Um die Aquivalenzrelationen auf einer endlichen Menge N ab-
zuzéahlen, setzen wir diese zunéchst mit den Partitionen von N
in Beziehung:

Definition 1.9.1 Eine Partition einer Menge N ist eine Men-
ge P={P,...,P,} von Teilmengen @ + P,c N sodass

1) die P; paarweise disjunkt sind, d.h. P,n P; = & fiir alle
1% 7, und
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2) N=Pu..UP,
Es ist auch gebrduchlich P durch den Ausdruck
N=Pu..uP,
darzustellen.
Beispiel 1.9.2 Fir N ={1,2,3} sind die Partitionen

{{1,2,3}}
{{1,2}, {3}}
{13}, {2}}
{{2,3}, {1}}
{1}, {2}, {3}}

d.h.
N=1{1,2,3)
N={1,2)u{3)
N={1,3}u{2}
N={2,3}u{1}

N={1}u{2}u{3}

Beispiel 1.9.3 Die leere Menge N = @ hat als Teilmenge nur &
also keine nichtleere Teilmenge. Somit ist P = @ die einzige Par-
tition von N: Da P keine Elemente enthdlt, sind trivialerweise
alle Elemente # @ und paarweise disjunkt. Weiter gibt die leere
Vereinigung @ = N.

Satz 1.9.4 Es gibt eine bijektive Abbildung zwischen der Menge
der Aquivalenzrelationen auf N und der Menge der Partitionen
von N.

Beweis. Jede Aquivalenzrelation auf der Menge N gibt eine Par-
tition von N in die disjunkten Aquivalenzklassen. Ist umgekehrt
P={P,...,P,} eine Partition von N, dann ist durch

x~y < 3 mit {z,y} c P,
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eine eindeutige Aquivalenzrelation gegeben: Sie ist reflexiv, da
jedes x in einem P; liegt, die Symmetrie ist klar aus der Definiti-
on. Zur Transitivitat: Ist {z,y} c P, und {y, 2} c P;, dann muss
i = j sein (da die P, paarweise disjunkt sind und y € P, n P;)).
Somit erhalten wir {z, 2z} c {x,y,z} c P;. =

Beispiel 1.9.5 Die Partition
{{1.2},{3}}
entspricht der Aquivalenzrelation auf M = {1,2,3} definiert durch

1~1 2~2 1~2 2~1
3~3

oder als Relation R c M x M geschrieben
R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}.

Definition 1.9.6 Fir n,m € Ny sei die Stirlingzahl (zweiter
Art) S(n,m) die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen
Menge in m nichtleere Teilmengen. Man schreibt auch S(N,m)
fiir die Menge der Partitionen von N in m Teilmengen.

Die Anzahl aller Partitionen einer n-elementigen Menge ist

die Bellsche Zahl
Bn = Z S(?’l, m)
m=0

Beispiel 1.9.7 Gemdfs Beispiel 1.9.2 ist

5(3,0) =0
5(3,1) =1
5(3,2) =3
S(3,3) =1

und
B3=0+1+3+1=5

Aus Satz 1.9.4 folgt sofort:

Corollar 1.9.8 Die Anzahl aller Aquivalenzrelationen auf einer
n-elementigen Menge ist B,.
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Wie bestimmt man also die Stirlingzahlen S(n,m)? Zunéchst
handeln wir einige Randfille ab:

Satz 1.9.9 FEs gilt

1) S(0,0) =1,

2) S(n,0) =0 firn>0.
Beweis. Es gilt:

1) Die leere Menge hat genau 1 Partition (siehe Beispiel 1.9.3).

2) Es gibt keine Moglichkeit eine nichtleere Menge in 0 Teil-
mengen zu partitionieren.

]
Ausgehend davon kénnen wir alle verbleibenden Stirlingzah-
len rekursiv berechnen:

Satz 1.9.10 Fiir alle n <m gilt
S(n,m) =0

und fir alle n >m gilt

n

S(n+1,m+1)=> (Z)S(k,m)

k=m

Beweis. Sie erste Aussage ist klar: Eine n-elementige Menge
kann nicht in m > n Teile partitioniert werden.

Zum Beweis der zweiten Aussage zéhlen wir die Partitionen
von N ={1,...,n+1} in m+1 Teilmengen ab. Dazu zéhlen wir fiir
jedes 0 < k < n die Partitionen, in denen genau k der Elemente
von NV nicht in derselben Teilmenge wie n + 1 liegen. Eine solche
Partition P = {Py,..., P11} konnen wir wie folgt konstruieren:

1) Wahle eine k-elementige Teilmenge M c {1,...,n}. Dafiir
gibt es (Z) Moglichkeiten.

2) Setze P = N\M. Dann ist n+ 1€ Pp,,1.
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3) Partitioniere M in m Teilmengen
M=Pu..uPb,.
Dafiir gibt es S(k, m) Moglichkeiten.
Jede dieser Wahlen liefert eine andere Partition
N=Pu..uP,uP,1

von N und wir erhalten alle Partitionen auf diese Weise. Fiir
festes k gibt es also

() st

Partitionen. Die Summe iiber alle &k ist die Gesamtzahl aller
Partitionen. Summanden mit k£ < m tragen nicht bei, da dann

S(k,m)=0. =

Beispiel 1.9.11 Wir illustrieren den Beweis an einem Beispiel.
Sei z.B. n+1 =4 und m+ 1 = 3, betrachte also Partitionen
von N = {1,2,3,4} in 3 Teilmengen. Der Beweis sortiert die
Partitionen nach der Zahl k der Elemente von N, die nicht in
derselben Menge wie 4 liegen. Fir M und damit Py haben wir
folgende Mdoglichkeiten:

k 2 3

M (23] {13} {12 |{123]

Py | {1,4} {2,4} {3,4} {4}
Hier ist k < 2 micht moglich, da sich dann M mnicht in m = 2
Mengen partitionieren ldsst. Im Fall k = 2 existieren (g) =3

Wahlen fiir M, im Fall k =3 gibt es nur (g) =1 Moglichket.

Im Fall k = 2 existieren S(2,2) = 1 Partitionen von M in 2
Teilmengen, fir k=3 gibt es S(3,2) =3 solche Partitionen:

k 2

3
PPy | {2),{3) {1},{3) {1},{2} | {1.2}, {3} {1,3},{2} {2,3},{1}
P | (L4 (2.4 {3.4] oy

Insgesamt erhalten wir also die folgenden S(4,3) = 6 Partitionen
k| 2 | 3
{{2), {35, {143} | {{1,2}, {3}, {4}}
P {1 {35, {2,431 | {135, {2}, {4}
{13,423, {3,433 | {{2,3}, {1}, {4}}
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Beispiel 1.9.12 Mit Satz 1.9.10 kénnen wir durch rekursives
Anwenden der Formel beliebige Stirlingzahlen berechnen, z.B. er-
halten wir (entsprechend dem vorherigen Beispiel)

S(4,3) = (3) 15(2,2) + (2) .5(3,2)
_3.8(2.2)+1-5(3.2)

ebenso

S(3,2) = (f) LS(1,1) + (;) .5(2,1)
=2.5(1,1) +1-5(2,1)

S(2,1) = (é) .5(0,0) + (i) .5(1,0)
= 1-5(0,0) +1-5(1,0)

und S(2,2) =5(1,1) =5(0,0) =1 (was aber auch direkt aus der
Definition klar ist). Somit ist (mit Satz 1.9.9)

5(2,1)=1+0=1
5(3,2)=2+1=3
5(4,3)=3+3=6

In dem MAPLE-Paket combinat ist die Berechnung der Stir-
lingzahlen implementiert in der Funktion stirling2:
with (combinat) ;
stirling2(0,0);
1
stirling2(4,3);
6

Aus Satz 1.9.10 erhalten wir auch eine Rekursionsformel fiir
die Bellschen Zahlen (zum Beweis siche Ubung 1.27):

Corollar 1.9.13 Fiir die Bellschen Zahlen B,, gilt By =1 und

Bua=3 (1)

k=0

fir alle n > 0.
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Beispiel 1.9.14 Es gilt

BlzBozl
Bngo+Blz2
Bngo+2Bl+BQZ5

In MAPLE kénnen wir die Bellschen Zahlen folgendermafSen
berechnen:
with (combinat) ;
seq(bell(j),5=0..10);
1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975

Im Folgenden wollen wir noch effizientere Methoden zur Be-
rechnung der Stirlingzahlen entwickeln. Zunéchst eine Rekursi-
onsgleichung mit nur 2 Summanden (fiir den Beweis siche Ubung
1.25):

Satz 1.9.15 Fir die Stirlingzahlen gilt
Sn+1,m+1)=Sn,m)+(m+1)-S(n,m+1)
fur alle n,m > 0.

Beispiel 1.9.16 Wir berechnen damit die Stirlingzahlen

5(3,0) =0

5(3,1)=5(2,1)=5(1,1) =1
5(3,2)=5(2,1)+2-5(2,2)=1+2-1=3
5(3,3) =5(2,2) = 5(1,1) =1

entsprechend den Partitionen in Beispiel 1.9.2.
Bemerkung 1.9.17 Ausgehend von der Formel
S(3,2)=5(2,1)+2-5(2,2)

erhalten wir folgenden Algorithmus zum Aufzihlen aller Parti-
tionen von {1,2,3} in 2 Teilmengen:
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e Bestimme alle Partitionen von {1,2} in 1 Menge

{{1.2}}
und fiige {3} hinzu:

{{1,2},{3}}

e Bestimme alle Partitionen von {1,2} in 2 Mengen

{13,421}

und fiige 3 auf alle moglichen Weisen zu einem der Parti-
tionselemente hinzu:

{13}, {2}
{1}, {2,3}}

Insgesamt erhalten wir:

{{1,2},{3}}
{13}, {2}}
{1},{2,3}}

In Verallgemeinerung davon liefert der kombinatorische Be-
weis der Rekursionsgleichung in Satz 1.9.15 einen rekursiven
Algorithmus zur Bestimmung aller Partitionen einer endlichen
Menge N in m Teilmengen. Die Rekursion endet in einem der
Fdlle von Satz 1.9.9. Zur Implementierung siehe Aufgabe 1.26.

Abschliefsend beweisen wir noch eine geschlossene Formel fiir
die Stirlingzahlen, indem wir Partitionen mit surjektiven Ab-
bildungen in Beziehung setzen. Dazu leiten wir zunéchst eine
Formel fiir die Anzahl der geordneten Partitionen her:

Nach unserer Definition gibt die Stirlingzahl S(n,m) die An-
zahl der Moglichkeiten an, aus n unterscheidbaren Geschenke,
m Péckchen zu packen. Wir kénnen aber auch fragen, wieviele
Moglichkeiten es gibt, n unterscheidbare Geschenke auf m Per-
sonen zu verteilen. Dazu miissen wir { Py, ..., P,,} nicht als Menge
sondern als Liste auffassen:
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Definition 1.9.18 Fine geordnete Partition ciner Menge N
ist eine Liste P = (P, ..., P,) von Teilmengen P; c N, sodass
{Py,..., Py} eine Partition von N ist.

Beispiel 1.9.19 Fir N ={a,b,c} und m =2 gibt es 3 Partitio-
nen

Ha,07,{c}}  Hae}, {6}y {{b;c},{a}}

also Verteilungen der Geschenke a,b,c auf 2 Pdckchen.
Dagegegen existieren 6 geordnete Partitionen

({a,0},{c})  ({a,c},{0})  ({b,c},{a})
({c}{a,0}) ({0} {a,c})  ({a},{b,¢})

d.h. Verteilungen der Geschenke a,b,c auf 2 Personen.

Bemerkung 1.9.20 Aus jeder Partition {Py, ..., Py} kann man
genau m! verschiedene geordnete Partitionen bilden, ndmlich

(Prays - Premy)

mit f € S,.

Satz 1.9.21 FEs gibt

Sir( o

geordnete Partitionen (Pi, ..., P,,) einer n-elementigen Menge in
m nichtleere Teilmengen.

Beweis. Sei |N| = n. Jede surjektive Abbildung f: N - {1,...,m}
definiert eine geordnete Partition (P, ..., P,,) von N in die Men-

gen
=f'{i}) ={ge N | f(g) =1}

Die P; sind disjunkt: Wére a € P, n P; fiir ¢ # j, dann f(a) = ¢

und f(a) = j, was der Abbildungseigenschaft widerspricht.

Umgekehrt definiert jede geordnete Partition (P, ..., B,,) eine
surjektive Abbildung f: N — {1,...,m} durch f(g) =i fiir g € P,.
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Weiter sind diese Zuweisungen zueinander invers, d.h. geben
eine Bijektion zwischen der Menge der surjektiven Abbildungen
und der Menge der geordneten Partitionen.

Nach Satz 1.8.1 ist die Anzahl der surjektiven Abbildungen
N = {1,...,m} gleich

Mz

DA} )om -k

k=0

]
Mit Bemerkung 1.9.20 erhalten wir als Corollar zu Satz 1.9.21
die gesuchte geschlossene Formel fiir die Stirlingzahlen:

Corollar 1.9.22 FEs gilt

1 m n
S(nm) = — kz:%(—l)'f( o) m-n)
fiir alle n,m € Ny.

Beispiel 1.9.23 Wir illustrieren den Beweis von Satz 1.9.21 an
einem Beispiel: Die Partition

{{a, 0}, {c}}

von M ={a,b,c} in n =2 Teilmengen entspricht den geordneten

Partitionen
({a,0}.{c})  ({c},{a,b})

und diese den surjektiven Abbildungen

{a,b,c} - {1,2}

a1
b1

cH 2

und

{a,b,c} - {1,2}
a2
b2

c—1
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1.10 Partitionen von Zahlen

Im letzten Abschnitt haben wir Partitionen und geordnete Par-
titionen einer n-elementigen Menge N abgezahlt. Nach der Men-
gendefinition sind die Elemente von N unterscheidbar. Beispiels-
weise konnte NV eine Menge von verschiedenen Geschenken sein,
die wir auf Péckchen oder Leute verteilen wollen. Oft hat man
aber auch keine Idee, welche Geschenke man kaufen soll und
verschenkt Geld. Wieviele Moglichkeiten gibt es also, n Euro-
miinzen auf m Péackchen oder Leute zu verteilen? Bei diesem
kombinatorischen Problem macht es keinen Sinn die einzelnen
Euromiinzen zu unterscheiden. Mathematisch iibersetzt sich die
Frage (im Péckchenfall) wie folgt:

Definition 1.10.1 Fine (Zahl)partition von n € Ny ist eine
Darstellung von n als Summe positiver ganzer Zahlen. Dabei se-
hen wir zwei Gleichungen

n=p1+..+pm

als dquivalent an, wenn sie durch das Kommutativgesetz ausein-
ander hervorgehen.

Wir bezeichnen mit P(n,m) die Anzahl aller Partitionen von
n in m Zahlen. Die Anzahl aller Partitionen von n ist

P(n) = iop(n, m).

Beispiel 1.10.2 Die Gleichungen
4=1+3

und
4=3+1

reprasentieren dieselbe Partition von 4.
Beispiel 1.10.3 Die Partitionen von n =4 sind

m | Partitionen

1 [4=4

2 | 4=2+2
4=3+1

3 |4=2+1+1

4 14=1+1+1+1
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Somit ist

also

P(4) =5.
Bemerkung 1.10.4 Analog zum Mengenfall gilt
P(0,0) =1,
denn die leere Summe gibt 0. Ebenso ist

P(n,0)=0 firn>0
P(0,m) =0 firm>0.

Eine Berechnung von P(n,m) aus S(n,m) ist nicht ohne
Weiteres moglich. Wir wissen nur:

Bemerkung 1.10.5 Es gilt
S(n,m) > P(n,m),
denn jede Mengenpartition
N=Pu..uP,
gibt eine Zahlpartition
IN|=|P|+ ...+ | Pl -

Allerdings kénnen wir wie im Mengenfall eine Rekursionsglei-
chung fiir die P(n,m) angeben. Dazu bemerken wir zunéchst:

Bemerkung 1.10.6 In einer Zahlpartition n = py+...+p, kann
man annehmen, dass die p; absteigend sortiert sind. Somit ent-
spricht eine Zahlpartition einer Liste (p1, ..., pm) mit

n=p1+..+pm

und
nN2pL...2pm>0.
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Diese Liste konnen wir als Young-Diagramm der Form

[ ]

schretben, wobei in der i-ten Zeile linksbiindig p; Kdstchen ste-
hen.

FEs ist also P(n,m) die Zahl der Young-Diagramme mit n
Kastchen und m Zeilen.

Beispiel 1.10.7 Die Partitionen von 4 als Young-Diagramm sind

=4 [TTT]

4=2+2

4=3+1 “
|

4=2+1+1 ||

4=1+1+1+1 |—

Satz 1.10.8 Firmn<m ist
P(n,m)=0
und fir allen >m >0 gilt
P(n+1l,m+1)=P(n-m,m+1)+ P(n,m).

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Sei Y (n,m) die Menge der
Young-Diagramme mit n Késtchen und m Zeilen. Wir konstru-
ieren eine bijektive Abbildung

f: Y(n+lm+1) - Y(n-mm+1)uY(n,m)
p - f(P)

durch folgende Abbildungsvorschrift: Sei P ein beliebiges Young-
Diagramm mit p; Késtchen in Zeile i. Es gibt zwei Moglichkeiten:
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1) Sind alle p; > 2, so erhalten wir durch Streichen der ersten
Spalte in P ein Young-Diagramm f(P)eY (n-m,m+1),
d.h. mit m + 1 Zeilen und n — m Késtchen (aus dem sich
das urspiingliche Diagramm durch Hinzufiigen der Spalte
wieder rekonstruieren ldsst):

| L]

=

2) Ist pms1 = 1, so erhalten wir durch Streichen der letzten
Zeile in P ein Young-Diagramm f(P) € Y (n,m), d.h. mit
m Zeilen und n Késtchen (aus dem sich das urspiingliche
Diagramm durch Hinzufiigen des Késtchens wieder rekon-
struieren ldsst):

[ ] [ ]

>

Da P(n,m) = |Y (n,m)| folgt die Behauptung. m
Beispiel 1.10.9 Mit dem Satz erhalten wir
P(4,2) = P(2,2) + P(3,1)

s

. L[]

mit der entsprechenden Korrespondenz von Young-Diagrammen.
Ebenso bekommen wir

P(2,2)=P(3,1)=1
(was aber auch direkt aus der Definition klar ist) und somit
P(4,2)=1+1=2.

Bemerkung 1.10.10 Der Beweis des Satzes gibt einen rekur-
siven Algorithmus zur Bestimmung aller Partitionen von n in m
positive Summanden. Siehe dazu Aufgabe 1.51.
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Bemerkung 1.10.11 Auf einer Gruppe G ist durch g1 ~ g¢o
wenn 3h € G mit g1h = hgy eine Aquivalenzrelation gegeben. Die
Elemente g, und go heiffen dann kongugiert. Man kann zeigen,
dass fir G = S, die Aquivalenzklassen (Konjugationsklassen)
in Bijektion mat den Partitionen von n stehen. Siehe dazu auch
die Ubungsaufgaben 1.33 und 1.3/.

Wie im Mengenfall bleibt noch die Frage nach der Anzahl der
geordneten Partitionen von n € N. Fiir Zahlen ist die Antwort
wesentlich einfacher. Allerdings besteht keine einfache Beziehung
zu P(n,m), denn Permutation der Summanden kann dieselbe
geordnete Partition liefern (z.B. fiir 4 =2+ 2).

Definition 1.10.12 Eine geordnete (Zahl)partition von n €
N ist eine Liste P = (p1,...,pm) € N™ sodass

n=p1+..+pPm.

Es ist also p; > 1. Im Fall n = 0 hqben wir wieder wie im
ungeordneten Fall die leere Summe. In Ubung 1.32 zeigen wir:

Satz 1.10.13 Fir n,m eN gibt es genau
n-1
(m - 1)
geordnete Partitionen von n in m Zahlen.

Daraus folgt mit Ubung 1.9:

Corollar 1.10.14 FEine Zahl n € N hat genau 2" geordnete
Partitionen.

Beispiel 1.10.15 Fiir n =4 haben wir

Partitionen geordnete Partitionen m (:;__11)
4=4 (4) 1 1
4=3+1 (3,1), (1,3) 2 3
4=2+2 (2,2)

4=1+1+2 (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1) | 3 3
4=1+1+1+11(1,1,1,1) 4 1

es gibt also insgesamt
23 =8

geordnete Partitionen von 4.
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Was passiert, wenn wir auch p; = 0 zulassen, d.h. wir verteilen
n€ auf m Personen, wobei manche auch leer ausgehen diirfen?
Satz 1.10.16 Fir n,m e N gibt es genau
(n +m— 1)
m-1
Listen (p1,...,pm) € Ny* mit
N=pi+..+pm.
Beweis. Jede Summe
n=pi+..+pm
mit p; > 0 gibt eine Summe
n+m=(p1+1)+..+(pm+1)

und umgekehrt. Wir haben also eine bijektive Abbildung von
geordneten Partitionen

{Partitionen von n in m mit 0} - {Partitionen von n +m in m}

Somit folgt die Behauptung aus Satz 1.10.13. =
Diese Listen nennen wir geordnete Zahlpartitionen von n in
m mit 0.

Beispiel 1.10.17 Wir illustrieren den Beweis fir n = 4 und

m=2:

geordnete geordnete
Partitionen von | Partitionen von
n mm mit 0 n+minm
4=4+0 6=5+1
4=3+1 6=4+2
4=2+2 6=3+3
4=1+3 6=2+4
4=0+4 6=1+5

Es gibt also
(4+2— 1) (5)
= = 5
2-1 1

Darstellungen von 4 als geordnete Summe von 2 nichtnegativen
Zahlen.
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1.11 Multimengen

In vielen Anwendungen wollen wir in einer Menge mehrfache
Elemente zulassen. Beispielsweise wiirden wir die (ungeordnete)
Zahlpartition

4=2+1+1

gerne als eine Menge auffassen, in der 1 zweimal und 2 einmal
vorkommt. Der Mengenbegrift erlaubt allerdings keine mehrfa-
chen Elemente, da alle Elemente einer Menge nach Definition
unterscheidbar sind. Dies ist auch richtig so, denn wir kénnen
solche Multimengen problemlos mit dem herkémmlichen Men-
genbegriff modellieren:

Definition 1.11.1 FEine Multimenge M ist eine Abbildung a :
M — Ny. Man sagt, dass x € M ein a(x)-faches Element von M
18t.

Fiir |M| < oo ist die Anzahl der Elemente von M definiert als

(M=%, a(@).

zeM
Notation 1.11.2 Ist M = {x1,...,x}, dann schreiben wir
M =Lz, Ty Ty ooy T |}
(S S ——
a(z1) a(zm)

Beispiel 1.11.3 Die Multimenge {z,y,z} - Ng, v = 2, y —» 1,
z = 3 hat also die Kurzschreibweise

M =A{|z,z,y,2,2, 2|}

Dabei kénnen wir die Elemente beliebig sortieren, z.B. ist {x,y,z} =
{y,x, 2}, also auch

M=A{ly,x,x, 2,2, 2|}

Jede Menge M kann man auf natirliche Weise als Multimen-
ge mit a(m) =1 fir alle m € M auffassen.

Multimengen verhalten sich also genau wie gewohnliche Men-
gen, nur diirfen Elemente auch mehrfach vorkommen.
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Beispiel 1.11.4 Multimengen treten bei der Primfaktorisierung
von ganzen Zahlen auf. Beispielsweise kénnen wir die Faktori-

sierung
84=2%-3-7

darstellen als die Multimenge
{12,2,3,7|}.

Beispiel 1.11.5 Ebenso kann man natirlich auch fir andere
Ringe vorgehen, in denen es eine sinnvolle Primfaktorisierung
gibt, z.B. fiir den Polynomring K[X]: Die Faktorisierung

f=X3-6X?+9X =X (X -3)?
lasst sich darstellen als die Multimenge
{IX, X -3, X-3|}.

Entsprechend bilden auch die Nullstellen von f keine Menge,
sondern eine Multimenge

{10, 3, 3}
denn 3 ist ein 2-fache Nullstelle von f.

Die Kombinatorik von Multimengen kénnen wir mit Hilfe des
Satzes liber geordnete Zahlpartitionen mit 0 beschreiben:

Satz 1.11.6 Fir |M|=m gibt es
(n +m - 1)
m—1
Multimengen mit n Elementen aus M.

Beweis. Jede Liste (p1, ..., pp) € Ng* mit py+...+p,, = n entspricht
einer Multimenge

M ={] 1,y X1, ooy Ty ooy T }
—— —_—
P Pm

mit n = |[M| Elementen und umgekehrt. Somit folgt die Behaup-
tung aus Satz 1.10.16. =
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Beispiel 1.11.7 Wir illustrieren den Beweis fir n =4 und M =
{z,y}:

n=pi+py | M

4=4+0 {|lz, z, z, x|}

4=3+1 {|lz, z, z,y|}

4=2+2 {lz,z,y,y|}

4=1+3 | {|lz,y,y,yl}

4=0+4 | {ly,v,9, 9}

1.12 Systematik im kombinatorischen Zoo

Viele der bisher behandelten praktischen kombinatorischen Fra-
gestellungen lassen sich in das Zéhlen von Abbildungen oder
Aquivalenzklassen von Abbildungen iibersetzen. Damit kann man
(einem Teil des) umfangreichen Zoos von Abzéhlproblemen ei-
ne Systematik geben. Es gibt 16 = 4 - 4 naheliegende Moglich-
keiten: Wir konnen beliebige, injektive, surjektive oder bijekti-
ve Abbildungen N — M zwischen endlichen Mengen M und N
zahlen. Weiter konnen wir das Zahlproblem bis auf Permutation
von N oder/und von M betrachten. Im Wesentlichen haben wir
schon alle diese Moglichkeiten kennengelernt (z.B. unterscheid-
bare oder ununterscheidbare Geschenke verteilt auf Péckchen
oder Leute).

In Definition 1.5.3 wurde schon die Notation MY fiir die Men-
ge aller Abbildungen f: N — M einfiihrt.

Definition 1.12.1 Gegeben Mengen M und N, schreiben wir
Inj(M™) = {f e MY | f injektiv}
Surj(M™) = {f e M™ | f surjektiv}
Bij(M™) = {f e MV | f bijektiv}
fiir die Menge der injektiven, surjektiven bzw. bijektiven Abbil-
dungen.
Als leichte Ubung zeigt man:
Proposition 1.12.2 Auf MV sind durch
frge3reS(M) mittof=g
frg<3dueS(N) mit fou=g
frge3ueS(N) undTeS(M) mit Tofou=g
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Aquivalenzrelationen gegeben.

Diese Aquivalenzrelationen kann man auf Inj(M™), Surj(MY)
und Bij(M") einschrianken.

Beispiel 1.12.3 Die Abbildungen f: N - M wvon N = {1,2,3}
nach M ={a,b} sind gegeben durch:

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
a a a a a b a b a b a a
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
b b a b a b a b b b b b
FEs st also
|MN| =23 =38.

Die Abbildungen entsprechen den Worten
aaa, aab, ..., bbb

oder den Méglichkeiten fir 3-mal Ziehen aus {a,b} mit Zurick-
legen mit Beachtung der Reihenfolge.

Beispiel 1.12.4 Beziglich = gibt es 4 Klassen

1 2 3
a a a
1 2 3\ _ 12 3\ _ 1 2 3
a a b)] ~ \abal ~ b a a
1 2 3\ _ 1 2 3\ _ 1 2 3
a b b] ” b a b ] ~ b b a
1 2 3
b b b
denn es 1st

123_1230123
a a b)] \a b a 1 3 2

und analog fiir die anderen Aquivalenzen. Somit gilt

‘MN/E|=4.
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Die Klassen entsprechen den Multimengen

{la, a,al}, {la,a, 0]}, {|a, b, 0]}, {|b, b, 0]},
aquivalent den geordneten Zahlpartitionen mit 0
3=3+0
3=2+1
3=1+2
3=0+3.

Wir verteilen also 3 € auf 2 Personen, wobei Personen auch leer
ausgehen dirfen.

Beispiel 1.12.5 Beziiglich ~ haben wir 4 Aquivalenzklassen

1 23) (123
a a al] \b b b
123\ (123
a a b] \'b b a
1 23Y) (123
a b al \'b a b
123 (123
b a al] \a b d
denn es 1st
123_ab0123
b bb)] \'b a a a a
123_ab0123
a a b)] b a b b a

und analog fir die anderen Aquivalenzen. Die Klassen stehen in
Bigektion zu den Partitionen von {1,2,3} in mazimal 2 Teilmen-
gen

{1,2,3} ={1,2,3}

{1,2,3} = {1,2} U {3}
{1,2,3} = {1,3} U {2}
{1,2,3) = {2,3} U {1}.
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Die Anzahl ist also
|MYN [~ =8(3,1)+5(3,2) =1+3=4.
Beispiel 1.12.6 Schliefslich ist

123\ (123
a a al] \'b b b

1 2 3 1 2 3 B 1 2 3
a a b a b a - b a a
1 2 3 B 1 2 3 B 1 2 3
b b a ~ b a b ~ a b b

also

‘M N/ m| =2.
Die Klassen entsprechen den ungeordneten Zahlpartitionen von
3 mit 0 in 2 Summanden

3=3+0
3=3+1.

Beispiel 1.12.7 Von allen 8 Abbildungen sind folgende Abbil-
dungen f: N - M von N ={1,2,3} nach M = {a,b} surjektiv:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
a a b a b a b a a
1 2 3 1 2 3 1 2 3
b b a b a b a b b

es ist also
|Surj(M™)| =6.
Die Abbildungen entsprechen den Mdglichkeiten 3 Geschenke auf

2 Personen zu verteilen (wobei niemand leer ausgeht), d.h. den
geordneten Partitionen von N in 2 Teile.

Beispiel 1.12.8 Wir haben zwei Klassen
123\  (123)
a a b ” b a ”
123\ _ 2 3\ _
a b b ” a b ”

S~ Q
SN QN
L W

N —
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also
‘Surj(MN)/ z‘ =2.

Die beiden Aquivalenzklassen entsprechen den beiden geordneten
Zahlpartitionen

3=2+1
3=1+2
d.h. wir verteilen 3 € auf zwei Personen (Person a bekommt 2€

und Person b bekommt 1€, und umgekehrt, wober niemand leer
ausgeht).

Beispiel 1.12.9 Wir haben 3 Aquivalenzklassen

123 (123
a a b] \'b b a
1 23Y) (123
a b al \'b a b
1 23) (123
a b b)) \'b a a

Somit gilt
‘Surj(MN)/ z‘ =3.

Die drei Aquivalenzklassen entsprechen den (ungeordneten) Men-
genpartitionen

(1,2,3} = {1,2} U {3}
(1,2,3) = {1,3} U {2}
(1,2,3} = {2,3} u {1},

d.h. wir verteilen 3 Geschenke auf 2 Pdckchen.

Beispiel 1.12.10 Modulo » sind alle 6 Abbildungen dquivalent
1 1 3 1 2 3
a a a b a
1 1 3
b a b

S W
v
2l

2l

SN R QN
LN R SN

SN RS

1 3
b b

SIS
N —
2l
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es ist also
‘Surj(MN)/ w‘ =1.

Die einzige Aquivalenzklasse entspricht der (ungeordneten) Zahl-
partition
3=2+1,

d.h. wir verteilen 3 € auf zwei Pdckchen.

Fiir die Betrachtung injektiver Abbildungen miissen wir un-
ser Beispiel modifizieren, da es nach dem Schubfachprinzip keine
injektive Abbildung N ={1,2,3} - M = {a, b} gibt.

Beispiel 1.12.11 Die injektiven Abbildungen
N={1,2} > M ={a,b,c}

sind
1 2 1 2
a b b a
1 2 1 2
a ¢ c a
1 2 1 2
b ¢ c b

entsprechend dem 2-maligen Ziehen aus {a,b,c} ohne Zurickle-
gen unter Beachtung der Reihenfolge. Es ist

Inj(M™)|=3-2=6.
Beispiel 1.12.12 Modulo = haben wir
2

2|

2|

1
b
1
c
1
c

SN QNN

O N O NS

1
a
1
a
1
b

entsprechend dem 2-maligen Ziehen aus {a,b,c} ohne Zuriickle-
gen ohne Beachtung der Reihenfolge, d.h. Lotto. Es ist also

Inj(MN)/ =| = (2) = 3.
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Beispiel 1.12.13 Modulo ~ und damit auch modulo ~ sind alle
Abbildungen dquivalent

1 2) (12
a b B b a
1 2 N 1 2

B a
1 2) (12
b ¢ B c b

denn es gilt

f=p)

o) os)e(h 7

und analog fir die anderen Aquivalenzen. Dies ist auch allgemein
so, also

nj(M™)/ =] = [Inj(M™N)] »| = 1.
falls Inj(MN) # @.

Wir fassen diese Ideen allgemein zusammen:

Satz 1.12.14 Seien N und M Mengen, n = |N| und m = |M|.
Die Mengen A von beliebigen, injektiven, surjektiven bzw. bijek-
tiven Abbildungen N — M und deren Mengen von Aquivalenz-
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klassen Al =, Al ~ und Al ~ lassen sich wie folgt interpretieren:

A A Al = Al ~ Al
Multimengen
o oder Part. Zahlpart
MN ziehe n aus m geordnete von N in von i m' m
mit Zuriicklegen Zahlpart. mazimal mat p; >0
it Reihenfo? . von m inm m Mengen Pi=
g mit p; >0
L .h.
Ziehe n aus m ziOeIZeojnda]Zs " 1 Element |1 Element
Inj(M™N) |ohne Zuriicklegen .. fallsn<m | fallsm<m
mit Reihenfolge ohne Zurickiegen sonst @ sonst @
ohne Rethenfolge
geordnete
Zahlpart.
Surj(M™) geordnete Part. Zahlpart. Part. v(;ln za;n m
) von N inm von n im m von N inm ,
mit p; > 1 mit pi 2 1
, Z
Permutationen 1 Element 1 Element |1 Element
Bij(M™N) | fallsn=m falls n=m fallsn=m |fallsmn=m
sonst & sonst & sonst & sonst &

Damit gelten die folgenden Formeln fiir thre Anzahl von Elemen-

ten:
A |Al |A/ =| | A/ ~| A/ #|
MN mn ("”:_1) ZS(n,k) P(n+m,m)
k=0
n-l 1 firn<m|l firn<m
Inj(MN -1 m
j( ) g(m ) (") 0 sonst 0 sonst
Surj(MN)| m!-S(n,m) (:;_11) S(n,m) P(n,m)
Bij(M™) m!  firn=ml|l firn=m|l firn=m|l firn=m
0 sonst 0 sonst 0 sonst 0 sonst

Beweis. Ohne Einschrankung ist N = {1,...,n} und M = {1,...,m}.
Wir behandeln die 16 Félle spaltenweise:

1) Ohne Aquivalenzrelation:

(a) Abbildungen: Interpretation und Anzahl folgt aus Be-
merkung 1.6.4 und Satz 1.6.6.
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(b) Injektive Abbildungen: Der Beweis von Satz 1.7.1 gibt
die Interpretation und die Formel.

(c) Surjektive Abbildungen: Satz 1.8.1 und Satz 1.9.21.
(d) Bijektive Abbildungen: Corollar 1.7.3.

2) Modulo ~ (Permutation von N):

(a) Abbildungen: Durch eine Abbildung f: N - M er-
halten wir eine disjunkte Vereinigung

N=U f'({m})

meM

wobei |f~1(m)| > 0. Durch Permutation von N kénnen
wir annehmen, dass

f_l({l}) = {1727 "'7p1}
f_l({2}) = {pl + 17 "'7p2}

fﬁl({m}) = {pmfl + 1apm71 + 27 7pm}

Somit gibt die Klasse von f modulo = eine eindeutige
geordnete Summe

n=p1+..+pm

mit p; > 0. Nach Satz 1.11.6 gibt es (":::1) solche
Tupel (p1, ..., Pm)-

(b) Injektive Abbildungen: Modulo = ist jede injektive
Abbildung durch ihr Bild festgelegt. Um dieses auszu-
wihlen haben wir (") Moglichkeiten (Definition 1.2.1).

(c) Surjektive Abbildungen: Wie 2(a), jedoch ist fiir sur-
jektives f jedes p; > 1. Somit erhalten wir eine geord-
nete Zahlpartition. Nach Satz 1.10.13 ist die Anzahl

solcher Partitionen (7’;—_11)

(d) Bijektive Abbildungen: Durch Permutation von N kén-
nen wir erreichen, dass f (2) =1 Vi. Alle Abbildungen
f liegen also in derselben Aquivalenzklasse.

3) Modulo ~ (Permutation von M):



. KOMBINATORIK 73

(a)

()
(d)

Abbildungen: Jedes f: N — M liefert eine (ungeord-
nete) Partition

N=U f({m})

mef(N)

in k= |f(N)| Teilmengen, wobei f und g dieselbe
Partition liefern genau dann wenn f ~ g. Die Elemen-
te von MV ] ~ entsprechen also genau den Partitionen
von N in k Teilmengen fiir k£ = 0,...,m. Nach Defi-
nition 1.9.6 gibt es fiir festes k& genau S(n, k) solche
Partitionen, insgesamt also

iS(n, k).
k=0

Injektive Abbildungen: Nach dem Schubfachprinzip
gibt es eine injektive Abbildung f: N - M nur wenn
n < m. Durch Permutation von M koénnen wir errei-

chen, dass f(7) =i fir alle i € N. Alle solchen Abbil-
dungen liegen also in derselben Aquivalenzklasse.

Surjektive Abbildungen: Corollar 1.9.22.

Bijektive Abbildungen: Folgt aus 3(c), da jede bijek-
tive Abbildung auch injektiv ist.

4) Modulo » (Permutation von N und M):

()

Surjektive Abbildungen: Wie 2(¢), nur erhalten wir
durch zuséatzliche Permutation von M eine ungeord-
nete Zahlpartition. Nach Satz 1.10.1 gibt es P(n,m)
solche Partitionen.

Abbildungen: Folgt aus 4(c), da jede Gleichung
N=pi+..+pm
mit p; > 0 einer Gleichung
n+m=(p1+1)+...+(pn+1)

entspricht.



1. KOMBINATORIK 74

(b) Injektive Abbildungen: Folgt aus 3(b), da
f=g=>fryg
(d) Bijektive Abbildungen: Folgt aus 3(d), da

frg=fw~g.

1.13 Ubungsaufgaben
Ubung 1.1 Verwenden Sie den Induktionsbeweis der Formel
=2

fiir endliche Mengen M, um alle Teilmengen von M = {1,2,3,4}
aufzuzdihlen.

Ubung 1.2 1) Zeigen Sie fir endliche Mengen M wund N,

dass
IMuUN|=|M|+|N|-|MnN|

und

|M x N| = |M]-|N|

2) Gegeben drei Mengen M, N und L, stellen Sie eine Formel
fir |M u N U L| auf, und beweisen Sie diese.

Ubung 1.3 Geben Sie je ein Beispiel fir eine Abbildung N - N
an, die

1) injektiv aber nicht surjektiv ist.
2) surjektiv aber nicht injektiv ist.

Ubung 1.4 Seien M,N endliche Mengen mit |M| = |N| und
f:+M — N eine Abbildung. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

1) f ist bijektiv,
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2) f ist injektiv,
3) f ist surjektiv.

Ubung 1.5 Zeigen Sie: Die Komposition von Abbildungen ist
assoziativ, das heifit fir Abbildungen

MiINSLE K

qilt

ho(gef)=(hog)ef.
Sei M ={0,1}" die Menge aller n-Bit Bindrzahlen und 0 < k <n.
Wieviele Elemente von M enthalten genau k-mal die 17

Ubung 1.6 Seien M,N,L + @ Mengen und f : M - N und
h: N — L Abbildungen. Zeigen Sie:

1) Sind f und h injektiv, dann ist auch ho f injektiv.
2) Sind f und h surjektiv, dann ist auch ho f surjektiv.

3) f ist injektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g: N —
M gibt mit go f =idy,.

4) f ist surjektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : N —
M gibt mit fog=idy.

Ubung 1.7 Seien M, N endliche Mengen und f: M — N eine
Abbildunyg.

1) Ist f injektiv, dann gilt |M| < |NJ.
2) Ist f surjektiv, dann gilt |M|>|N]|.
3) Ist f bijektiv, dann gilt |M|=|N]|.

Ubung 1.8 Zeigen Sie, dass sich n® als Linearkombination der
Binomialkoeffizienten (’3),..., (2) schreiben ldsst, d.h. finden sie
c; € Q mit

5
o)
j=0 \J

fiir alle n € Ng. Folgern Sie, dass n® —n fiir n € Ny stets durch 30
teilbar ist.
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Ubung 1.9 Zeigen Sie fiir alle n € Ny:

1 ¥() =2

Ubung 1.10 Implementieren Sie die Berechnung der Binomi-
alkoeffizienten (Z) fiir n, k € Ny mittels der Rekursionsformel

(-G =()

Ubung 1.11 Sie K ein Kérper. Folgern Sie aus dem Binomi-
alsatz, dass fir alle v,y € K und n € Ny gilt

(z+y)" = i (Z)x’“y"’“

k=0

Ubung 1.12 In einem amerikanischen Stadtplan mit n+1 Ave-
nues und m+1 Streets (siehe Abbildung 1.5) wollen wir von Punkt
A nach Punkt B gehen. Wieviele kiirzeste Wege gibt es?

Beweisen Sie die Formel mit vollstindiger Induktion nach
n+m.

Ubung 1.13 Sei K ein Korper und c € K. Zeigen Sie, dass fir
alle Polynome p,q € K[X] gilt

(p-a)(c) =p(c)-q(c)  (p+a)(c)=p(c)+q(c).

Ubung 1.14 Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass die Menge der
Polynome K[ X ] zusammen mit der in Definition und Satz 1.2.16
definierten Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring
mat 1 ist.

Ubung 1.15 Implementieren Sie Addition und Multiplikation
fiir die dicht besetzte Darstellung von Polynomen [ = ag+a; X+
o+ a, X" € Q[z] als Liste (ao,...,a,) mit a, 0.
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AO 1 n-1 n
0

1

B

Abbildung 1.5: Wieviele kiirzeste Wege gibt es von A nach B.

Ubung 1.16 1) Bestimmen Sie mit Hilfe der Siebformel die
Anzahl der ganzen Zahlen 1 <n < 1000000, die durch 2,3,5
oder 7 teilbar sind.

2) Schreiben Sie ein Programm, das fir gegebenes N mittels
Division mit Rest die Anzahl aller durch 2,3,5 oder 7 teil-
baren Zahlen 1 <n < N bestimmt. Uberpriifen Sie Ihr Er-
gebnis aus (1).

Hinweis: Sie konnen die MAPLE-Funktion irem verwen-
den.

Ubung 1.17 1) Bestimmen Sie mit Hilfe der Siebformel die
Anzahl der geraden Zahlen 1 <n < 100000, die durch 3,5,7
oder 11 teilbar sind.

2) Schreiben Sie ein Programm, das fiir gegebenes N mittels
Division mit Rest die Anzahl aller durch 3,5,7 oder 11 teil-
baren geraden Zahlen 1 <n < N bestimmt. Uberpriifen Sie
Ihr Ergebnis aus (1).

Ubung 1.18 1) Ein zerstreuter Professor hat 4 verschiedene
Briefe geschrieben, zugeklebt, aber nicht adressiert. Nun
schreibt er zufdllig die 4 Adressaten auf die Umschldge.
Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass keiner der Emp-
fanger den fiir ihn bestimmten Brief bekommt?
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2) Bestimmen Sie die Anzahl aller fizpunktfreien Permutatio-
nen einer n-elementigen Menge, d.h. die Anzahl der bijek-
tiven Abbildungen f:{1,...n} - {1,...,n} mit

flx)+x  firallexe{l,.. n}.
Hinweis: Siebformel.

Ubung 1.19 1) Der FEintrittspreis fir ein Kino sei 10 €. Die
Kinokasse wurde gerade geleert und es warten noch 6 Leu-
te, 2 davon haben genau einen 20€ Schein und 4 genau
einen 10 € Schein. Wieviele Méglichkeiten gibt es, eine
Warteschlange zu bilden, sodass der Kassierer stets genii-
gend Wechselgeld hat?

2) In einem Stadtplan mit n+ 1 Avenues und m + 1 Streets
(siehe Abbildung 1.6) wollen wir von Punkt A nach Punkt
B gehen. In dem Gebiet unterhalb der Winkelhalbierenden
treiben Straflengangs ihr Unwesen (Punkte auf der Win-
kelhalbierenden sind also noch sicher). Zeigen Sie, dass es

(n+m) (n+m)
n n+1

sichere kiirzeste Wege von A nach B gibt.

Ubung 1.20 1) Schreiben Sie ein rekursives Programm, das
alle kiirzesten Wege von A nach B in einem Stadtplan mit
n+ 1 Avenues und m + 1 Streets aufzdihlt (siehe Abbildung
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AO 1 n-1 n
0

1

B
Abbildung 1.6: Kiirzeste Wege oberhalb der Winkelhalbierenden.

1.5). Codieren Sie Wege als Listen von Bindrziffern.

AO 1 n-1 n

0

1

m-1

B

2) Modifizieren Sie Ihr Programm so, dass es nur Wege auf-
zahlt, die das Gebiet der Straffengangs unterhalb der Win-
kelhalbierenden vermeiden (siehe Abbildung 1.6).

Ubung 1.21 FirneN sei

e(n)=|{reZ|1<r<n, ggT(r,n) =1}
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die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen. Sei weiter
T(n)={peN|p prim und p teilt n}
die Menge der Primteiler von n.

1) Zeigen Sie mit Hilfe der Siebformel, dass fir alle n gilt

1
e(n)=n [] (1—]—9)

peT(n)

2) Erstellen Sie einen Plot von ¢ : N — Z, n — ¢ (n) fir
n=1,..,2000.

Bemerkung: Die Eulersche Phi-Funktion ¢ spielt eine wich-
tige Rolle im RSA Public-Key-Kryptosystem.

Ubung 1.22 Welche Elemente der Sy lassen sich als Symmetri-
en (Drehungen oder Spiegelungen) des Quadrats (Abbildung 1.7)
interpretieren?

1 2

Abbildung 1.7: Quadrat mit Nummerierung der Ecken.

Ubung 1.23 Bestimmen Sie alle Elemente der Ss, die sich geo-
metrisch als Symmetrien (Drehungen oder Spiegelungen) des re-
gelmafigen Finfecks (Abbildung 1.8) interpretieren lassen.

Ubung 1.24 Bei einem Wiirfelspiel wird der Wiirfel n-mal ge-
worfen und man gewinnt, wenn dabei alle Zahlen 1,...,6 min-
destens einmal auftreten.

1) Wie grof ist die Gewinnwahrscheinlichkeit fiirn =77
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4 3

Abbildung 1.8: Regelméfiges Fiinfeck mit Nummerierung der
Ecken.

2)

3)

4)

Wie groff muss n mindestens gewdhlt werden, damit die
Gewinnwahrscheinlichkeit positiv ist? Welchen Wert nimmt
sie dann an?

Wie grofS darf die Bank n mazimal wihlen, damit sie ei-
ne hohere Gewinnwahrscheinlichkeit als der Spieler hat?
Welchen Wert hat die Gewinnwahrscheinlichkeit dann?

Uberpriifen Sie Ihre Ergebnis aus (1) anhand einer Stich-
probe von 100000 Durchldufen des Spiels.

Hinweis: Sie diirfen dazu den Computer verwenden. Die

MAPLE-Funktion rand (n) () liefert eine Zufallszahl in {0, . ..

1.

Ubung 1.25 1) Ein zerstreuter Professor will 5 verschiedene

Geschenke auf 3 Pdckchen verteilen. Die Pdckchen sehen
von auflen alle gleich aus. Nachdem er alle Méglichkeiten
durchprobiert und aufgeschrieben hat, stellt er fest, dass
er eines der Geschenke vergessen hat (er hat also nur 4
Geschenke auf 3 Pdackchen verteilt). Wie kann er seinen
Fehler korrigieren, ohne nochmals komplett von vorne an-
zufangen?

2) Zeigen Sie, dass fiir die Stirlingzahlen gilt

S(n+1l,m+1)=S(n,m)+(m+1)-S(n,m+1)

fiir alle n,m > 0.
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3) Bestimmen Sie S(5,3).

Ubung 1.26 Implementieren Sie ein rekursives Verfahren zur

Bestimmung aller Partitionen einer n-elementigen Menge in m
Teile.

Hinweis: Verwenden Sie den kombinatorischen Beweis der
Formel aus Aufgabe 1.25.2.

Ubung 1.27 1) Bestimmen Sie alle Aquivalenzrelationen auf
der Menge M ={1,2,3,4}.

2) Zeigen Sie, dass fiir die Bellschen Zahlen B, gilt By = 1

und .
n
Bua= 3 (1)B

k=0
fiir alle n > 0.

3) Berechnen Sie By.

Ubung 1.28 1) Bestimmen Sie alle reflexiven Relationen R c
M x M auf M ={1,2}.

2) Zeigen Sie, dass es auf einer n-elementigen Menge M ge-
nau 2" reflexive Relationen gibt.

Ubung 1.29 Sei M eine Menge mit n Elementen. Wieviele To-
talordnungen gibt es auf M ¢

Ubung 1.30 1) In einem Spiel zeichnet man in einem Drei-
eck auf jeder Kante zufillig einen Pfeil im oder gegen den
Uhrzeigersinn oder keinen Pfeil (durch Wiirfeln mit einem
dreiseitigen Wiirfel). Der Spieler verliert, wenn die Figur
mindestens zwei Pfeile enthdlt und alle Pfeile in dieselbe
Richtung zeigen, z.B.

3 3

gewonnen: verloren:

1 2 1 2

Wie hoch ist die Gewinnwahrscheinlichkeit?
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2) Bestimmen Sie alle Halbordnungen auf {1,2,3}. Welche
sind Totalordnungen?

Ubung 1.31 I ) Entwickeln Sie einen rekursiven Algorithmus,
der fiir n,m € Ny alle Zahlpartitionen von n in m positive
Summanden bestimmit.

Hinweis: Verwenden Sie den Beweis von Satz 1.10.8.

2) Berechnen Sie damit alle Partitionen von 7 in hochstens 3
Summanden.

3) Implementieren Sie Ihren Algorithmus.
Hinweis: Jede Zahlparitition (p1, ..., Dm ) konnen wir als Young-
Diagramm der Form

schreiben, wobei in der i-ten Zeile linksbiindig p; Kdstchen ste-
hen.

Ubung 1.32 Zeigen Sie, dass es fir n,m e N genau

()
m-—1
geordnete Zahlpartitionen von n in m positive Summanden gibt.

Ubung 1.33 Durch Nummerieren der Ecken kénnen wir die
Symmetriegruppe des Tetraeders (Abbildung 1.9) mit der Sy iden-
tifizieren.

1) Fiir festes f € Sy seien zwei Ecken a und b dquivalent,
wenn man durch mehrfaches Anwenden von f die Ecke a
auf die Ecke b abbilden kann. Zeigen Sie, dass dadurch eine
Aquivalenzrelation ~ auf {1,...,4} definiert ist.

2) Bestimmen Sie fiir jedes f € Sy die Partition von {1,...,4}
in Aquivalenzklassen und die entsprechende Zahlpartition

p(f) von 4.

Ubung 1.34 Zwei Elemente f,g € Sy seien dquivalent wenn
p(f) = p(g). Bestimmen Sie die Aquivalenzklassen und geben
Sie fiir jede Klasse eine geometrische Interpretation.
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Abbildung 1.9: Tetraeder mit Nummerierung der Ecken
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Grundlagen der Stochastik

2.1 Ubersicht

Die Stochastik oder auch Wahrscheinlichkeitstheorie ist die ma-
thematische Sprache zur Quantifizierung von zufalligen Prozes-
sen. Es geht also darum, Eigenschaften des Resultats eines ge-
gebenen, zufilligen datenerzeugenden Prozesses zu beschreiben.
Das kann etwa der Wurf einer Miinze, das Lotto-Gliicksspiel,
oder ein anderer physikalischer Prozess sein. Ihren Beginn hat
die Stochastik mit der Arbeit von Mathematikern wie Pascal
oder Fermat im 17. Jahrhundert genommen, also viel spéter als
die Algebra im Altertum, aber etwa zur gleichen Zeit wie die
Analysis in der Arbeit von Newton und anderen.

In der Informatik ist die Stochastik zentral vertreten bei
der Analyse von randomisierten Algorithmen. Solche Algo-
rithmen bezeichnet man deshalb auch als stochastische oder
probabilistische Algorithmen. Sogenannte Las-Vegas-Algo-
rithmen enthalten eine randomisierte Komponente, liefern aber
immer ein korrektes Ergebnis (man kann zulassen, dass sie ir-
gendwann aufgeben). Ein Beispiel sind Sortieralgorithmen wie
diverse Varianten von Quicksort. Bei solchen Algorithmen be-
stimmt man dann nicht die Laufzeit des Algorithmus, sondern
nur eine erwartete Laufzeit. Dazu filhren wir den Begriff des
Erwartungswerts ein. Der Erwartungswert ist die mit den je-
weiligen Wahrscheinlichkeiten gewichtete Summe der méglichen
Ergebnisse.

Beispiel 2.1.1 Beim Wiirfeln treten 1,...,6 jeweils mit der Wahr-

85
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scheinlichkeit % auf. Der Erwartungswert des Wiirfelexperiments
st dann

1 7
6(6+5+4+3+2+1)— 5

Bei einer zufilligen Auswahl miissen nicht (wie etwa beim
Miinzwurf oder Lotto) alle Moglichkeiten gleich wahrscheinlich
sein. Dies modelliert man mit dem Konzept einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Zum Beispiel erfiillt die Korpergrofe einer
Menge von Menschen (im Grenzwert) die Verteilung einer Gaufs-
kurve (siehe Abbildung 12). Hier sehen wir, dass man im Allge-
meinen nicht nur mit einer diskreten Verteilung arbeiten kann
(wie z.B. beim Miinzwurf Kopf oder Zahl je mit Wahrschein-
lichkeit %), sondern, dass man auch kontinuierliche Verteilungen
braucht. Klar ist, dass hier dann auch Methoden der Analysis
verwendet werden miissen.

Ein anderer Typ von randomisierten Algorithmen sind die
sogenannten Monte-Carlo-Algorithmen. Hier ist es nicht ga-
rantiert, dass das Ergebnis korrekt ist. Man will dann neben dem
Erwartungswert fiir die Rechenzeit, auch die Fehlerwahrschein-
lichkeit fiir den Riickgabewert bestimmen oder zumindest ab-
schitzen. Ein Beispiel sind Integrationsverfahren. Bei Entschei-
dungsproblemen (also Riickgabewert wahr oder falsch) gibt es
zwei Falle:

1) Algorithmen mit einem zweiseitigen Fehler diirfen sowohl
false Positives als auch false Negatives berechnen. Ist die
Fehlerwahrscheinlicheit nicht kleiner als % kann man den
Algorithmus verwerfen, denn ein Miinzwurf ist genauso
gut. Ein klassisches Beispiel eines Monte-Carlo-Algorithmus
mit zweiseitigem Fehler ist die Verifikation einer Identitét
mit einem Fingerabdruck.

2) Bei Algorithmen mit einem einseitigen Fehler haben nur
genau eine der beiden Fehlermoglichkeiten. Beispiele sind
Primzahltests, oder das Testen von Gleichheit von zwei
Polynomausdriicken etwa f = (21 — 22)? und ¢ = 2} -
21129 +x3 durch Einsetzen: Wenn fiir eine gegebene Anzahl
von Stiitzstellen x die Werte f(x) = g(x) tibereinstimmen,
dann gehen wir davon aus, dass f = g. Wenn die Stiitzstel-
len nicht ausreichen, um f und g aus den Funktionswerten
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zu interpolieren, dann kénnen f und ¢ zuféllig dieselben
Werte annehmen, obwohl sie nicht gleich sind. Mit belie-
big vielen Stiitzstellen der Form = = (a,0) und x = (0, a),
a € R wiirden wir z.B. f = (21 -22)? und ¢ = 23 + 22129 + 23
fiir gleich halten, denn sie nehmen auf dem Koordinaten-
kreuz dieselben Werte an.

Die Beziehung zwischen dem Erwartungswert und den prakti-
schen Anwendungen wird durch das Gesetz der grofien Zah-
len hergestellt: Dies besagt, dass die Wahrscheinlichkeit einer
groken Abweichung des (arithmetischen) Mittelwerts von dem
Erwartungswert bei einer mehrfachen Durchfiihrung eines Zu-
fallsprozesses gegen 0 geht. Das gibt uns z.B. eine Moglichkeit
um experimentell Erwartungswerte approximativ zu finden. Pré-
zise lautet die Formulierung: Ist

X, -

S|

‘n (Xi-E)

)

mit den zufélligen Werten X; mit Erwartungswert £, und be-
zeichnet o
P(|X,|>¢)

die Wahrscheinlichkeit, dass ‘7n| > ¢ ist, dann gilt fiir jedes € > 0,
dass o
lim P(|X,|>¢)=0.

n—oo

Beispiel 2.1.2 Wiirfeln wir 10-mal und erhalten die Sequenz
von Ergebnissen
6,3,5,3,1,1,3,4,2,1

dann nimmt X, den Wert
— 1 7 7 7
XlO_E((6_§)+(3_§)+"'+(1_§))

6
10

an. In MAPLE konnen wir diese Rechnung z.B. durchfiihren mit
N:=10:

X:=[seq(rand(1..6)(),5=1..N)];

X :=1[6, 3, 5, 3, 1, 1, 3, 4, 2, 1]
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stmplify(1/N*sum(X[3]-7/2,4=1..N));
-3/5

Machen wir N gréfler, wird sich das Ergebnis mit hoher Wahr-
scheinlichkeit 0 anndhern. Wichtig ist hier zu verstehen, dass
dies nur mit hoher Wahrscheinlichkeit passiert: Wir kénnten
Pech haben und in unserem Experiment z.B. N-mal die 1 wiir-
feln.

In dem Programm rufen wir mit rand einen Pseudozufalls-
zahlengenerator auf. Hier werden im Computer Zahlen er-
zeugt, die sich so zufdllig wie mdglich verhalten (typischerweise
sogar reproduzierbar, wenn man einen sogannten random seed
festlegt). Zu verstehen wie solche Generatoren funktionieren ist
auch eine spannende Fragestellung.

Das Gesetz der grofsen Zahlen spielt zum Beispiel eine wichti-
ge Rolle in der Konzeption von Versicherungen. Auch wenn man
nicht weiss, wer genau vom Schaden getroffen wird, kann man
bei immer gréfseren Versicherungsgemeinschaften immer sicherer
abschétzen, wie hiufig ein Schaden auftritt. Auch bei Messungen
z.B. in den Natur- oder Ingenieurwissenschaften (etwa bei Be-
schleunigerexperimenten in der Hochenergiephysik oder auch in
der Astronomie) ist das wichtig: Nichtsystematische Messfehler
kénnen durch Wiederholung herausgemittelt werden. Wichtig ist
hier zu verstehen, was Stochastik nicht leisten kann. Das Gesetz
der grofsen Zahlen ist kein Gesetz des Ausgleichs der Wahrschein-
lichkeiten:

Beispiel 2.1.3 Betrachten wir einen Minzwurf mit Ergebnis 0
und 1 (Kopf und Zahl). Der Erwartungswert ist dann % Nach
einer Sequenz von

0,0,0,1,0

haben wir die folgenden Hdiufigkeiten
Kopf | Zahl

5 5

Das bedeutet nicht, dass nun Kopf Nachholbedarf hitte, was der
eine oder andere Gliicksspieler denkt. Setzen wir die Sequenz
fort, dann erhalten wir vielleicht (mit MAPLE erzeugt)

0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,0
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und damit die folgenden Hdufigkeiten

Kopf | Zahl
13 T

20 20

Wir sehen, dass im Vergleich zu

1
-=0.2
5
die Zahl .
— =0.35
20

wesentlich naher an dem Erwartungswert 0.5 liegt. Nichtsdesto-
trotz ist der Vorsprung von Kopf sogar von 3 auf 6 Wiirfe ange-
wachsen. Abweichungen werden also nicht ausgeglichen, sondern
werden nur mit der wachsenden Zahl von Experimenten weniger
wichtig.

2.2 Anwendungen

2.2.1 Sortieren

Ein Beispiel fiir einen Las-Vegas-Algorithmus ist ein randomisier-
tes Quicksort-Verfahren. Die Grundidee von Quicksort ist ein-
fach: Wir wollen die Elemente einer Menge M = {zy,...,2,} cZ
von ganzen Zahlen sortieren.! Wir suchen ein Element x; € M, so-
dass die Mengen My ={x e M |z <z;} und My ={ze M |z > x;}
in etwa gleich viele Elemente enthalten und wenden das Verfah-
ren induktiv auf diese Mengen an.

Beispiel 2.2.1 Die Menge
M ={100,3,7,2,11,1,33}
teilen wir bei x5 =7 auf in

M, ={3,2,1} und M, = {100,11,33}.

! Alternativ kénnte man auch eine Multimenge betrachten. Als Daten-
struktur wird M in der Informatik realisiert als die Liste (z1,..., ;).
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Iterativ erhalten wir die sortierte Darstellung der Menge

M =1{1,2,3,7,11,33,100}.

Zur Aufteilung einer n-elementigen Menge bendtigen wir n—1
Vergleiche in konstanter Laufzeit. Das wesentliche Problem ist
die Bestimmung von x;. Man kénnte nun z; einfach als das letz-
te Element x, nehmen oder zuféllig ein Element auswahlen, um
den Preis, dass M; und M, nicht gleich méchtig sind. Bei ei-
ner zufalligen Auswahl von z; spricht man vom randomisier-
ten Quicksort-Algorithmus. Was konnen wir {iber die Laufzeit
sagen? Ganz ohne Stochastik erhalten wir die folgende Abschét-
zung:

Proposition 2.2.2 Die worst-case Laufzeit des randomisierten
Quicksort-Algorithmus auf einer n-elementigen Menge ist in O(n?).

Beweis. Wir zeigen mit Induktion, dass es ein ¢ > 0 gibt, sodass
fiir die Laufzeit T'(n) des Quicksort-Algorithmus gilt T'(n) < en?.
Wir haben

T(n) < Oglg}fl(T(a) +T(n-a-1))+n-1

wobei der Summand n — 1 die Vergleiche mit dem zufillig ge-
wahlten x; zahlt. Somit ist nach Induktionsvoraussetzung

2 4 2 _
T(n)soggfil(ca +e(n-a-1)%)+n-1

_ 2 1) _
—cog}g)il(a +(n-a-1)")+n-1.

Die Parabel
f(a)=a*+(n-a-1)>2

hat ihr Minimum bei a mit
0=f"(a)=4a-2n+2

d.h. bei
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Wegen
n-1

0<———<n-1
5 n

ist fir 0<a<n-1 also

f(a) < f(0)=f(n-1)=n*-2n+1.
Wir haben also
T(n)<e(n*-2n+1)+n-1

=en®*-c(2n-1)+n-1
< en?
wenn wir ¢ grof genug wahlen. m
Das ist nicht so fantastisch, denn die Laufzeit des folgenden
trivialen Sortieralgorithmus ist die gleiche: Im Selectionsort-
Algorithmus suchen wir in der gegebenen Liste das kleinste Ele-

ment und tauschen dieses auf den ersten Platz. Dann fahren wir
induktiv mit der restlichen Liste fort.

Beispiel 2.2.3 Fiir die Menge
M ={100,3,7,2,11,1,33}

gehen wir wie folgt vor

100 3 7 2 11 1 33
13 7 2 11 100 33
12 7 3 11 100 33
12 3 7 11 100 33
12 3 7 11 100 33
12 3 7 11 100 33
12 3 7 11 33 100

wobei das auf den ersten Platz zu tauschende Element blau und
die schon sortierten Elemente rot markiert sind.

Proposition 2.2.4 Der Selectionsort-Algorithmus hat Laufzeit
O(n?).
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Beweis. Der Algorithmus benétigt

(n—1)+(n—2)+---+1::§i=(g):n22_n

Vergleiche. m

Wir konnen aber mit Hilfe von Stochastik die erwartete Lauf-
zeit des randomisierten Quicksort-Algorithmus bestimmen und
erhalten:

Satz 2.2.5 Der Erwartungswert fiir die Laufzeit des randomi-
sierten Quicksort-Algorithmus ist in O(nlog(n)).

Dies werden wir mit den in der Stochastik entwickelten Me-
thoden beweisen. Siehe auch Aufgabe 2.1.

Tatséchlich ist der randomisierte Quicksort-Algorithmus der
heute bevorzugte Sortieralgorithmus, da er in der Praxis schnel-
ler als andere O(nlog(n))-Algorithmen ist und dabei sehr ein-
fach zu implementieren. Mergesort hat z.B. auch eine O(nlog(n))
Laufzeit, eine bessere worst-case Komplexitét, aber eine grofsere
Konstante in der Landaunotation, sodass er in der Praxis lang-
samer ist.

Bemerkung 2.2.6 Es gibt auch einen Sortieralgorithmus mit
richtig schlechter Laufzeit in O(n-n!), der Stupidsort-Algorith-
mus. Auch dies ist ein Las-Vegas-Algorithmus, bendtigt also zur
Laufzeitanalyse nicht-triviale Stochastik.

2.2.2 Primzahltests

Eine wichtige Klasse von Beispielen von Monte-Carlo-Algorithmen
sind Primzahltests. Der Fermat Primzahltest basiert auf dem
kleinen Satz von Fermat:

Satz 2.2.7 (Kleiner Satz von Fermat) Ist p eine Primzahl
und a € Z mit p + a, dann ist

a’ ' = 1modp.
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Beweis. Es gilt ‘(Z/p)X = p—1 und die Ordnung jedes Elements
einer Gruppe teilt die Gruppenordnung m

Wir erinnern: Ein Element @ € Z/n ist invertierbar genau
dann, wenn es ein b € Z gibt mit

a-b=1,
das heifst, wenn es b, k € Z gibt mit
a-b+k-n=1.

Solche b und k erhalten wir mit dem erweiterten Euklidischen
Algorithmus, falls
geT (a,n) =1.

Haben wir umgekehrt eine solche Darstellung der 1, dann miis-
sen natiirlich a und n teilerfremd sein (denn jeder gemeinsame
Teiler teilt auch 1). Somit konnen wir die Elemente der Einhei-
tengruppe von Z/n beschreiben:

Satz 2.2.8 FirneN ist
(Z[n)" ={aeZ/n|ggT (a,n)=1}.

Beispiel 2.2.9 Die Restklasse 8 € Z/15 hat ein Inverses, d.h.
8¢ (Z/15)*, denn
geT (8,3-5) =1.

Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus erhalten wir eine
Darstellung des grofiten gemeinsamen Teilers

1=(2)-8+(-1)-15

also ist
8 =2

Aus dem kleinen Satz von Fermat erhalten wir Algorithmus
2.1 um zu testen, ob eine gegebene Zahl n € N, n > 2 prim ist.

Falls n prim ist, bricht dieses Verfahren nicht ab, man kann
also nur durch mehrfaches Durchlaufen der Schleife (mit ver-
schiedenen a) die Wahrscheinlichkeit erhéhen, dass wir n kor-
rekterweise fiir prim halten. Es gibt auch Zahlen, bei denen der
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Algorithmus 2.1 Fermat Primzahltest
War wollen testen, ob n € N, n > 2 eine Primzahl ist.

1) Zundchst wdhlen wir ein a € Z, 1 < a < n und bestim-
men ggT (a,n) mit dem FEuklidischen Algorithmus. Falls
geT (a,n) + 1, war n nicht prim.

2) Ist ggT (a,n) =1 (und damit @€ (Z/n)* nach Satz 2.2.8),
dann testen wir, ob

a™ ' =1modn

Gilt dies nicht, dann kann n nach dem kleinen Satz von
Fermat 2.2.7 auch nicht prim gewesen sein. Man bezeich-
net dann a (oder seine Klasse modulo n) als Fermat-
Zeugen fiir die Zerlegbarkeit von n.  Anderenfalls kon-
nen wir keine Aussage machen und gehen zurick zu (1).

Test in (2) fiir kein a mit ggT (a,n) = 1 erkennt, dass sie nicht
prim sind, die sogenannten Carmichael-Zahlen. Diese erkennt
aber Schritt (1) fiir geeignetes a (was aber natiirlich sehr ineffi-
zient ist). Man kann zeigen, dass es unendlich viele Carmichael-
Zahlen gibt, der Beweis ist aber nicht einfach und wurde erst
1994 gefiihrt.

Definition 2.2.10 FEine Zahl n heifft Fermatsche Pseudo-
primzahl zur Basis a, wenn n nicht prim ist, aber dennoch
a™ ' =1modn gilt.

Beispiel 2.2.11 Die Rechnung
2% = 4mod 9
beweist, dass 9 nicht prim ist.

Dagegen gilt
2340 = 1 mod 341,

aber ungliicklicherweise ist

341 =11-31
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nicht prim, also 341 eine Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis
a = 2. Testen wir nochmals zur Basis a =3 erhalten wir

3310 = 56 mod 341

und haben damit gezeigt, dass 341 keine Primzahl ist (iberprifen
Sie die Rechnungen mit MAPLE ).

Man beachte:

Dies konnten wir erkennen, ohne einen Teiler zu finden.

Gliicklicherweise sind Carmichaelzahlen unter den ganzen Zah-
len nicht so haufig und lassen sich gut berechnen. Man kann
zeigen:

Satz 2.2.12 Fine zusammengesetze Zahln € N ist eine Carmichael-
Zahl ist genau dann, wenn fir alle Primteiler p von n gilt, dass

PP in

und
(p-1)|(n-1).

Wenn wir die Carmichaelzahlen aussortieren (z.B. da wir die-
se in einer Liste aufgezihlt haben), dann kénnen wir unter zu-
falliger Wahl von a eine Wahrscheinlichkeit angeben, dass wir n
falschlicherweise fiir prim halten:

Lemma 2.2.13 Sei n € N nicht prim und keine Carmichael-
Zahl, dann sind mindestens die Hilfte aller a € (Z/n)* Fermat-
Zeugen fir die Zerlegbarkeit von n.

Beweis. Die Menge

A={ae(Z/n)|n ist Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis @}
={ae(Z/n)" |a" " =1modn}

ist offenbar eine Untergruppe von (Z/n)”. Fiir n keine Carmichael-
Zahl ist A eine echte Untergruppe (da es einen Zeugen fiir die
Zerlegbarkeit geben muss) und hat somit Index

|(Z/n)"

_— 2

Al
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]

Nach m Durchlaufen mit zuféllig gewahltem a ist also die
Fehlerwahrscheinlichkeit < 2%

Einen weiteren Mont-Carlo-Algorithmus mit Bezug zur linea-
ren Algebra untersuchen wir in Ubungsaufgabe 2.2.

2.3 Diskrete Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen

2.3.1 Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Zunéachst werden wir Zufallsexperimente mit einer endlichen oder
abzahlbar unendlichen Ergebnismenge betrachten. In diesem Fall
lassen sich Zufallsexperimente sehr einfach beschreiben. Ein Zu-
fallsexperiment wird beschrieben durch eine Wahrscheinlich-
keitsfunktion, die jedem moglichen Ergebnis des Experiments
eine Wahrscheinlichkeit zuordnet.

Definition 2.3.1 Sei () eine abzihlbare Menge (d.h. endlich oder
abzihlbar unendlich). Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf
dem Ergebnisraum € ist eine Abbildung

m:Q%Rzo

die jedem w € Q) eine Wahrscheinlichkeit m(w) zuordnet und

fir die gilt
> m(w) =1.
we)

Den Ergebnisraum €2 zusammen mit m bezeichnen wir auch als
diskreten Wahrscheinlichkeitsraum.

Insbesondere fordern wir, dass die Summe Y ., m(w) konver-
giert. Man beachte, dass wir die Summe in der Definition stets
als endliche Summe oder als Reihe

[ee]

Z m(wn)

n=1

auswerten konnen (indem wir die Elemente einer abzdhlbar un-
endlichen Menge €2 durchnummerieren). Bei der Summe Y . m(w)
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kommt es nicht auf die Reihenfolge an, da alle Summanden > 0
und damit Konvergenz und absolute Konvergenz dquivalent sind.

Wir konnen unseren Begriff des diskreten Wahrscheinlich-
keitsraums noch etwas verallgemeinern: Ist {2 eine beliebige Men-
ge und ist m(w) # 0 nur fiir abzéhlbar viele w € Q, dann funktio-
niert unsere Definition auch.

Wir werden sehen, dass man den Begriff des Wahrscheinlich-
keitsraums im nicht-diskreten Fall (d.h. fir Q nicht-abzdhlbar)
noch etwas verallgemeinern muss.

Schon im Fall € endlich gibt es aber viele interessante An-
wendungsfille.

Beispiel 2.3.2 Fir den Wurf eines Wiirfels ist der Ergebnis-
raum
2={1,2,3,4,5,6}

und (falls der Wiirfel fair, d.h. unmanipuliert ist) gilt
1
m(w) = 6
fiir alle w € €.

Siehe auch Aufgabe 2.7 fiir den abzéhlbar unendlichen Fall.

Beispiel 2.3.3 Wir werfen eine Miinze bis zum ersten mal Kopf
kommt. Das Ergebnis des Experiments sei die Anzahln der Wiir-
fe bis erstmals Kopf erscheint. Der Ergebnisraum ist 2 = Nu {oo},
wobei oo fiir das FErgebnis steht, dass immer nur Zahl kommt.
Die Wahrscheinlichkeit, dass Kopf im n-ten Wurf zum ersten

mal kommt st
= (3)
m =(3) -

Wegen

[ee]

Zm(n)zlil—lzl

n=1 2

missen wir m(oo) =0 setzen damit m eine Wahrscheinlichkeits-
funktion wird.
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2.3.2 Ereignisse

Oft will man nicht nur die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen
Ergebnisses wissen, sondern ist daran interessiert mit welcher
Wahrscheinlichkeit das Ergebnis in einer gegeben Menge von Er-
gebnissen liegt.

Definition 2.3.4 Sei m : Q - Ry eine Wahrscheinlichkeits-
funktion. Jede Teilmenge M c §) bezeichnen wir als Ereignis
und ordnen M die Wahrscheinlichkeit

P(M)= > m(w)

weM

2U.
Beispiel 2.3.5 Fiir den Wurf eines Wiirfels hat das Ereignis
M ={1,3,5},

dass eine ungerade Zahl gewtirfelt wird, die Wahrscheinlichkeit

P(M):1+1+1:1.
6 6 6 2

Fiir ein weitere Beispiele siche die Ubungsaufgaben 2.4 und 2.7.

Bemerkung 2.3.6 Sei m : 2 - Ry eine Wahrscheinlichkeits-
funktion. Offenbar gilt
P(Q)=1,

und

P(M)>0

fur alle Ereignisse M c €.
Weiter gilt fir die Inklusionsbeziehung zwischen Ereignissen

Mc NcQ=— P(M)<P(N)
Fiir das 1-elementige Ereignis M = {w} mit w e Q gilt

P({w}) =m(w).
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Beispiel 2.3.7 Fiir den zweimaligen Wurf einer Miinze mit Er-
gebnis 0 und 1 (Kopf und Zahl) ist der Ergebnisraum

Q={0,1}* = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
und )
m(w) = 2

fiir alle w € Q. Fir das Ereignis

M ={(0,0),(0,1),(1,0)}

dass wenigstens 1-mal Kopf gewiirfelt wird ist die Wahrschein-
lichkeut 3

P(M)=-.

(ar)=>

Beispiel 2.3.8 Wahrscheinlichkeitsfunktionen kénnen auch im-

plizit gegeben sein. Stehe B dafiir, dass es morgen bedeckt ist, R

dafiir, dass es regnet, und S dafir, dass es sonnig ist. Regen und

Sonne sollen gleichwahrscheinlich sein, aber bedecktes Wetter soll

3-mal so hdufig auftreten wie Sonne. Sei also Q={B,R,S} und

m(B)=3-m(R)=3-m(S)
1=m(B)+m(R)+m(S)

also
1=m(B)+m(R)+m(S)=3-m(R)+m(R)+m(R)
also )
und somit
m(s) =z
m(B) =3

Um die Wahrscheinlichkeitsfunktion explizit zu l6sen miissen
im Fall von linearen Relationen ein lineare Gleichungssystem myit
dem Gauflalgorithmus losen. Fine wohldefinierte Funktion m er-
halten wir, falls das Gleichungssystem eindeutig l6sbar ist.
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Abbildung 2.1: Komplement von zwei Mengen

Bemerkung 2.3.9 Entsprechend den Standard-Mengenkonstruk-
tionen lassen sich aus Ereignissen neue Ereignisse konstruieren.
Sind M, N c Q Ereignisse dann ist

M\N={meM |m¢N}

das Komplement (oder die Differenz) von N in M, als Venn-
Diagramm siehe Abbildung 2.1. entsprechen der Bedingung, dass
Ereignis M eintritt, aber N nicht.

Da wir in Zusammenhang mit Ereignissen nur Mengen N c
Q betrachten, kénnen wir auch von dem Komplement der Teil-
menge N von () sprechen und meinen hier

N=Q\N,

siehe Abbildung 2.2. Dies entspricht der Bedingung, dass das Fr-

Abbildung 2.2: Komplement

eignis M nicht eintritt.
Weiter st

MuN ={m|meM oder me N}
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Abbildung 2.3: Vereinigung

Abbildung 2.4: Durchschnitt

die Vereinigung von M und N, siche Abbildung 2.3, enspre-
chend der Bedingung, dass Ereignis M oder N eintritt.
Ebenso entspricht der Durchschnitt von M und N

MnaN={m|meM und me N}

dem Ereignis, dass sowohl M als auch N eintreten, siehe Abbil-
dung 2.J.

Bemerkung 2.3.10 Ist M ein Ereignis, dann gilt
P(M)=1-P(M).
Beispiel 2.3.11 Wir beschreiben mat
Q={B,R,S}?

das Wetter der kommenden zwei Tage (wobei B, R, S wieder fir
bedeckt, regen und sonnig stehen) und nehmen der Einfachheit
halber an, dass

1

m(w) = 5
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fur alle w. Ist M das Ereignis, dass es morgen regnet, also

M = {(R,ws) | wy € Q}
= {(R’ R)’ (R’ S)> (R7B)}

dann st
M = O\M ={(S,R),(S,S),(S,B),(B,R),(B,S),(B,B)}

das komplementdre Ereignis, dass es morgen nicht regnet. Es gilt
somit

also
P(M)=1-P(M) = g

Fiir zwei Mengen M, N c () gilt die Siebformel
P(MuN)=P(M)+P(N)-P(MnN).
Einerseits tritt in

P(MuUN) = A;Nm(w)

der Summand m(w) fiir w € M U N genau einmal auf, und ande-
rerseits tritt der Summand m(w) in

P(M)+P(N) = %m(w} + Z]:Vm(w)

ebenso genau einmal auf, ausser im Fall w €e M n N, in dem er
zweimal summiert wird. Allgemeiner haben wir:

Satz 2.3.12 (Siebformel) Ist m : Q — R,o eine Wahrschein-
lichkeitsfunktion und sind My, ..., M, c Q) Ereignisse, dann gilt

P(Myu.. UM,) - é(-nkl ﬂz_kp(MT)

mit
Mr =M,
i€l

fir T c{1,...,n}.
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Der Beweis folgt dem Beweis der Siebformel fiir die Méchtig-
keit von Mengen und ist Ubungsaufgabe 2.10.

Beispiel 2.3.13 Wir beschreiben wieder mit
Q={B,R,S}?

das Wetter der kommenden zwer Tage und nehmen an, dass

1
m(w) = 3

fur alle w. Ist M das Ereignis, dass es morgen regnet, also

M ={(R,ws) | wy € Q}
={(R,R),(R.S),(R,B)}

und N das Ereignis, dass es tibermorgen sonnig st
N ={(B,5),(R,5),(5,5)}

dann kénnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass es morgen regnet
oder tiibermorgen sonnig ist berechnen als

P(MUN)=P(M)+P(N)-P(MnN)
1,11
33 9

—_

MnN={(R,S)}.
Ezxplizit ist M u N die rot markierte Teilmenge von
Q={ (R,R), (RS), (R DB),

(5, R), (5,9), (9,B),
(B,R), (B.S), (B,B) }.

2.3.3 Hintereinanderausfiihren von Experimen-

ten

Eine Moglichkeit aus Wahrscheinlichkeitsexperimenten neue Ex-
perimente zu konstruieren ist das Hintereinanderausfithren von
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Zufallsexperimenten. Ein Beispiel konnte etwa die Hintereinan-
derausfiihrung von randomisierten Algorithmen sein, etwa von
mehreren Primzahltests. Dabei kann das Ergebnis des vorausge-
gangen Algorithmus entscheiden, welcher Algorithmus als néch-
stes ausgefiihrt wird. Wir haben also ein Programm, das iterativ
in Unterprogramme verzweigt. Die logische oder zeitliche Abfolge
beschreibt man am leichtesten mit Hilfe eines Baumdiagramms.

Definition 2.3.14 FEin Wahrscheinlichkeitsbaum ist ein end-
licher gerichteter Graph, der die Form eines Baumes hat und in
dem alle Kanten, die aus einem Vertex herausgehen, zu den Er-
gebnissen desselben Zufallsexperiments korrepondieren.

Der Wurzel des Baum geben wir die Wahrscheinlichkeit 1.
Die Wahrscheinlichkeiten der weiteren Vertices berechnen sich
induktiv: Korrepondiert eine Kante im Graphen zum FErgebnis w
mit Wahrscheinlichkeit m(w) und hat der Ausgangsknoten die
Wahrscheinlichkeit p, dann hat der Endknoten der Kante die
Wahrscheinlichkeit p-m(w).

Bemerkung 2.3.15 Offenbar gilt dann: Die Wahrscheinlichkeit
der Blitter des Baums (d.h. der Knoten, aus denen keine Kan-
ten herausgehen) addieren sich zu 1 (zeigen Sie dies als Ubung).
Insbesondere beschreibt ein Wahrscheinlichkeitsbaum wieder ein
Zufallsexperiment.

Beispiel 2.3.16 In Abbildung 2.5 wird abhdingig von dem FEr-
gebnis des Experiments mit Ergebnisraum {wi,ws} das Expe-
riment mit Ergebnisraum {w},wh} bzw. das mit Ergebnisraum
{wi,wl ,w}} ausgefihrt. Die zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen bezeichnen wir mit m, m' und m'. Die Wahrscheinlichkeit
fir das Ergebnis (wq,w) ist dann z.B.

m(wq) -m" (wf).

Beispiel 2.3.17 Mit Wahrscheinlichkeit 60% ist es heute son-
nig, anderenfalls regnet es. Fualls es sonnig ist, dann wird es mit
50% Wahrscheinlichkeit windig, falls es regnet, ist es mit 80%
windig. Das Baumdiagramm in Abbildung 2.6 beschreibt dieses
Ezperiment, wobei die Ergebnisse in schwarz, deren Wahrschein-
lichkeiten in rot und die Wahrscheinlichkeiten der Vertices (en-
sprechend der Ergebnisfolgen von der Wurzel bis zu dem Vertex)
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1
S R
06 04
0.6 0.4
0.3 0.3 0.32 0.08

Abbildung 2.6: Wahrscheinlichkeitsbaum

i blau notiert sind. Die Wahrscheinlichkeit fiir die maglichen
Ergebnisfolgen sind dann

w| (SW) (SW) (RW) (R W)
6.5 6.5 438 4.2
10°10 10 10 10 " 10 10 " 10

also

w | (SW) (S, W) (RW) (RW)
3 3 32 8
10 10 100 100
Hier konnen wir dann z.B. die Wahrscheinlichkeit fiir Wind ab-

lesen als
3 32 62

10 7100~ 100
entsprechend den Ergebnissequenzen (S,W) und (R,W). Die



2. GRUNDLAGEN DER STOCHASTIK 106

Wahrscheinlichkeit, dass es windstill ist, ist komplentdir dazu

3. 8 38
10 100 100

entsprechend den Ergebnissequenzen (S, W) und (R, W).
Als Spezialfall eines Wahrscheinlichkeitsbaums haben wir:

Bemerkung 2.3.18 Die unabhdingige Ausfiihrung von Zufalls-
experimenten mit Ergebnisrdumen ..., 8, mit Wahrschein-
lichkeitsfunktionen myq, ..., m, wird beschrieben durch das karte-
sische Produkt

Q = Ql X ... X Qr

mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion
m(wy,...,wp) =m(wy)-...-m(w,).

Beispiel 2.3.19 FEinmal Wiirfeln und einmal Minzwurf hat den
Ergebnisraum

{1,2,3,4,5,6} x {0,1}
(wobei O fiir Kopf und 1 fiir Zahl steht) und

1

127

1

m(wi,ws) = 5

N | —

Dieses kartesische Produkt konnen wir wie in Abbildung 2.7 ge-
zeigt auf zwei Weisen mit Hilfe eines Baums aufzihlen (indem
wir erst die Wiirfel- oder erst die Miinzwurf-Komponente wdih-
len). Als Programm kénnen wir uns das also als zwei verschach-
telte For-Schleifen vorstellen, wobei die duflere Schleife entweder
durch die Ergebnisse des Wiirfeln oder des Miinzwurfs iteriert.

Weitere Anwendungen von Wahrscheinlichkeitsbdumen wer-
den wir in den Ubungsaufgaben 2.12 und 2.13 sehen.

2.4 Wahrscheinlichkeiten und Chancen

Héaufig wird in der Praxis, z.B. bei Gliicksspielen, eine Wahr-
scheinlichkeit durch eine Gewinnchance angegeben.
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1
1 6
16 1/6
16 -« v v v e 116
0 1/2 1/21 0 112 1/2 |
112 112 112 1/12
1
0 1
12 1/2
1/2 1/2
11/6 1/66 1 1/6 1/66
1112 - - - - - 17M2 112 - - - - - 1/12

Abbildung 2.7: Kartesisches Produkt als Wahrscheinlichkeits-
baum

Definition 2.4.1 Wir sagen, die Chance fir das Ereignis M
ist r: s, falls fir die Wahrscheinlichkeit P(M) fir das Ereignis
M gilt
P v
P(M) s
Gegeben P(M) ist also
T P(M)

s 1-P(M)
Umgekehrt, gegeben die Chance r: s fiir M, erhalten wir mit

P(M) = =(1- P(M)) = = - =P(M)

dass

1=

s r
PO =+ 1 r+s

vl
+
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Beispiel 2.4.2 Bei einem Gliicksspiel ist die Gewinnchance
1:5

es gilt damit fiir die Gewinnwahrscheinlichkeit p, dass

1
- —(1-
p 5( p)
also ist
_1
p—6-

Wir kénnten das Spiel also durch Wiirfeln realisieren, wobei wir
gewinnen falls eine 6 gewdrfelt wird.

Siehe auch Aufgabe 2.8.

2.5 Zufallsvariablen

Oft will man bei einem Zufallsexperiment nur eine aus den Er-
gebnissen abgeleitete Grofse untersuchen. Dazu betrachtet man
eine Abbildung, die einem Ergebnis die abgeleitete Grofe zuord-
net, und hier die Wahrscheinlichkeit mit der diese Grofe einen
bestimmten Wert annimmt.

Definition 2.5.1 Auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
mit Ergebnisraum Q0 und Wahrscheinlichkeitsfunktion

m: ) - Ry
ist eine Zufallsvariable X eine Abbildung
X:Q->N

i eine Menge N, die als Bildraum von X bezeichnet wird.
Die Verteilung der Zufallsvariable X im Bildraum N ist
gegeben durch die Funktion

mx: N - R0
n = PXT({n}))

wir bilden also das Urbild von n unter der Abbildung X und von
diesem Ereignis die Wahrscheinlichkeit.
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Notation 2.5.2 Man verwendet auch die Notation

P(X =n)=mx(n) = P(X*({n})).
Bemerkung 2.5.3 1) Nach der gilt

P(X=n)= ) mw).

we
X(w)=n
2) Es gilt
> P(X=n)=1.
neN
Beweis.

1) Ist klar nach der Definition des Urbilds
X1({n})={weQ| X(w)=n}cQ

und der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen.

2) Gilt, da
ZJ:VP(X =n)= ZJ:V Z(:z m(w) = Z;Zm(w) =1

X (w)=n

wobei wir verwenden, dass mit der Abbildungseigenschaft
von X die Urbilder verschiedener n disjunkt sind. Man be-
achte, dass P(X = n) nur fiir abzdhlbar viele n ungleich
0 ist und die Summe nicht von der Summationsreihenfol-
ge abhéngt, da die Reihe ¥ .o m(w) nach Voraussetzung
absolut konvergiert.

Beispiel 2.5.4 Durch die identische Abbildung erhalten wir stets
eine Zufallsvariable.

Beispiel 2.5.5 Fliir den 2-maligen Wurf mit einem fairen Wiir-
fel ist
Q={1,...,6}*
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und L1
") =5 = 36
fir alle w = (a,b) € Q. Die Zufallsvariable
X: Q - N={2..12)
(a, b) = a+b

bildet auf die Augensumme ab. Um die Verteilung auf N zu be-
rechnen, bestimmen wir die Anzahl der geordneten Partitionen
von n € N in zwei Summanden > 0. Beispielsweise st

X7 ({41) ={(1,3),(2,2).3. 1)}
also die Wahrscheinlichkeit Augensumme 4 zu wirfeln gleich

1

POCH () = o= o

Nach Satz 1.9.21 gibt es

-1
R
2-1
solche Partitionen. Fiir n > 7 ist der Satz aber nicht auf unser
Problem anwendbar, da wir auch Partitionen wie 8 =1+ 7 zih-

len wiirden, die beim Wiirfeln nicht auftreten konnen. Allerdings
haben wir eine Bijektion

Q-Q
(aﬂb)'_)(?_a??_b)

Diese bildet Ergebnisse mit Augensumme n auf Ergebnisse mit
Augensumme 14 —n ab, etwa

(6,5) = (1,2).

Statt Partitionen vonn > 7 konnen wir also auch Partitionen von
14 —n < 7 zdhlen. Das folgende Diagramm listet alle Elemente
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von ) auf

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
21(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
31(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
41 (4,1) (4,2) (4,3) (4,49 (4,5 (4,6)
51(51) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
61](6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
7 8 9 10 11 12

wobei die Augensumme der jeweiligen Diagonalen in rot notiert
ist. Wir erhalten also auf N die Verteilung

n (2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
XT{n)H[1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(X=n) [% 3% % 3 % 3 % % 3% 3 3

2.6 Erwartungswerte

Wenn wir einen Las-Vegas-Algorithmus wie den randomisierten
Quicksort-Algorithmus betrachten, dann stellen sich zwei Fra-
gen: Was ist die worst-case Laufzeit, und was ist die mittlere
Laufzeit? Die erste der beiden Fragen haben wir schon in Pro-
position 2.2.2 beantwortet. Die zweite Frage ist die in der Praxis
wichtigere: Wir werden eine randomisierte Version von Quicksort
typischerweise dann einsetzen, wenn viele Vergleiche notwendig
sind, also fiir groke Mengen. In diesem Fall konnen wir erwarten,
dass sich ungliickliche und gliickliche Wahlen der Pivotelemen-
te liber die Gesamtlaufzeit herausmitteln. Wir werden die Frage
nach der mittleren Laufzeit beantworten, indem wir den Begriff
des Erwartungswerts einfiihren.

2.6.1 Mittelwert und Erwartungswert

Beispiel 2.6.1 In Beispiel 2.1.2 hatten wir 10-mal gewiirfelt
und die Sequenz von Ergebnissen

6,3,5,3,1,1,3,4,2,1
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erhalten. Der Mittelwert der Ergebnisse ist

2 1
£:1—0(6+3+5+3+1+1+3+4+2+1)
1 1 1 1
:1-3+2-—+3-i+4-—+5-—+6-—.
10 10 10 10 10 10

wobet wir in der zweiten Gleichung nach den Wiirfelergebnissen
sortiert haben. Die relative Hdaufigkeit eines Ergebnisses gibt
an, welcher Anteil der Ezperimente zu diesem Ergebnis gefiihrt
hat. In unserem FExperiment haben wir die Zahlen 1,...,6 mit

den folgenden relativen Hdaufigkeiten erhalten

|1 2 3 4 5 6
relative Hiufigkeit | &5 & &+ % 1 1o
die in der obigen Summe als Faktoren vor den Ergebnissen1,...,6

stehen. Da jedes Ergebnis 1,...,6 beim Wiirfeln gleich wahr-
scheinlich ist, wiirden wir in einem idealen Experiment erwarten,
dass bei 10 Wiirfen jede Zahl mit relativer Hdufigkeit

10-3 1

10 6

auftritt. Ersetzen wir im Mittelwert die gemessenen relativen
Hdaufigkeiten mit den theoretischen relativen Hdufigkeiten, also
mit den Wahrscheinlichkeiten der jeweiligen Ergebnisse, dann
erhalten wir den Erwartungswert

1-=+2-—-+3-=+4-—+5-—-+6-=-=

1 .1 1 1 _1 1 7
6 6 6 6 6 6 2

Beu einer tatsdachlichen Durchfihrung des Experiments kann
natirlich alles passieren, wir konnten etwa tmmer eine 6 wiirfeln,
was zu relativen Haufigkeiten

|1 2 3 456
relative Hdaufigkeit ‘ 0 000 01
fiihren wiirde. Im Gesetz der groffen Zahlen werden wir zeigen,

dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein solches seltsames Ergebnis
mit der Anzahl der Wiirfe tatsdchlich gegen 0.
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Zunachst miissen wir aber erst einmal formal den Begriff
des Erwartungswerts einfithren. Eine wesentlich Beobachtung ist,
dass wir bei der Bildung des Mittelwerts oder Erwartungswerts
Ergebnisse mit ihren relativen Haufigkeiten bzw. Wahrscheinlich-
keiten multiplizieren und die Resultate dann addieren miissen.
Dies ist gewahrleistet, wenn die Werte der betrachteten Zufalls-
variable in einem R-Vektorraum liegen.?

Definition 2.6.2 Sei Q) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
mit Wahrscheinlichkeitsfunktion m : £ — Ry,

X: Q- N

eine Zufallsvariable mit N ein R-Vektorraum. Der Erwartungs-
wert von X st dann

E(X) = %X(w)-m(w),

falls diese Summe existiert und eindeutig ist. Anderenfalls sagen
wir, dass X keinen Erwartungswert hat.

Bemerkung 2.6.3 Wir verlangen hier, dass fiir jede Abzihlung
von ) die entsprechende Reihe (beziiglich einem sinnvollen Kon-
vergenzbegriff in N ) konvergiert und denselben Grenzwert liefert.

Wir werden uns nur fir die folgenden unproblematischen Fdl-
le interessieren:

e Ist Q) endlich, dann ist auch die Summe endlich.

e [st N c R eine Teilmenge der reellen Zahlen und

D, X(w) m(w)

weN

2Man beachte: Gemessene relative Hiufigkeiten sind stets in Q, zur Bil-
dung eines Mittelwerts reicht also eine Q-Vektorraumstruktur. Fiir Wahr-
scheinlichkeiten lassen wir Werte in R zu. Eine irrationale Wahrscheinlich-
keit konnen wir also in jedem Fall nur ndherungsweise als relative Haufigkeit
erhalten.

Man beachte auch: Tatséchlich bilden wir bei Mittelwert und Erwartungs-
wert nur sogenannte Konvexkombinationen von Elementen n; € N also Sum-
men Y, n; -m; wobei >, m; =1 und alle m; > 0. Es reicht also zu fordern,
dass N konvex ist, d.h. alle Konvexkombinationen von Elementen von N
wieder in NV liegen.
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absolut konvergent, dann ist der Grenzwert unabhdngig von
der Summationsreihenfolge.?

In anderen Situationen als diesen ist es sinnvoll, ein axio-
matisches Konzept von Wahrscheinlichkeitsrdumen zu verwen-
den (siehe Abschnitt 5.1 im Anhang) und dann in der jeweiligen
Situation zu zeigen, wie dieses Konzept realisiert werden kann.

Bemerkung 2.6.4 Ist () selbst ein R-Vektorraum, dann kénnen
wir insbesondere fiir die Zufallsvariabele die identische Abbildung
X =1id nehmen und sprechen dann von dem Erwartungswert

E(m):=E(d) = z;)w -m(w)

des durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion m beschriebenen Zu-
fallsexperiments.

Bemerkung 2.6.5 Den Erwartungswert in Definition 2.6.2 kon-
nen wir auch tiber eine Summe tm Bildraum von X bestimmen,
denn nach Bemerkung 2.5.3 gilt

P(X=n)= ) m(w)
wef
X (w)=n
und nach Voraussetzung dirfen wir bei Fxistenz des Erwartungs-
werts von X umsortieren, also ist

E(X)= ¥ X(w) m(w)

wef
= > n-P(X =n)
neN

indem wir alle Summanden mit X (w) = n fir festes n zusam-
menfassen und n ausklammern. Man beachte, dass P(X = n)
nur fiir abzdhlbar viele n ungleich 0 ist.

3Wir erinnern uns: Falls eine Reihe konvergiert, aber nicht absolut kon-
vergiert, dann kann man durch Umordnen jeden Grenzwert erreichen kann.
Ein schwicherer Konvergenzbegriff als absolute Konvergenz macht im Fall
N =R also keinen Sinn.
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Beispiel 2.6.6 Sei X die Anzahl von Kopf bei einem 4-maligen
Minzwurf (wobei wir O fiir Kopf und 1 fiir Zahl schreiben). Dann
haben wir die ensprechenden Ergebnisse und Wahrscheinlichkei-
ten

n 0 1 2 3 4
w mit X(w)=mn| 1111 1110 1100 0001 0000
1101 1001 0010
1011 0011 0100
0111 1010 1000

0101
0110
P(X =n) ¥ ¥ ¥ ¥ o7
Der Erwartungswert ist also
BE(X) =3 X(w) m(w)
we)
1
=0- i
1 1 1 1
+1?+1?+1?+1?
1 1 1 1 1 1

+2?+2?+2?+2?+2?+2§

+3-—=+3- = +3-—=+3-

+4-—
=2

oder als Summe im Bildraum nach Bemerkung 2.6.5

E(X)= Z n-P(X =n)
neN
1 4 6 4 1
:0§+1§+2§+3?+4?:2
Wenn man im Ergebnisraum summiert, muss man also oft mehr

Summanden betrachten, da mehrere Ergebnisse w zum selben
Wert X (w) fihren kénnen.
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Beispiel 2.6.7 Wir werfen eine Miinze bis zum ersten mal Kopf
kommt. Nach Beispiel 2.5.3 ist der Ergebnisraum Q = Nu{oo}
mit Wahrscheinlichkeitsfunktion

1 n
m(n) = (5)
und m(oo) = 0. Der Erwartungswert des Experiments ist also
|
n=1 2n

Ableiten der geometrischen Reihe gibt

00 . ooxn’: 1
P (Z ) 1=a)

also

Zn:c = —(1 x)Q

n=1

Damit erhalten wir

1
2

> 1
E(m) —nz::ann e 2.
Beispiel 2.6.8 FErwartungswerte miissen nicht existieren: Falls
bei dem Miinzwurfexperiment aus Beispiel 2.6.7 beim n-ten Wurf
zum ersten Mal Kopf kommt, dann gewinnen wir 2" €. Den er-
warteten Gewinn kénnen wir also mit der Zufallsvariable X (n) =
2" aqusdricken als den Erwartunswert

B(X) = ZQn i _

Die Reihe konvergiert nicht, der Erwartungswert existiert also
nicht. Tatsdchlich divergiert die Reihe bestimmt gegen unendlich,
falls man dieses Spiel lange genug spielt, wird man also beliebig
reich. Siehe dazu auch Ubungsaufgabe 2.11, wo wir bericksichti-
gen, dass es auf der Welt nur maximal etwa 247 € Geldmittel als
Gewinn existieren.
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Beispiel 2.6.9 Kdonnen wir den Mittelwert der Zahlensequenz
6,3,5,3,1,1,3,4,2,1

als Erwartungswert eines Zufallsexperiments erhalten? Dazu be-
trachten wir das Zufallsexperiment, das aus den obigen Zahlen
zufillig eine auswdhlt und die Zufallsvariable, die diesen Wert
ausqgibt, d.h. wir setzen

Q={1,...,10}
und
m(i) = —
10
fir alle i € Q und definieren die Zufallsvariable X : Q - {1,...,6}
durch
i |12
X(@)|6 3

3 4 5 6
5 3 1 1

w| ~

8 9 10
4 2

1

I

Als Programm in MAPLE kénnen wir das Experiment z.B. wie
folgt durchfiihren:
L:=[6,3,5,3,1,1,3,4,2,1];

i:=rand(1..10)();

9
L[i];
2
Der Erwartungswert von X st dann genau der Mittelwert:
1 29
E(X) :E(6+3+5+3+1+1+3+4+2+1) =10

Beispiel 2.6.10 Wir bestimmen den Erwartungswert fiir die Au-
gensumme bei zweimaligem Wiirfeln. Wie in Beispiel 2.5.5 ist
also

O={1,...,6)
mit ] ]
m(w)=@=%

und wir missen den Erwartungswert der Zufallsvariable

X: Q - N={2,...,12}
(a,b) = a+b
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bestimmen. Entsprechend der Tabelle in Beispiel 2.5.5 ist

1 9 3 4 5
F(X)=2 —+3. 2 4+4.2 +5. 5 46. 2
(X)=2-55+3 35 +4 3575357635

+7-E
36
+8~2+9-i+10-3+11-3+12-i
36 36 36 36 36

Fiir weitere Beispiele siehe die Ubungsaufgaben 2.12, 2.13
und 2.14.

2.6.2 Linearitiat von Erwartungswerten

Beispiel 2.6.11 Fiir zweimaliges Wiirfeln betrachten sei

X: Q - N={2,...,12}
(a,b) = a+b

wie in Beispiel 2.60.10 die Zufallsvariable, die die Augensumme
berechnet. In Beispiel hatten wir den Erwartungswert E(X) aus
der Verteilung von X berechnet (diese Verteilung hatten wir in
Beispiel 2.5.5 bestimmt). Wie wir im folgenden sehen werden,
lasst sich diese Rechnung signifikant vereinfachen. Dazu zerlegt
man X in eine Summe von Zufallsvariablen

X0 Q- N={2,...,12}
(a,b) ~ a
und
Xo: Q> N={2,...,12}
(a,b) ~ b
die die Augenzahl beim ersten und zweiten Wiirfeln reprisentie-

ren. Fs gilt dann
X = Xl + X2

in dem Sinne, dass

X(w) = X1(w) + Xo(w).
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Die Erwartungswerte von X1 und X, also den Erwartungswert
fur die Augenzahl bei einmaligem Wiirfeln hatten wir schon in
Beispiel 2.6.1 als

1 1 1 1 1 1 7
E(X)=E(X)=1--4+2--+4+3.—4+4--+5.-4+6-- = —
(X1) (X2) 6+ 6+3 6+ 6+5 6+6 63

bestimmt. Nach Beispiel 2.6.10 st
E(X) =1,

wir konnten uns also die Frage stellen, ob vielleicht
E(Xl + XQ) = E(Xl) + E(XQ)

Im folgenden Satz zeigen wir, dass diese tatséchlich immer
gilt. Sei im folgenden 2 ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
mit Wahrscheinlichkeitsfunktion m : 2 - Ry.

Satz 2.6.12 Seien X1 :Q - N und X5 : Q - N Zufallsvaria-
blen, fiir die jeweils der Erwartungswert existiert. Die Summe
X1+ Xy der Zufallsvariablen ist definiert als die Zufallsvariable

X1+X2: Q - N
w o~ Xj(w)+Xe(w)

Dann existiert auch der Erwartungswert von X+ Xs und es gilt
E(Xl + XQ) = E(Xl) + E(Xg)
Beweis. Es ist mit Bemerkung 2.6.5

E(X)+X) = Y (X + Xo) (w) -m(w)

we)
- ¥ () + X)) ()
- B () ) + o) ()
) ZQXl(w) -m(w) + ZQXz(W) -m(w)
= E(Xl) + E(XQ)

Dabei folgt (*) mit den Rechenregeln fiir konvergente Reihen
(wie wir sie zumindest in dem fiir uns interessanten Fall von
Reihen mit reellen Summanden in der Analysis kennengelernt
haben). m
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Bemerkung 2.6.13 Mit Induktion gilt fiir Zufallsvariablen X; :
Q- N, dass

E(Xi+...+X,)=E(X)+...+ E(X,).

Bemerkung 2.6.14 Ist ce R und X : Q - N eine Zufallsvaria-
ble, dann erhalten wir eine Zufallsvariable

c-X: Q@ - N
w o~ ¢ X(w)

Falls E(X) existiert, dann auch E(c-X), und es gilt
E(c-X)=c-E(X).
Beweis. Es gilt

E(c-X)= %C-X(w)-m(w)
@e. %X(w) -m(w)

=c- E(X).
wobei (*) mit den Rechenregeln fiir konvergente Reihen folgt. m

Beispiel 2.6.15 Wir berechnen den Erwartungswert der Anzahl
von Zahl bei einem 4-maligen Minzwurf auf einfachere Weise als
in Beispiel 2.0.6 (wobei wir 0 fiir Kopf und 1 fiir Zahl schreiben):
Dazu betrachten wir 4 Zufallsvariablen Xy,..., X4:Q={0,1}* -
N ={0,1} mit

Xi(wl, ce ,W4) = W

und die Wahrscheinlichkeitsfunktion
1
m(0) =m(1) = 3
Die Variable X; gibt also die Anzahl von Zahl in einem einzelnen
Miinzwurf an und hat den Erwartungswert
1 1 1

B(X;)=0-=+1-==—.
(Xi)=0-5+1-5 =7
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Die Variable X, + ...+ X4 beschreibt also die Anzahl von Zahl
bei einem 4-maligen Minzwurf und fir den Erwartungswert gilt
nach Satz 2.6.12

E(X1+...+X4) :E(X1)+...+E(X4)
1 1 1 1
= —+—+—+-—=2.
2 2 2 2
Beispiel 2.6.16 Die Zufallsvariable X beschreibe die erwarte-
te Anzahl an Rekordsommern innerhalb von n Jahren. Mit den
Zufallsvariablen

Xy, X, :{0,1}" > N ={0,1}
definiert durch

| 1 falls das i-te Jahr ein Rekordjahr war
Xi(w) = { 0 sonst

konnen wir X schreiben als

X = ZXZ
i=1
Wenn wir davon ausgehen, dass der Rekordsommer iiber eine
Zahl von i Jahren gleichwahrscheinlich in jedem der Jahre auf-
tritt, d.h.
i |1 2 3

P(X;=1)[1 5 3
also das erste Jahr ist trivialerweise das Rekordjahr, das zweite
Jahr ist mit Wahrscheinlichkeit % heiffer als das vorhergehende
und so weiter, dann haben wir

1 1 1
E(X;)=1-2+0-(1->)==-.
(X) =12 +0-(1- =) ==

Somit ist
Ly |

B(X)= Y B(X) =)
i=1 )
die n-te harmonische Zahl

Hn::i

i=1

1

l
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Die erwarteten Anzahlen von Rekordsommern innerhalb von 5,
10 bzw. 100 Jahren sind also

Hy = 21 ~ 228
H10 = % R 2.93
H100 ~ 5.19.

Siehe auch die Ubungsaufgaben 2.14 und 2.15.

2.7 FErwartete Abweichung vom Erwar-
tungswert: Varianz und Standard-
abweichung

Die Varianz ist ein Mafs fiir die Streuung der Ergebnisse um den
Erwartungswert. Sie misst, welche Abweichung der Ergebnisse
einer Zufallsvariable X : 2 - N vom Erwartungswert im Mit-
tel zu erwarten ist. Die Varianz ist also wieder ein Erwartungs-
wert, allerdings fiir eine Zufallsvariable, die die Abweichung von
X vom Erwartungswert F(X) liefert. Man kénnte nun denken,
dass X — E(X) eine hierfiir sinnvolle Zufallsvaraible sein konnte,
jedoch ist nach Satz 2.6.12

E(X - E(X)) = E(X) - E(E(X)) =0,

denn die konstante Zufallsvariable Y = E(X) hat wieder den
Erwartungswert

E(Y)=1-B(X) = E(X)

Beschrinken wir uns wieder auf den Fall N = R, dann ist das
Quadrat (X - F(X))? ein sinnvolles Mafs fiir die Abweichung,
denn diese Grofe ist das Quadrat des Euklidischen Abstands.

Wir bemerken: Das Quadrat ist leichter zu handhaben als der
Betrag |X — E(X)| der Abweichung, denn die Betragsfunktion
ist nicht differenzierbar, was z.B. zu Problemen fiihrt, wenn man
Extremwerte bestimmen mochte.

Definition 2.7.1 Sei Q ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
mit Wahrscheinlichkeitsfunktion m : 0 - Ryg und X : Q - R
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eine Zufallsvariable, fir die der Erwartungswert existiert. Die
Varianz von X st

V(X):=E((X - E(X))*)

falls dieser Erwartungswert existiert. Anderenfalls sagen wir, dass
die Varianz nicht existiert. Die Standardabweichung von X ist

o(X)=yV(X).

Man beachte: Wiirden wir die Wurzel vor Berechnung des
Erwartungswerts ziehen, dann erhielten wir den Betrag des Ab-
stands, denn V2 = |z|.

Bemerkung 2.7.2 Die Standardabweichung fiihrt man ein, da
in der Prazis die Werte einer Zufallsvariable X oft mit einer
Einheit kommen (etwa cm) und die Varianz als Quadrat eine
davon abweichende Einheit hat (in unserem Beispiel ecm?). Die
Standardabweichung hat wieder dieselbe Einheit wie die Werte
von X.

Bemerkung 2.7.3 FEs gilt

V(X)=E(X - E(X))*)
=) (X(w) - E(X))? - m(w)

we
= ¥ (n- B(X))? P(X =n)

neN

wobei nach Voraussetzung die erste Summe absolut konvergent
ist, ebenso die zweite Summe (man beachte: in dieser Summe
sind nur abzdhlbar viele Summanden #0).

Bemerkung 2.7.4 Zur Konvergenz der Varianz: Konvergiert

die Summe
E(X) = %X(W) -m(w)

zur Berechnung des Erwartungswerts absolut, dann muss

>, (X(w) - E(X))? - m(w)

we)

nicht notwendig konvergieren, siehe Aufgabe 2.16.
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Beispiel 2.7.5 Wir werfen einen Wiirfel und X beschreibe die
Augenzahl, also Q ={1,...,6} und X (w) =w. Der Erwartungs-
wert war

1 1 1 1 1 1 7
E(X)=1--+92.= 44 Lz =L
(X) 6+ 6+3 6+ 6+5 6+66 5

Zur Bestimmung der Varianz berechnen wir die Verteilung der
Zufallsvariable X — E(X) und daraus die von (X - E(X))?2:

w 1 2 3

0B |-} -4 -}

w-EX)* |2 1 1 1

1N
ot
(@)

N No R | ] [V
ISISELSIE

Jetzt lasst sich die Varianz leicht ablesen als
25 9 1 1 9 25\ 1 35
V(X)—(Z+Z+Z+Z+Z+Z)6—5—2916666
und die Standardabweichung als
o(X)=1.707825...

Satz 2.7.6 Die Varianz von X ldsst sich aus den Erwartungs-
werten von X? und X berechnen als

V(X)=E(X?) - E(X)2.
Beweis. Mit Bemerkung 2.6.14 und Satz 2.6.12 ist
V(X) = E((X - E(X))*)
=B(X?-2-X-E(X)+E(X)?
=E(X?*)-2-E(X) -E(X)+E(X)?
= B(X?) - B(X)2

Bemerkung 2.7.7 Die Erwartungswerte E(X*) fir k € N be-
zeichnet man auch als die Momente von X. Die Existenz von
E(X*1Y) impliziert die Existenz von E(X*). Zum Beweis siehe
Aufgabe 2.19. Ezistiert E(X?) dann also auch V(X)) und E(X).
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Beispiel 2.7.8 Die Zufallsvariable X beschreibe wieder die Au-
genzahl beim Wurf eines Wiirfels. Dann hat X? die Verteilung

w |1 23 4 5 6
Xw)2|1 4 9 16 25 36

also ist
9 1 91
E(X):(1+4+9+16+25+36)6:E

und damat
91 (7\* 35
V(X)=E(X? —EXQ:——(—) = —.
(X) = B(XH) - B(X) ==~ (3) = 5

Satz 2.7.9 Ist X : Q2 - R eine Zufallsvariable fir die die Vari-
anz existiert und c € R, dann gilt

Vie-X)=c*V(X)

und
V(X +¢)=V(X).

Fiir den Beweis sieche Ubungsaufgabe 2.18.

2.8 Anwendung: Erwartete Laufzeit des
randomisierten Quicksort

Im Folgenden wollen wir beweisen, dass die erwartete Laufzeit
des randomisierten Quicksort-Algorithmus auf einer n-elementigen
Menge in O(nlog(n)) liegt. Wir codieren den Ablauf des Algo-
rithmus in einen Baum von Pivotelementen. Sei ) die Menge
aller dieser Baume. Die Zufallsvariable

X!Q—>N0

berechnet die Anzahl X (w) der Vergleiche des Algorithmus fiir
einen festgelegten Ablauf w.
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Lemma 2.8.1 Der Erwartungswert fir die Anzahl der Verglei-
che im randomisierten Quicksort-Algorithmus auf einer n-elementigen
Menge ist
2
E(X)= )

1<icgen J — 0 F 1

Beweis. In sortierter Form seien die Elemente der Menge gege-
ben als

Y1 < ... <Yp.

Wir definieren Zufallsvariablen

mit

X (w) = 1 falls im Lauf des Algorithmus y; mit y; verglichen wird
@)= 0 sonst

Im Quicksortalgorithmus wird in jedem Schritt die zu sortierende
Menge in zwei Teilmengen und das Pivotelement aufgeteilt. Zwei
verschiedene Elemente y; # y; werden also nie zweimal verglichen.
Somit ist

1<i<j<n

und damit nach Satz 2.6.12

B(X)= ¥ B(Xy).

1<i<j<n

Wir bestimmen nun die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Xj;
fiir ¢ < 7:

e Liegt ein Pivotelement zwischen y; und y;, dann werden
diese Elemente bei der Aufteilung nicht verglichen. Sie wer-
den in zwei verschiedene Teilmengen sortiert und deshalb
auch im Folgenden nicht mehr verglichen.

e Ist ein Pivotelement gleich y; oder y;, dann werden die
beiden Elemente verglichen.
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e Ist ein Pivotelement kleiner als y; oder grofer als y;, dann
werden die beiden Elemente bei der Aufteilung nicht vergli-
chen. Sie werden unsortiert in dieselbe Teilmenge sortiert,
miissen also durch Wahl eines weiteren Pivotelements ver-
glichen werden.

Wir konnen uns dies als ein Spiel vorstellen, bei dem wir
zufillig Elemente in
Y1, Yn
auswahlen. Gewinn bedeutet, dass ein Vergleich zwischen y; und
y; stattfindet, Verlust, dass kein Vergleich stattfindet. Das Spiel
endet (vom Standpunkt von y; und y;), sobald ein Element im
Bereich y;,...,y; gewdhlt wird. Wir gewinnen, falls y; oder y;
gewahlt werden, und wir verlieren falls ein Element im Bereich
Yis, - - - Yj—1 gewdhlt wird. Wird ein Element auferhalb des Be-
reichs y;, ..., y; gewéhlt, fahren wir mit dem Spiel fort. Somit ist
die Gewinnwahrscheinlichkeit gleich

2
j—i+1

oder anders ausgedriickt

2
j-i+1

P(Xi=1)=

Daraus folgt

2 2
j—1+1 J—1+1
2

joi+ 1l

]
Bemerkung 2.8.2 Aus dem Beweis des Lemmas sehen wir: Die

Wahrscheinlichkeit, dass y; mit y;,q verglichen wird ist

2
a+1

Die folgende Tabelle gibt diese Wahrscheinlichkeit fiir verschie-
dene a an:

a ‘ 1
Wahrscheinlicheit Vergleich y; mit y;iq ‘ 1

o= QO
alng s
Wi U

wing DN
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Bemerkung 2.8.3 Wir konnen also die Laufzeit des randomi-
sierten Quicksort-Algorithmus mit der i-ten harmonischen Zahl
H,; auch schreiben als

B(X) =Y. 2(H; - 1).

Beweis. Klar nach Bemerkung 2.8.2. Alternativ kénnen wir auch
nach Lemma 2.8.1 schreiben

j-1

B(X) _—
Smg-i+l

- 3 2(H; - 1).

J

Bemerkung 2.8.4 Fs ist keine geschlossene Formel fiir H,, be-
kannt.

Beispiel 2.8.5 Die erwartete Laufzeit des randomisierten Quick-
sort ist also

n 1 2 3 4 5 10 20 30 40
Moy 33w
E(X) 0 1 §N3 %9N5 %m? 24 ~71 =~128 =~190

Den Ausdruck in Lemma 2.8.1 werden wir jetzt noch abschét-
zen und in eine Laufzeitklasse einordnen. Dazu zeigen wir:

Lemma 2.8.6 Fiir die n-te harmonische Zahl
Ly |

Hn = Z -
i=1
qilt

In(n) + 1 < H, <In(n)+1.
n

Beweis. Wir wenden dazu das nachfolgende Lemma 2.8.7 fiir
die monoton fallende Funktion
N
f(i) = 7
an. m
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Lemma 2.8.7 Ist f : R,y = R,y eine monoton fallende Funk-

tion,
5= 3 1(0)
und "
I, = f1 f(x)dz
dann gilt

In+f(n)<S, <L, + f(1).
Ist f monoton steigend, dann gilt analog
I+ f(1)<S, <L, + f(n).

Beweis. Wie Abbildung 2.8 zeigt, ist S,,— f(1) eine Untersumme
von [,,. Wie Abbildung 2.9 zeigt, ist S,, — f(n) eine Obersumme

A

f1)

\ 4

0 1 2 3 e n-2 n-1n

Abbildung 2.8: Untersumme von f(z) auf [1,n]

o /(;n_l f(x+1)dx.

Mit der Substitutionsregel gilt aber

/On_lf(x+1)dx: [nf(x)daszln.
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\ 4

0O 1 2 3  eeees n-2 n-1n

Abbildung 2.9: Obersumme von f(z + 1) auf [0,n - 1]

Wir erhalten also

Sn - f(]') < ]n
I,<S, - f(n)
d.h.
I+ f(n) < Su < I + f(1).

Die Ungleichungen fiir eine monoton steigende Funktion beweist
man analog. m

Satz 2.8.8 Der Erwartungswert fiir die Laufzeit des randomi-
sierten Quicksort-Algorithmus auf einer n-elementigen Menge ist

in O(nlog(n)).

Beweis. Wir haben nach Bemerkung 2.8.3 und Lemma 2.8.6,
dass

B(X) = Y. 2(H; - 1)

<2-n-(H,-1)
<2-n-In(n).
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n
Ohne Beweis bemerken wir:

Bemerkung 2.8.9 Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl
der Vergleiche in einem Lauf des randomisierten Quicksortalgo-
rithmus auf einer n-elementigen Menge. Dann gilt fir die Vari-
anz von X, dass

V(X)=7n%-4(n+1)2H —2(n+ 1)H, + 13n

wobei

M-

Il
—_

H, =

<L

wieder die n-te harmonische Zahl bezeichnet und
k) _ L
AP =y 1

-1

fur die n-te harmonische Zahl von Ordnung k steht. Standardab-
weichungen fir die Laufzeit fiir verschiedene n g¢ibt die folgende
Tabelle:

n=‘1 2 3 4 5 10 20 30 40

24

E(X ‘0 1 3 5 724 71 128 190

R

o(X) =/V(X) \0 0 047 089 14 39 10 16 22

2.9 Unabhangigkeit

2.9.1 Ubersicht

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob es eine zu
E(X1 + XQ) = E(Xl) + E(XQ)

vergleichbare Formel auch fiir das Produkt von Zufallsvariablen
X,;: Q- N gibt, also ob

E(Xl 'X2) = E(Xl) ) E(X2)-
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Wir bemerken zunéchst, dass sich die Frage nur stellt, falls das
Produkt
X1 : X2 Q0 - N
w o~ X(w) Y(w)

Sinn macht, d.h. falls wir das Produkt X (w) - Y (w) berechnen
kénnen. Dazu fordern wir, dass IV nicht nur die Struktur eines R-
Vektorraums hat, sondern auch die eines Rings, also dass N eine
R-Algebra ist. Wie das folgende Beispiel zeigt, ist E(X; - X3) =
E(X1)- E(X3) im Allgemeinen nicht richtig:

Beispiel 2.9.1 Wir betrachten wieder einen Minzwurf mit Er-
gebnisraum

02={0,1}
und Wahrscheinlichkeitsfunktion

m(0) =m(1) = %

Die Zufallsvariable X, definieren durch

Xl(O) = ]_
Xl(l) :O
und die Zufallsvariable Xy durch
X5(0)=0
Xg(l) = 1
Dann st
1 1 1
E(Xl)—0§+1§—§
1 1 1
E(Xy)=1-—+0-===.
(Xo)=1-5+0-5=3

Dagegen 1st X1 - Xo =0 also auch
1
E(X1 : XQ) =0+ Z = E(Xl) : E(XQ)

Das Problem in dem Beispiel ist, dass die Zufallsvariablen X;
und X5 nicht unabhéngig voneinander sind, tatsachlich gilt

X1 =1-X,.

Wie kann man eine solche Situation ausschliessen?
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2.9.2 Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Notation 2.9.2 Fiir Zufallsvariablen Xy : Q2 - Ny und X : Q) —
Ny bilden wir die Zufallsvariable

(XlaXQ) 10— Ny x Ny
Fiir die Verteilung dieser Zufallsvariable schreiben wir auch
P(X1 = nl,XQ = 712) = P((Xl,Xz) = (nl,ng)).

Definition 2.9.3 Die Zufallsvariablen X; : Q - Ny und Xs :
Q) - N, heiffen unabhdngig, wenn

P(X1 :nl,Xg :77,2) = P(X1 :nl) P(X2 = TLQ)
fiir alle (n1,mn2) € Ny x Ns.

Beispiel 2.9.4 Wir werfen dreimal eine Minze, also Q = {0,1}3,
wober 0 fiir Kopf und 1 fir Zahl steht. Die Zufallsvariablen

Xl 0 - {0,1}

1 falls die Anzahl von Kopf gerade
w 0 sonst

und

XQ Q- {O, 1}
1 falls die ersten beiden Wiirfe dasselbe
w Ergebnis haben
0 sonst

haben die Werte
w ‘OOO 001 010 100 011 101 110 111

Xiw)| o 1 1 1 0 0 0 1
Xow)| 1 1 0 o0 0 0 1 1

also die Verteilungen

n ‘O 1 n ‘0 1
P(Xi=n)| 4 4 P(Xs=n) |} 4
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Die Zufallsvariable (X1, X2) hat die Verteilung

134

(n1,m2) (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
w mit X1(w) =ny und Xs(w)=ne | 011 010 000 001
101 100 110 111

P(X1=n1,X5=mny) : i ! L

Es qilt also stets

1
P(X1=n1,X2=n2)=Z= =P(X;=n1) - P(X5=ny),

1
2
d.h. X1 und Xo sind unabhdangig.

DO | —

Beispiel 2.9.5 Fiir den Minzwurf im vorangegangenen Beispiel
nimmt die Zufallsvariable

X3: Q@ - {0,1,2,3}
w +—  Anzahl der Wiirfe von Zahl

die Werte

w ‘000 001 010 100 011 101 110 111
Xg(w)‘o1112223

an, hat also die Verteilung

n ‘0 1 2 3
P(X;=n)

oolwo

3 1
8 8

o=

Die Variablen Xo und X3 sind nicht unabhdngig, denn wir haben
zum Beispiel

w mit Xo(w) =1 000 001 110 111
w mit X(w) =2 011 101 110
w mit Xo(w) =1 und X3(w) =2 110
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also ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten beiden Wiirfe das
selbe Ergebnis liefern und genau 2-mal Zahl kommt

1
P(X2:1,X3:2):§,

jedoch das Produkt der Wahrscheinlichkeit, dass die ersten bei-
den Wiirfe das selbe Ergebnis liefern und der Wahrscheinlichkeit,
dass genau 2-mal Zahl kommt

13 3 1
P(X2:1)P(X3:2):__ i—

Bemerkung 2.9.6 Wir kénnen uns Unabhdngigkeit von X, :
Q- Ny und X5 :Q - Ny auch so vorstellen: Die Verteilung von
(X1, X>2) wverhdlt sich als ob X1 und Xy auf zwei verschiedenen
Kopien von Q definiert sind, und wir die Zufallsvariable

x> Ny x Ny, (w1,w2) > (XI(W1)7X2(W2))

betrachten: Da X1 nur von wy abhdngt und Xo nur von ws, gilt
nach Bemerkung 2.3.18 dann, dass

P((Xl,XQ) = (nl,ng)) = P(X1 = nl) P(XQ = 7’L2).

2.9.3 Erwartungswert des Produkts von unab-
hangigen Zufallsvariablen

Fiir die Untersuchung des Produkts von Zufallsvariablen X, :
) - N beschranken wir uns im Folgenden auf den Fall N = R,
da wir hier die Konvergenzfragen verstehen.

Satz 2.9.7 Sind X, :Q - R und X5 : Q2 > R unabhingige Zu-
fallsvariablen fir die die Erwartungswerte existieren. Dann gilt

E(Xl 'Xz) = E(X1) ’ E(XQ)'

Beweis. Wir bemerken, dass die Mengen N; = Bild(X;) und
N, = Bild(X3) abzdhlbar sind (da €2 abzdhlbar ist). Wir sortieren
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in Gleichung 2.2 die Elemente von 2 nach den Werten von X;
und X5 und verwenden in Gleichung 2.5 die Unabhangigkeit:*

B(X1-X2) = ), (Xi(w) - Xa(w)) -m(w) (2.1)

we

Z Z Z ny-ng-m(w) (2.2)

TL1€N1 TLQENQ we

X1 (w)=n1
Xo(w)=nz
= Z Z ny-na - Z m(w) (2.3)
n1€N1 n2€N2 X ((;JE?
1\Ww)=n1
Xo(w)=na

Z Z ny-ng - P(X7 =n1, Xo =ny) (2.4)

n1€N1 TLQENQ

= > > ming-P(Xi=m) -P(Xy=n2) (2.5)

TL1€N1 TL2€N2

( D n1~P(X1:n1))-( D ng.P(XQ:m))

ni1€N n2eNa
(2.6)

= B(Xy)- E(X3). (2.7)

Beispiel 2.9.8 Fir die Zufallsvariablen aus Beispiel 2.9./ hat
X1 - Xy die Verteilung

n 0 1
(n1,m2) mit ny +ngy=n | (0,0),(1,0),(0,1) (1,1)
P(Xl'Xan) % éll
und daher ist
3 1 1
E(X;-X5)=0-—+1-==-.
(X Xe)=0-g+l-3=7

4Fiir die Konvergenzfrage miissen diese Rechnung wie iiblich riickwirts
lesen: Wir haben in der Gleichung 2.6 und Gleichung 2.3 die Rechenregeln
fiir konvergente Reihen verwendet. Die Gleichheit 2.2 gilt, da wir wegen der
absoluten Konvergenz der Reihe umordnen diirfen (siehe auch Bemerkung
2.6.5).
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Mit
1 1 1
E(Xy)=0-—+1-===
(X1)=0-5+ 575
1 1
E(Xy)=0-—+1-===
(Xo)=0-5+1-5=3
gilt also
B X)) == 2 1 px)y B
1 A2) =0 =557 1 2).
Wir kénnen an dem Beispiel auch unseren Beweis nachverfolgen:
E(Xi-X5) = ) > ning-g
n1=0,1 n9=0,1
= Y Y npemeelid

n1=0,1 n2=0,1

= E2X1)E(X2)

2.9.4 Varianz von Summe und Produkt unab-
hangiger Zufallsvariablen
Wir diskutieren noch, wie sich die Varianz der Summe von Zu-

fallsvariablen verhélt. Im Allgemeinen kann man hier keine Aus-
sage treffen, fiir unabhéngige Zufallsvariablen haben wir jedoch:

Satz 2.9.9 Sind X, : Q) - R und X5 : Q2 > R unabhingige Zu-
fallsvariablen fiir die jeweils die Varianz existiert, dann gilt

V(X1 +X5) =V (X1)+V(Xy).
Beweis. Mit Satz 2.7.6, Satz 2.6.12 und Satz 2.9.7 gilt

V(X1 +Xo) = E((X; + X2)?) - (E(X; + X3))?
= B(X?+2X, Xo + X3) - (E(X)) + B(Xy))?
= E(X?) +2B(X1X2) + B(X3) - (BE(X1) + B(X»))?
~ B(X?) +2B(X,) E(X) + B(X3) - (B(X)) + E(X3))?
= B(X?) - E(X1)* + BE(X3) - E(X2)
=V(X1)+V(Xy).
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Beispiel 2.9.10 Fliir zweimal Wiirfeln, wobei X; die Augenzahl
des i-ten Wiirfels bezeichne, ist mit Beispiel 2.7.8 die Varianz
der Augensumme

35 35

V(X1+X2) =V(X1)+V(X2) =2 5=

und ebenso die Varianz der Augendifferenz

V(X1 -X5)=V(Xy)+V(-X3)
= V(Xl) + (—1)2 : V(XQ)
=V (X1 +Xy).

wobet wir Satz 2.7.9 verwendet haben.

Zum Abschluss geben wir noch eine Formel fiir die Varianz
des Produkts zweier unabhéngiger Zufallsvariablen. Der Beweis
ist Aufgabe 2.21.

Satz 2.9.11 Sind X; : Q - R und X5 : Q@ - R unabhdngige
Zufallsvariablen fir die jeweils die Varianz existiert, dann gilt

V(X1 -X0)=V(X1) E(Xy)+ E(X;y) V(X)) +V(Xy) - V(Xy).

2.10 Korrelation von Zufallsvariablen

2.10.1 Anwendungsbeispiel

In der Praxis werden Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Zu-
fallsvariablen statistisch gemessen, d.h. man zdhlt wie oft be-
stimmte Werte angenommen werden und verwendet statt Wahr-
scheinlichkeiten die relativen Haufigkeiten (wir wir schon in Bei-
spiel 2.6.1 gesehen haben ist z.B. der mit den relativen Haufigkei-
ten berechnete Erwartungswert der Mittelwert der Messwerte).

Nehmen wir an, wir wollen an einer Anzahl von Menschen
(etwa Teilnehmern einer Studie) untersuchen, ob zwischen be-
stimmten Eigenschaften ein Kausalzusammenhang besteht, etwa
zwischen den Zufallsvariablen (mit Wert 1 oder 0 je nachdem,
ob die jeweilige Eigenschaft zutrifft oder nicht)

X : die Person ist raucht
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X5 ¢ die Person bekommt Lungenkrebs
oder

X : die Person stirbt

Xy ¢ die Person ist zu Hause.

Zunéchst miissen wir uns klarmachen, dass wir durch solche
statistischen Messungen keine Kausalbeziehung beweisen kon-
nen. Wir werden feststellen konnen, dass es in beiden Féllen
einen starken Zusammenhang zwischen X; und X, gibt. Jedoch
gibt es im ersten Beispiel eine Kausalbeziehung, im zweiten Fall
sicher nicht. Man muss auch bemerken, dass eine Kausalbezie-
hung keine Implikation im mathematischen Sinne ist, denn es
gibt ja auch Raucher, die keinen Lungenkrebs bekommen.

Wie kann man nun einen Zusammenhang messen? Die ein-
fache Antwort ist die Unabhéngigkeit von X; : © — N; und
X5 : Q - Ny zu untersuchen. Bei einer Studie kennen wir fiir
jede Person w € €2 die Werte von X; und X5, also die Verteilung
von X; von X, und (X7, X5), also alle Wahrscheinlichkeiten

P(Xl :nl)
P(X2:n2)
P(X1 = TL17X2 = TZQ).

Wir konnten also testen ob
P(X1 = Tll,XQ = TLQ) = P(X1 = nl) P(X2 = nQ)‘

Bemerkung 2.10.1 Die Verteilung von (X1, Xs) bestimmt schon
die Verteilungen von X, und Xs, die sogenannten Randvertei-
lungen, denn

P(Xlznl): Z P(Xlznl,XQZTlQ).

no€Nag

Die Umkehrung ist i.A. nicht richtig, sie gilt genau dann, wenn
X1 und Xy unabhdingig sind.
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Beispiel 2.10.2 Wir schreiben die Wahrscheinlichkeiten P(X; =
ni, Xo =ng) in ein Diagramm, wobei wir X1 = 1 fiir Raucher und
Xy =0 fir Nichtraucher, und X5 =1 fiir Lungenkrebs und X5 =0
fiir keinen Lungenkrebs. Aus einer Studie erhalten wir die fol-
genden relativen Hdaufigkeiten

1 0 N9
1 10.038 0.262
0.002 0.698
ni

(siehe auch Ubungsaufgabe 2.22). Durch addieren der relativen
Hdiufigkeiten in den Spalten bzw. Zeilen erhalten wir mit Bemer-
kung 2.10.1 die Verteilungen von X, und Xs:

1 0 To
1 0.3 0.038 0.262
0 0.7 0.002 0.698
ny | P(X1=mn1)

Beispiel 2.10.3 In der obigen Verteilung gilt

P(X1=1)-P(X;=1)=0.04-0.3 = 0.012
£0.038=P(X;=1,X,=1)

Wir konnen also sagen, dass Xy und Xy nicht unabhdingig sind.

In der Praxis ist eine solche true-false- Aussage allerdings nicht
ausreichend. Das sieht man schon daran, dass gemessene relati-
ve Héaufigkeiten nie exakt sind, die Wahrscheinlichkeit, dass fiir
die gemessenen relative Haufigkeiten von unabhéngigen Zufalls-
variablen

P(Xlz’l’bl,XQZTLQ):P(XlZTLl)'P(XQZTLQ)

gilt, ist also praktisch gleich Null. In dem obigen Beispiel ist
ziemlich deutlich
0.012 < 0.038,

also Raucher erkranken wesenlich haufiger an Lungenkrebs als
man das fiir unabhéngige Zufallsvariablen erwarten wiirde (ndm-
lich die Wahrscheinlichkeit zu rauchen mal die Wahrscheinlich-
keit Lungenkrebs zu bekommen, also 0.04-0.3 = 0.012). Oft ist
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das aber nicht so klar. Wie kann man also einen Zusammenhang
zwischen zwei Zufallsvariablen quantifizieren? Dazu verallgemei-
nern wir zunéchst die Definition der Varianz.

2.10.2 Covarianz

Definition 2.10.4 Sind X, X5 : Q - R zwei Zufallsvariablen,
dann ist die Covarianz von X, und X,

Cov(X1, Xs) = B( (X1 - B(X1))- (Xa - E(X5)) ).

Bemerkung 2.10.5 1) Als Spezialfall erhalten wir die Vari-
anz

V(X) =Cov(X, X).
2) Offenbar ist
COV(Xl,XQ) = COV(XQ,Xl).

Analog zu Satz 2.7.6 haben wir (auf einem diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum €):

Satz 2.10.6 Fir zwei Zufallsvariablen X1, Xs:Q - R gilt
COV(XhXQ) = E(X1 . XQ) - E(Xl) . E(XQ)

Beweis. Folgt wieder mit Bemerkung 2.6.14 und Satz 2.6.12.
Der Beweis ist Aufgabe 2.23. =

Beispiel 2.10.7 Wie in Beispiel 2.9./ werfen wir dreimal eine
Miinze, also Q2 ={0,1}3, wobei 0 fir Kopf und 1 fiir Zahl steht.

e Die Zufallsvariablen X sei 1 falls die Anzahl von Kopf
gerade ist und 0 sonst.

e Die Zufallsvariable Xy sei 1 falls die ersten beiden Wiirfe
dasselbe Ergebnis haben und 0 sonst.
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Wir haben dann die Ergebnisse und Werte der Zufallsvaria-

blen
w 000 001 010 100 011 101 110 111
Xi(w) 0 1 1 1 0 0 0 1
Xo(w) 1 1 0 0 0 0 1 1
(X1-Xo)(w) | O 1 0 0 0 0 0 1
und damit die Verteilungen
n ‘ 0 1 n ‘ 0 1
P(Xi=n) |5 & P(=n)|d d

und
n [0 1
P(X:-Xo=n) |0

Die Erwartungswerte sind also

E(X1) = BE(X) = %

1
E(X; - X5)= 1
also nach Satz 2.10.6 die Covarianz von X1 und X,
11 1
Cov(X;, X9)==-=-~— =0
ov(X Xe) =557

Dies gilt allgemein fiir unabhéngige Zufallsvariablen:

Corollar 2.10.8 Fliir unabhdngige Zufallsvariablen X1, Xo : Q0 —

R ist
COV(Xl,XQ) =0.

Beweis. Folgt sofort aus Satz 2.10.6 und Satz 2.9.7. =

Beispiel 2.10.9 Bei zweimal Wiirfeln, wobei X, die Augenzahl
des ersten Wurfs und Xo die Augenzahl des zweiten Wurfs angibt,

qgilt fiir Augensumme und Augendifferenz

Cov(Xy + Xa, X7 - Xo) = E((X1 + Xo) - (X1 - X2))
-E(X1+Xy) - E(X;-X5)

=B(X?-X2)=0
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denn

E(X?-X3)=E(X?)-E(X])=0
E(X1 - XQ) = E(Xl) - E(X2) = O
da X1 und X5 dieselbe Verteilung haben.
Trotzdem sind X, und Xo nicht unabhangig: Wir bestimmen

dieweQ={1,...,6}2 mit (X;+ Xs)(w) =3 und die w € Q mit
(Xl.Xg)(w) =0:

w e mit (X, +Xo)(w) =3 | (1,2),(2,1)

weQ mit (X;-X2)(w)=0](1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5), (6,6)

also ist

P((X1+Xo)(w)=3) =2 =
P((X1-X5)(w) =0) =4 =

L
18
1

6

aber sogar

P(X) 4 X0) () =3, (Xy = X)(w) =0) =0% -2 <.

Siehe dazu auch Aufgabe 2.24.
Bemerkung 2.10.10 FEs ist
V(Xl + Xg) = V(Xl) + V(XQ) + ZCOV(Xl,Xg).

Insbesondere gilt die Gleichung V (X1+X3) =V (X1)+V (Xs) so-
gar wenn X und Xs nicht unabhdngig sind (wie in Satz 2.9.9),
sondern nur Cov(Xy, Xo) =0 ist. Tatsdchlich zeigt unsere Rech-
nung, dass die Gleichung eine Charakterisierung von Cov(Xy, X3) =

0 ust, d.h.

X1, Xy unabhingig =
COV(Xl,XQ) =0 = V(X1+X2) =V(X1)+V(X2)

Beweis. Die Aussagen (1) und (2) sind klar, die Aussage (3)
erhalten wir aus der Definition der Varianz und Satz 2.6.12, da
(X1 + X5 - E(X))-E(Xy))*=X?-E(X))*+ X2 - B(Xy)?

+ (Xl - E(Xl)) . (X2 - E(XQ))
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Beispiel 2.10.11 Wir bestimmen die fiir die Verteilung

1 0 %)
0.04  0.96 | P(Xs=n1)
1 0.3 0.038 0.262
0 0.7 0.002 0.698
ny | P(X1=n1)

aus Beispiel 2.10.2 die Covarianz. Die Verteilung von X1- Xy ist

n ‘ 0 1
P(X1-X5=n) \ 0.962 0.038

Wir haben also

E(Xl) = 03
E(X3) =0.04
E(X:-X5)=0.038

und damit
Cov(X1,X2) =0.038-0.3-0.04 =0.026.

Nach Corollar 2.10.8 kénnen wir also folgern, dass X1 und Xy
nicht unabhdngig sind. Aber was sagt uns diese Zahl sonst noch?

2.10.3 Korrelation

Das Problem der Covarianz liegt darin, dass unklar ist, was der
eigentliche Zahlenwert bedeutet. Wir miissen ihr relativ zu ei-
ner anderen Zahl sehen. Man vergleicht die Covarianz mit dem
Produkt der Standardabweichungen der Zufallsvariablen:

Definition 2.10.12 Sind X1, X5 : Q - R Zufallsvariablen mit
positiver Varianz, dann ist die Korrelation von X, und X,

Cov (X1, X53)

Corr( Xy, X3) = (X)) 0 (Xs)"

Die Bedingung positive Varianz stellt hier sicher, dass der
Nenner nicht 0 ist. Fir die Korrelation erhalten wir dann:
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Satz 2.10.13 Fir die Korrelation von zwei Zufallsvariablen X1, X5 :
Q - R mit positiver Varianz gilt

-1 < Corr(X;, X3) <1
sbesondere existiert die Korrelation.

Fir Corr(Xy, X3) > 0 heiften X; und X, korreliert, falls
Corr(X1,X3) < 0 dann antikorreliert. Ein Wert der Korrelati-
on nahe bei +1 zeigt an, dass die Werte von X; und X, stark
gleichférmig verhalten, ein Wert nahe bei -1, dass sich X; und
X stark gegensatzlich verhalten. Was ein Wert von 0 bedeutet
ist etwas diffiziler und wir werden darauf noch zuriickkommen
(wir haben schon gesehen daraus nicht folgt, dass X; und X5
unabhéngig sind, siehe Beispiel 2.10.9).

Beispiel 2.10.14 Vergleichen wir eine Zufallsvariable mit sich
selbst erhalten wir mit Bemerkung 2.10.5

V(X)
Corr(X,X)= ————"— =
) o) o ()
Beispiel 2.10.15 Fiir Beispiel 2.10.2 bestimmen wir die Vari-

anzen

V(X)) =E(X?)-FE(X)?=03-0.32=0.21
V(X3) = BE(X2) - E(X3)? =0.04 - 0.042 = 0.0384

also sind
o(X1) ~ 0.458
o(X3) ~0.196
und damit
0.026
X1, Xo)r —— ~ (0.289.
Corr(Xy, Xo) » 50106 ~ 0289

Die Zufallsvariablen X1 und Xo sind also korreliert. Die Korre-
lation ist deutlich gréfer als O aber eben auch nicht 1. Das liegt
daran, dass der Anteil an Raucher in der Gesamtbevélkerung mit
0.3 wesentlich grofer ist als der Anteil 0.04 an Menschen die
Lungenkrebs bekommen. Dies wiederum kann daran liegen, dass
Raucher an anderen Erkrankungen friihzeitig versterben, bevor
sie tberhaupt Lungenkrebs bekommen.
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Bemerkung 2.10.16 Sei X eine Zufallsvariable mit positiver
Varianz a,b € R mit a # 0. Dann st

B |1 fallsa>0
Corr(X, a-X +b) =sgn(a) = { 1 fallsa<0
wobei sgn(a) das Vorzeichen von a bzeichne. Dies folgt direkt
aus Satz 2.0.12 und Satz 2.7.9 (der Beweis ist Aufgabe 2.27).

Beispiel 2.10.17 Betrachten wir in Beispiel 2.10.2 die Zufalls-
variable 1 — Xy, die den Wert 1 annimmt, falls die Person nicht

raucht, dann ist
Corr(Xy,1-X;) =-1.

Allgemeiner gilt:

Bemerkung 2.10.18 Fiir Zufallsvariablen X, und Xo und a,b €
R st
COV(X17 a- X2 + b) =a- COV(Xl,Xg)

und falls X1 und X5 positive Varianz haben und a # 0 ist haben

wir
Corr(X1,a- X5 +b) =sgn(a) - Corr( Xy, X3).

Beispiel 2.10.19 In Beispiel 2.10.2 ist die Korrelation zwischen
der Zufallsvariable 1- X1, die den Wert 1 annimmdt, falls die Per-
son nicht raucht und X, die den Wert 1 annimmt falls die Person
Lungenkrebs bekommt

Corr(1 - X7, X5) =-0.289,
die beiden Variablen sind also antikorreliert.

Zum Beweis von Satz 2.10.13 verwenden wir die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, deren Beweis wir im nachfolgenden Ab-
schnitt diskutieren werden.

Lemma 2.10.20 (Cauchy-Schwarz fiir Zufallsvariablen) Sind
X1, X5 : Q > R Zufallsvariablen fir die E(X?) existiert, dann
qgilt

B(X - X,)? < B(X2) - B(X3).
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Nun zum Beweis von Satz 2.10.13:
Beweis. Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die
Zufallsvariablen X; — E(X;) und X, - F(X3) an:

E( (X1-E(X1)) (X2 - E(Xy)) )?
<E((X1-E(X1))%) - E((X2- E(X3))?)

also
COV(Ale,)(Q)2 < V(Xl) . V(XQ)

und damit
|Corr( X1, Xo)| < 1.

|

Wir haben schon in Bemerkung 2.10.16 gesehen, dass ein li-
nearer Zusammenhang von Zufallsvariablen zu Korrelation +1
fithrt, ebenso aber auch in Beispiel 2.10.9, dass fiir abhéngige
Zufallsvariablen die Korrelation 0 sein kann. Hier ist ein weite-
res seltsames Beispiel einer direkten quadratischen Abhéngigkeit,
die dennoch zu Korrelation 0 fiihrt.
Beispiel 2.10.21 Sei Q = {-1,0,1} mit m(w) = 5 und X;(w) =
w und Xy = X?. Offensichtlich sind X1 und Xy nicht unabhdngig.
Formal sehen wir das auch, da z.B.

1 1 2
P(X1:—17X2:1):§¢§'§:P(X1:—1)'P(X2:1).
Weiter ist
E(X1)=0
und
E(X:-Xy) = E(Xf) =0
also

Corr(X;, X7) =0.

Der Grund hierfiir ist, dass die Korrelation nur lineare Ab-
héngigkeiten misst. Dies werden wir im Folgenden beweisen. Er-
gebnisse mit Wahrscheinlichkeit 0 tragen zu Erwartungswerten
und insbesondere zu der Korrelation nicht bei. Deshalb kénnen
wir nur auf eine Aussage bis auf solche Ergebnisse treffen:
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Definition 2.10.22 Zwei Zufallsvariablen X1, X5 : € - R hei-
fen stochastisch dquivalent, geschrieben
X1~ Xs
wenn
P(Xl—X2=0) =]_.
Dies bedeutet also, dass das Ereignis aller w € Q mit X;(w) #
X (w) Wahrscheinlichkeit 0 hat.

Lemma 2.10.23 In der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus Lem-
ma 2.10.20 gilt Gleichheit genau dann, wenn es a,b € R nicht
beirde 0 gibt mit

a~X1 +b'X2 ~ 0.

Auch dies werden wir im nachfolgenden Abschnitt beweisen.

Bemerkung 2.10.24 Fir Zufallsvariablen X1 und X5 mit po-
sitiver Varianz gilt

|Corr(X1,X2)| =1
genau dann, wenn es es a,b,c € R gibt mit a,b nicht beide 0 und
a-X1+b-Xg+c~0.
Beweis. Aus dem Beweis von Satz 2.10.13 sehen wir, dass
|Corr( Xy, Xp)| =1
genau dann, wenn
Cov(X1, X)) =V (X)) - V(Xy),

nach Lemma 2.10.23 also genau dann, wenn es a,b € R nicht
beide 0 gibt mit

a - (X1 —E(Xl)) +b- (X2 —E(XQ)) ~ 0.
Es gibt also ein ¢ € R mit
CL'X1+b'X2+CN0.

Fiir die andere Schlussrichtung der Aussage im Lemma iibertragt
sich direkt der Beweis von Bemerkung 2.10.16 auf einen linearen
Zusammenhang bis auf stochastische Aquivalenz. m

In den Diagrammen in Abbildung 2.10.3 stellen wir jeweils
fiir ein Zufallsexperiment die Punkte (X;(w), X5(w)) dar, wobei
wir alle w als gleich wahrscheinlich annehmen, und geben die
Korrelation Corr( Xy, X5) an.
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3] . Ll 2 RN EA Y 3

Corr(X1, X5) »-0.11  Corr(X;, X3) ~»-0.14 Corr(X1, X3) ~ 0.99

Abbildung 2.10: Korrelationen von Paaren von Zufallsvariablen.

2.10.4 Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Definition 2.10.25 Sei V' ein R-Vektorraum. Fin Skalarpro-
dukt auf V' ist eine Abbildung

(_7 _) VxV >R
1) die in beiden Argumenten linear ist, also
(a-u+b-v,w)=a-(u,w)+b-(v,w)

fur alle a,b € R und u,v,w € V, und analog 1m zweiten
Argument,

2) die symmetrisch ist, also
(v, w) = (w, v)
fur alle v,w eV, und
3) die positiv definit ist, d.h.
(v,v) 20

und
(v,v) =0« v =0.
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fiir alle v e V. Die Abbildung
-V >R
[vl = V/{v, v)
bezeichnen wir als die von (—,-) induzierte Norm.
Beispiel 2.10.26 AufV =R? ist durch
(v, W) = V7w + Vows

fir v,w € RQ das sogenannte Euklidische Skalarprodukt ge-
geben (als Ubung tberprife mann, dass dies tatsichlich ein Ska-
larprodukt ist). Wir erhalten z.B.

(5)
(5)1

Die induzierte Norm

[0l = V/vi + o3

gibt genau die Euklidische Ldange aus dem Satz von Pythago-
ras, siehe Abbildung 2.11. Wir erhalten z.B.

(o)l
()]-

Lemma 2.10.27 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Sei(-,-)
ein Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum V. Fir alle v,w € V
qilt
2 2 2
{v,w)” < Jv]" - Jw]
und es gilt Gleicheit genau dann, wenn v und w linear abhdingig
sind.

Beweis. Fiir w =0 sind die Aussagen klar.
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A

Abbildung 2.11: Euklidische Lange und der Satz von Pythagoras.

1)

Fiir w # 0 und beliebiges t € R ist
0<(v—t-w, v—t-w)=|v]* =2t (v,w) + > |w|* = f(t)

insbesondere ist die Funktion f(¢) eine nach oben geoffnete
Parabel. Das Minimum von f wird daher angenommen fiir

~{v,w)

Jw|?
und hat den Wert

(v, w)’

2
Jw]®

2 (U,U}>2 <U7w>2 2 2
0<lof” = 2=+ —— |w]|"=[v|" -
|w] [l

es gilt also die behauptete Ungleichung.

Sind v und w linear abhéngig (und w # 0), dann ist fiir
eine geeignete Wahl von ¢

v—t-w=0,
das Minimum der Parabel hat also den Wert

(v—t-w,v-t-w)=0.
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3) Ist umgekehrt (v, w)? = |v]*- Jw|?, dann ist fiir alle ¢
2 2
(v=t-w, v=t-w)= o]+ 2t o] - [w] +#* |w]
= (o] £t Jw])*

und fiir geeignetes t ist der Ausdruck auf der rechten Seite
0. Es folgt v =t -w, also sind v und w linear abhéngig.

]
Definition 2.10.28 Fiir v,w # 0 definieren wir den Winkel ¢
zwischen v und w durch

(v, w)

0s(9) = Rl Tl

was gemdfS der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wohldefiniert ist.
Da der Cosinus 2m-periodisch ist, auf dem Intervall [0,7] streng
monoton fallt und mit dem Zwischenwertsatz jeden Wert zwi-
schen 1 und —1 annimmt, gibt es ein eindeutiges

0<p<m,

das die obige Gleichung erfillt. Siehe auch Abbildung 2.12. Dann

Abbildung 2.12: Cosinus.

haben wir z.B.

v und w sind orthogonal <= (v,w)=0<+= p = g =90°.
Bemerkung 2.10.29 Der Einfachheit halber nehmen wir V =
R2 an (der allgemeine Fall geht genauso). Der Winkel ¢ erfillt
alle Eigenschaften, die man von einem Winkel erwarten wiirde:
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o Vertauschen von v und w dndert ¢ nicht.

e Skalieren wir v oder w um eine positive Konstante, dann
andert sich ¢ nicht.

o Wir kénnen damit annehmen, dass |v| = |w| =1, also auf
einem Einheitskreis liegen. Schreiben wir

( COS (v ) ( cos 3 )
v=| . w=\| .

sin v sin
mit 0 < o, 8 < 2w, dann ist

cos(y) = (v,w) = cosa-cos f+sina-sin f = cos(a - ),

wobei wir eines der Additionstheoreme verwendet haben.
Der Winkel ¢ ist damit (der kleinste) Winkel zwischen o
und B (Ubung).

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum 2 betrachten wir jetzt
den Vektorraum V'/ ~ aller Zufallsvariablen X, fir die E(X?)
existiert, modulo stochastischer Aquivalenz ~. Durch

(X,Y)=E(X-Y)

ist dann ein Skalarprodukt auf V' gegeben. Anwendung der Cauch-
Schwarz-Ungleichung aus Lemma 2.10.27 gibt direkt Lemma 2.10.20
und Bemerkung 2.10.24.

2.11 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

2.11.1 Definition und Beispiele

Sei €2 ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlich-
keitsfunktion m : 2 - R,g. In vielen Situationen will man die
Wahrscheinlichkeit wissen, mit der ein Ergebnis w auftritt un-
ter der Voraussetzung, dass ein festgelegtes Ereignis E eintritt.
Klar ist, dass fiir w ¢ F/, das Ergebnis nicht eintreten kann, die
Wahrscheinlichkeit ist also 0. Fiir alle w € E sollte die Wahr-
scheinlichkeit m/(w), dass w eintritt unter der Voraussetzung,
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dass F eintritt proportional zu m(w) sein, das heifit es gibt ein
c € R mit
m'(w) = c-m(w) fiir alle we E.

Da andererseits die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses £ unter
der Voraussetzung, dass E eintritt gleich 1 sein muss, gilt

1= m(w)=) m'(w)=c- > m(w)

wef) weFE weFE

also
1 1

Swepm(w)  P(E)

Definition 2.11.1 Sei 2 ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
mat Wahrscheinlichkeitsfunktion m :  — Ryq. Fiir ein Ereignis
E cQ mit P(E) >0 und ein Ergebnis w € Q) schreiben wir fir die
bedingte Wahrscheinlichkeit von w unter der Voraussetzung,
dass E eintritt,

C=

m(w)
sty F e

sonst
Bemerkung 2.11.2 FEs gilt dann
P(E)
mw|E)=)> mw|FE)=—==%=1,
%(I)E(I)P(E)

durch
m-1E): @ - Ry
w ~» mw|E)

st also wieder eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Q gegeben.
Beispiel 2.11.3 Wir werfen einen Wiirfel, also sei Q2 ={1,...,6}

und m(w) = &. Sei (561
E=1{56

das Ereignis, dass eine Zahl > 4 gewdrfelt wird. Somit ist die be-
dingte Wahrscheinlichkeit, dass 5 gewtirfelt wird unter der Voraus-
setzung, dass E eintritt,

m(5 | E) =

N
DN | =
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Genauso ist .
m(6|E) = )

und
6

1 1
Y mw|E)=0+0+0+0+=+==1.
w=1 2 2
Definition 2.11.4 Fiir ein Ereignis F' c Q) schreiben wir fiir die
bedingte Wahrscheinlichkeit von F' unter der Voraussetzung, dass
E eintritt,

P(F|E)= Y. m(w| E)

weF

Bemerkung 2.11.5 Es gilt dann

~ m(w) P(FnE)
PEIR 2 )~ P

insbesondere fiir F'c E ist

p(F|B)= 0,
P(E)
also ist insbesondere
P(E|FE)=1,

wie erwartet.

Beispiel 2.11.6 Unter allen Deutschen werden 90% der Mdin-
ner mindestens 60 Jahre alt, und 59% mindestens 80 Jahre alt.
Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein mindestens 60 Jahre
alter Mann mindestens 80 wird?

Ist Q2 die Menge aller Manner, E die Menge der Mdanner, die
mindestens 60 werden und F' die Menge der Manner die minde-
stens 80 werden, dann miissen wir

P(F) 059

P(FIE) = 55 = a0 ™

0.66
berechnen, wobei wir verwendet haben, dass F' ¢ E (hier haben
wir mit unserem Problem Gliick gehabt, i.A. brduchten wir noch
Zusatzinformation tber F'n E).

Die Wahrscheinlichkeit eines mindestens 60-jahrigen Mannes
mindestens 80 zu werden ist also mit 66% deutlich hoher als 59%
fiir einen beliebigen Mann.
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Bemerkung 2.11.7 Die Wahrschienlichkeiten, die an den Kan-
ten eines Wahrscheinlichkeitsbaums stehen, sind nichts anderes
als bedingte Wahrscheinlichkeiten, denn wir geben eine Wahr-
scheinlichkeit fir ein Ergebnis an, unter der Voraussetzung, dass
wir den Baum schon bis zu dem betrachteten Knoten verfolgt ha-
ben.

Beispiel 2.11.8 Bei einem Spiel haben wir zwei Téopfe mit Lo-
sen. Zundchst werfen wir eine Miinze. Bei Kopf ziehen wir aus
Topf A bei Zahl aus Topf B. Topf A enthdlt 5 Lose von denen 3
Gewinne sind und 2 Nieten. Topf B enthdlt einen Gewinn und
eine Niete. Wir haben also

Q= {A,B) x {G,N}.

Die Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse konnen wir mittels des
Baumdiagramms in Abbildung 2.13 darstellen, also

m((A,G)) =
m((B,G)) =

3
10
1
1

1
B
1/2 1/2
1/2 1/2
G3/5 2/5N G1/2 1/2
3/10 15 1/4 1/4

Abbildung 2.13: Wahrscheinlichkeitsbaum fiir zweistufiges Spiel

dingten Wahrscheinlichkeiten interpretieren: Das Gewinn- und
das Verlustereignis ist

G={(A,G),(B,G)}  N={(AN),(B,N)}.
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Weiter haben wir Ereignisse, die anzeigen, aus welchem Topf wir
gezogen haben:

A:{(A7G>7(A7N)} B:{(BvG)v(BvN)}

Am Wahrscheinlichkeitbaum konnen wir die Wahrscheinlichkei-
ten

P(A)z% P(B)z%
PGIN=Z  PW|A)=:
PGIB)=5  PNIB)=3

ablesen, und dann z.B. berechnen

m((A,G)) = P(AnG) = P(A)-P(G [ A)
13 3

25 10
2.11.2 Bayes-Umkehrformel

In der Praxis hat man oft bedingte Wahrscheinlichkeiten P(F' |
E) gegeben und mochte daraus die sogenannte inverse bedingte

Wahrscheinlichkeit P(FE | F') berechnen.

Beispiel 2.11.9 In Beispiel 2.11.8 konnen wir z.B. nach der
Wahrscheinlichkeit fragen, dass wir aus Topf A gezogen haben
unter der Voraussetzung, dass wir gewonnen haben. Dazu miissen
wir

P(A[G)

bestimmen.

Satz 2.11.10 Se:i Q2 ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und

sei
Q=A,u...UA,

eine Partition von Q in Ereignisse (insbesondere sind die A;
paarweise disjunkt) und sei B ein weiteres Ereignis. Dann gilt

~ P(A;)-P(B|A)
PATB) = 5y PBTAD + .. P(A) P(B| A
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Beweis. Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
haben wir P(A B
P(a|p) = Hon )
P(B)
und genauso
P(AjnB)=P(4;)-P(B|4;)
fir alle j. Da die A; eine Partition von (2 bilden, ist

P(B)=P(AinB)+...+ P(A,nDB)
=P(A))-P(B|Ay)+...+P(A,)-P(B|A,).

Bemerkung 2.11.11 Wir kénnen und den Satz so vorstellen:
Das FEreignis B liefert eine Evidenz, dass A; vorliegt. Wir wis-
sen mit welcher Wahrscheinlichkeit A; eintritt. Weiter wissen
wir, mit welcher Wahrscheinlichkeit P(B | A;) das Ereignis B
eintritt unter der Voraussetzung, dass A; vorliegt. Dann kinnen
wir die Wahrscheinlichkeit P(A; | B) von A; bestimmen unter
der Voraussetzung, dass B eintritt.

Beispiel 2.11.12 Die Bayes-Formel spielt eine zentrale Rolle in
medizinischen Diagnosen: Mittels einer Studie finden wir heraus,
welche Teilnehmer bestimmte Erkrankungen bekommen (Ereig-
nisse A;) und dass zu Beginn der Studie ein bestimmter Test ein
positives Ergebnis geliefert hat (Ereignis B). Dadurch kennen wir
die Wahrscheinlichkeiten P(B | A;), dass der Test ein positives
Ergebnis liefert, unter der Voraussetzung, dass ein Patient eine
bestimmte Erkrankung A; bekommd.

Jetzt kommt ein Patient zum Arzt und dieser fihrt Tests
durch. Der Arzt (und natirlich auch der Patient) sind an der
Wahrscheinlichkeit

P(AinB) P(4;)-P(B|4)
P(B)  P(A))-P(B|A)+...+P(A,)-P(B|A4,)

P(A;| B) =

interessiert, dass der Patient eine bestimmte Erkrankung bekommdt
unter der Voraussetzung, dass der Test positiv ist.
FEin Beispiel dazu betrachten wir in Ubungsaufgabe 2.50.
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Beispiel 2.11.13 In Beispiel 2.11.8 erhalten wir

P(AIQ)=%

_ P(A)-P(G|A)

- P(A)-P(G|A)+P(B)-P(G|B)
% B 6
LIl

N[
TUW 5

Natirlich konnten wir die bedingte Wahrscheinlichkeit auch di-
rekt aus den Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ergebnisse ab-
lesen: Mit

G={(A,G).(B.G)}
A= {(A7G)7 (AvN)}

AngG={(A,G)}
erhalten wir
3 1 11
PO="1
3
P(Aﬁ g) = 1—0

also ist (AnG) .
P(AnNn = 6
P(A|Q)=W:%:ﬁ

20

Mit der Bayes-Formel kénnen wir auch

_ P(A)- PV | A) L
" P(A)-P(N[A)+P(B)-P(N[B) 1.2+

2

P(A|N)

bestimmen und erhalten den kompletten umgekehrten Wahr-
scheinlichkeitsbaum in Abbildung 2.14.

Eine weitere interessante Anwendung ist die Frage zwischen
krank und gesund. Mathematisch ist das dasselbe Problem wie
in Beispiel 2.11.12:

Beispiel 2.11.14 Ein Arzt fiihrt einen Test an einem Patienten

durch. Aus einer Studie, weiss man, dass ﬁ aller Menschen
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gy
Py

3/10

Abbildung 2.14: Umgekehrter Wahrscheinlichkeitsbaum fiir zwei-
stufiges Spiel.

eine bestimmte Erkrankung haben. Ist ein Mensch erkrankt, dann
st der Test mit Wahrscheinlichkeit 19080 positiv. Ist der Mensch
nicht krank, dann ist der Test mit Wahrscheinlichkeit 2 100 negativ.
Wir schreiben k fir krank, g fir gesund, 1 fir positiv und O fir

negatiw. Wir wissen

1999

Pk) = — —> - 200

(k) = 3000 (9) = 2000
98 2

P(11k) = — — P(0| k) =
90 10

P(0]¢) = — = P(1| ¢) =
(0]9) 00— (Ilg)= 100

Fdllt der Test nun positiv aus, was ist die Wahrscheinlichkeit,
dass der Patient erkrankt ist? Die Bayes-Formel liefert

P(k)-P(1|k)
P(k)-P(1|k)+P(g9)-P(1]g)
20100 % 49

T 1 98 1999 . 10
2000 ~ 100 T 2000 100 10044

P(k|1) =

Durch einen positiven Test ist also die Wahrscheinlichkeit, krank
2U Sein, von

auf
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gestiegen. Die Wahrscheinlichkeit eines false positives ist mit

49 9995
Plgl1)=1- _ ~ 0.9951
(g11) 10044 ~ 10042 ~ V99

sehr hoch. Diese Wahrscheinlichkeit konnen wir natirlich auch
direkt mat der Umkehrformel bestimmen:

. P(g)-P(1]9)
P(gll)_P(g).P(1|g)+P(k)'P(1|k)
) %.% ~ 9995

T 199910 . 1 98 :
2000 100 2000 100 10 044

Unter den positiv getesteten Patienten sind also 99.51% gesund
und nur 0.49% krank. Unter 10000 positiv getesteten Patienten
finden wir also 49 Erkrankte wdhrend 9951 gesunde ohne Zu-
satznutzen zu weiteren Untersuchungen geschickt werden. Ein
solcher Test kann also nur fir extrem gefdhrliche Erkrankungen
sinnwvoll sein.

Man muss sich allerdings auch klar machen, dass sich die
Wahrscheinlichkeit P(g | 1) eben nur auf die positiv getesteten
bezieht. Die Wahrscheinlichkeit negativ getestet zu werden, ist

1 2 +1999 90 22489 90
2000 100 2000 100 25000 100

Unter 100000 Getesteten haben 10000 einen weiteren Aufwand
und davon sind 9951 gesund.

Wieviele Erkrankungen werden nicht erkannt (false negati-
ve)? Dazu berechnen wir

=0.9.

P(0) =

P(k)-P(0|Fk)
PEI0) = 503p P(g)- P
(k)-P(O|k)+P(g)-P(0]g)
1 2
2000 100
= ~ (0.00001.
20100 : 1%)0 + ;ggg : f_&) 89956

bei 100000 Getesteten also etwa 1 Person.

Wir diskutieren noch zwei Beispielprobleme zu bedingten
Wahrscheinlichkeiten mit iiberraschenden Losungen. Insbeson-
dere hétte man vielleicht auf die Idee kommen konnen, dass wir
in beiden Beispielen dieselbe Wahrscheinlichkeit bekommen.
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Beispiel 2.11.15 Von ewner Familie mit 2 Kindern wissen wir,
dass wenigstens eines der Kinder ein Junge ist. Was ist die be-
dingte Wahrscheinlichkeit, dass dann beide Kinder Jungen sind?
Wir nehmen an, dass jedes Kind mit Wahrscheinlichkeit % ein
Junge oder ein Mddchen ist. Wir haben also den Wahrschein-
lichkeitsraum

Q= {(Jv‘])?(JvM)v(Mv‘])v(MaM)}

wobei alle Ergebnisse Wahrscheinlichkeit m(w) = 1 haben. Das
Ereignis mindestens ein Junge ist

A={(J,J),(J, M), (M, J)}
das Ereignis zwet Jungen ist
B={(J,J)}cA

und somit

PBIA)=L=2.

NS NN

Wir modifizieren dieses Beispiel leicht:

Beispiel 2.11.16 Ein Vater hat zwei Kinder und lduft mit ei-
nem seiner Kinder im Park. Es ist ein Junge. Was ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass das andere Kind auch ein Junge ist?

Aus dem Wahrscheinlichkeitsbaum in Abbildung 2.15 kénnen
wir ablesen, dass das andere Kind mit Wahrscheinlicheit

e[ PN =
N | =

=
ool

ein Junge 1st.

Wichtig ist hier natirlich die Annahme, dass der Vater un-
ter seinen beiden Kindern ein Kind zufdllig mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit % zum Spazierengehen auswdhlt.
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1
JJ MM
i/ JMA14 1/40MJ T

1/4 1/4 114 1/4
%J A 1M yZ1r: 1& Mb
14 1/8 18 1/8 8 1/4

Abbildung 2.15: Kinder des Vater und ob er einen Jungen oder
ein Madchen mit in den Park nimmt.

2.12 Wahrscheinlichkeit einer Mindest-
abweichung vom Erwartungswert

2.12.1 Effektive Schranke: Markov- und Tsche-
byscheff-Ungleichung

Als Vorresultat zum Gesetz der grofen Zahlen, das eine Bezie-
hung zwischen Mittelwert und Erwartungswert herstellt, zeigen
wir die Tschebyscheff-Ungleichung, die eine effektive Schranke
fiir die Wahrscheinlichkeit einer festgelegten minimalen Abwei-
chung vom Erwartungswert. Die Schranke ist gegeben in Abhén-
gigkeit von der Varianz von X.

Notation 2.12.1 Sei ) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
mit Wahrscheinlichkeitsfunktion m : € - Ry, sei X : Q - R
eine Zufallsvariable und c €e R. Wir schreiben

P(X>c)= > m(w)
wed
X(w)=c

fir die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte > ¢ annimmdt, also fiir
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

{weQ| X(w)>c}.

Satz 2.12.2 (Markov-Ungleichung) Sei() ein diskreter Wahr-
scheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsfunktion m : Q —
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R.o und X : Q - R eine Zufallsvariable mit X > 0. Fir alle
e>0 gilt

P(X>¢)< E(gX).

Beweis. Wegen X (w) >0 haben wir

EX)=) X(w) mw)> > X(w) -mw)

wel) we)
X (w)>e
>e- Yy m(w)=e-P(X2>¢)
X%:;g)zzs

Satz 2.12.3 (Tschebyscheff-Ungleichung) Sei Q ein diskre-
ter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q0 - R eine Zufallsvariable.
Fiir alle e >0 gilt

V(X)

P(IX - B(X)| > €) < —

Beweis. Wir wenden die Markov-Ungleichung aus Satz 2.12.2
an auf

Y =(X-E(X))?

und erhalten

P(X -E(X)|2e)=P(Y 2¢%) < Eg) = Vi‘f).
|
Beispiel 2.12.4 FEs gilt
P(X - E(X)|> k-0(X)) < % -

die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung des mindestens k-fachen
der Standardabweichung ist also héchstens k—IQ Fine Abweichung
von 10-0(X) hat also eine Wahrscheinlichkeit von weniger als

1%.
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Beispiel 2.12.5 Fiir den randomisierten Quicksort-Algorithmus
auf einer 40-elementigen Menge haben wir die Erwartungswert
und Varianz der Laufzeit X in Beispiel 2.8.5 und Bemerkung
2.8.9 berechnet als

E(X)~190
V(X) ~484.

Damit erhalten wir die folgenden oberen Schranken fiir Wahr-
scheinlichkeiten fiir Abweichungen > e vom Erwartungswert

e (10 20 30 40 50 100
min{l,V(X}‘ 1 1 054 030 0.19 0.05

2

Im Folgenden wollen wir untersuchen, wie scharf die Schranke
in der Tschbyscheff-Ungleichung ist.

2.12.2 Qualitat der Abschatzung durch die Tsche-
byscheff-Ungleichung

Beispiel 2.12.6 Fir einen n-maligen Minzwurf (mit 0 fir Kopf
und 1 fiir Zahl) sei

Q={0,1}"

mit
m(w) = 1
2n

die Zufallsvariable X; gebe das Ergebnis des i-ten Wurfs an,
S,=X1+...+X,
die Hdaufigkeit von Zahl und

die relative Haufigkeit von Zahl. Damit ist mit Satz 2.6.12

E(Yn):%'(E(X1)+...+E(Xn)):%-n.%:%

und mit Satz 2.9.9, Satz 2.7.9 und

VX0 = B(X) = B(X,)? -

DN | —
>~ =
A~ =
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dass

V(Yn):%-(V(X1)+...+V(Xn)):%-n-}lzﬁ.

Wir kénnen die Wahrscheinlichkeit, dass X,, bzw. Y, einen be-
stimmten Wert annimmt explizit bestimmen als

1
PV, =) =P(X,=a) = (”) .
n al 27
Somit ist

P(|Y100 - O5| < 01) = P(O4 < Yioo < 06)
= P(40 < SlOO < 60)
= Yoln (120) : 21%
~  0.943

und analog
P(|Y1000 — 0.5) < 0.1) » 0.999999999727.
Diese Rechnungen kénnen wir in MAPLE durchfiihren mit:

P:=sum( binomial (100,a)*1/2°100, a = 41..59):
74721036062656026081251605011

79228162514264337593543950336
evalf(P,12);

0.943112066359
P:=sum( binomial (1000,a)*1/2°1000, a = 401..599):
evalf(P,12);
0.999999999727

Die Tschebyscheff-Ungleichung aus Satz 2.12.3 liefert die Ab-
schdtzungen

100
P(lY,-05/>0.1)< —
4n
also 100
P(]Y,-05/<01)>1-—
4n
und damit

P(|Y100 - 0.5] < 0.1) > 0.75
P(|Y1000 - 0.5] < 0.1) > 0.975.
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Wir miissen also n ziemlich grof wihlen, um eine gute Ab-
schatzung zu erhalten. Fiir Anwendungen z.B. im Machine-Lear-
ning ist diese Abschétzung nicht gut genug, da man schon fiir
relativ kleine n mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit eine Aussage
iiber den Wert einer Zufallsvariable treffen will. Beispielsweise
hat man pro Zeiteinheit nur eine begrenzte Anzahl von Messun-
gen iiber die Position eines Autos auf der Strasse zur Verfiigung,
will aber damit schon mit geringer Fehlerwahrscheinlichkeit die
wahre Position auf eine notwendige Prézision abschétzen. Im Fol-
genden zeigen wir zunachst das, was man intuitiv sofort glaubt:
Je mehr Messwerte wir mitteln, desto geringer wird die Fehler-
wahrscheinlichkeit.

2.13 Wahrscheinlichkeit einer Mindest-
abweichung eines Mittelwerts vom
Erwartungswert

2.13.1 Qualitatives Verhalten und eine erste
Abschatzung: Gesetz der grofien Zahlen

Im Folgenden untersuchen wir die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Mittelwert von Zufallsvariablen um ein festgelegtes Mafs vom Er-
wartungswert abweicht. Mit dem Gesetz der grofsen Zahlen erhal-
ten wir auch schon eine erste Schranke, die von der Tschebyscheft-
Ungleichung herriihrt (so wie in Beispiel 2.12.6). Diese (nicht be-
sonders scharfe) quantitative Schranke erlaubt zumindest schon
einmal eine qualitative Aussage iiber das Verhalten des Mittel-
werts zu treffen.

Definition 2.13.1 Wir sagen, dass Zufallsvariablen X1, ..., X, :
Q - R auf dem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum €2 unabhdn-
gig und identisch verteilt sind, falls fir alle i die Verteilungs-
funktionen a - P(X; = a) tbereinstimmen und

P(X1:CL17...,Xn:CLn):P(X1:al)'...'P(Xn:CLn)

fur alle ay, ..., a,.
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Beispiel 2.13.2 Fiir den n-maligen Minzwurf mit Wahrschein-
lichkeitsraum

Q={0,1}"

mit
m(w) = L
2n

fir alle w sind die Zufallsvariablen
X;: Q- A{0,1}, (w1, ,wn) P w;

die das Ergebnis des i-ten Wurfs angeben, unabhdngig und iden-
tisch verteilt.

Bemerkung 2.13.3 Stochastisch dquivalente Zufallsvariablen ha-
ben dieselbe Verteilung, denn

P(X=n)= Y mw)= ) mw)=PY =n)

wed wed
X(w)=n Y (w)=n

da das Ereignis aller w € Q mit X (w) # Y (w) Wahrscheinlichkeit
0 hat.

Die Umkehrung gilt jedoch nicht: Ist Q = {a,b,c,d} und die
Ergebnisse haben die folgenden Wahrscheinlichkeiten und Werte
der Zufallsvariablen X1 und X5

w ‘a b ¢ d
m(w) % % % 0
X 1 2 1 3
Xy, |2 1 1 4
dann sind X1 und X identisch verteilt
n |1 2 3 4
P(Xi=n)|% 5 0 0
P(Xo=n) |3 5 0 0

jedoch micht stochastisch dquivalent, da

P(X, £ X,) = P({a,b,d}) = % s
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Bemerkung 2.13.4 Identisch verteilte Zufallsvariablen haben
nach Bemerkung 2.6.5 denselben Erwartungswert und auch die-
selbe Varianz.

Satz 2.13.5 (Gesetz der grofien Zahlen) Seien Xi,...,X,,:
Q - R Zufallsvariablen auf dem diskreten Wahrscheinlichkeits-
raum Q, die identisch unabhingig verteilt sind und fir die E(X?)
existiere. Wir schreiben

1 =E(X;)
o=0(X;).

Dann qilt fir alle € >0, dass

P(‘X1+...+Xn_u

o2
2¢e)<
n

n-e2’

insbesondere ist fir eine Folge von Zufallsvariablen X; wie oben

lim P

n—oo

Xi+...+X,
(e,

n

28)20.

Beweis. Wie in Beispiel 2.12.6 haben wir mit Satz 2.6.12, dass

E(X1+"'+X”):p

n

und mit mit Satz 2.9.9 und 2.7.9, dass

Xi+...+ X, 1 2
V(1+—+)=_2.n'02=0_'
n n n

Ebenso wie im Beispiel liefert die Tschebyscheff-Ungleichung aus
Satz 2.12.3 angewendet auf

X1+...+Xn
n

X =
dann die Behauptung. m

Bemerkung 2.13.6 Aquivalent liefert Satz 2.13.5, fir alle € >

0, dass
lim P < 5) =1.

n—o00

I

(‘X1+...+Xn_
n
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Beispiel 2.13.7 Beschreiben Xi,..., X, : Q" - {0,1} die n-
malige unabhdngige Durchfiihrung eines Zufallsexperiments mit
boolschem Ergebnis aus Q ={0,1} und m(1) = p, dann ist

Xi+...+X,
n
die relative Hiufigkeit, mit der unter denn Versuchen der 1 Wert

aufgetreten ist (siche Beispiel 2.12.6). Das Gesetz der grofien
Zahlen liefert

lim P

n—oo

X +...+X,
(.

n

<5)=17

besagt also, dass wir fir grofies n erwarten kénnen, dass die re-
lative Haufigkeit nahe bei der Wahrscheinlichkeit m(1) = p liegt.

Fine unbekannte Wahrscheinlichkeit konnen wir also in der
Prazis durch eine relative Hdufigkeit approximieren (wobei man
diese aus einer maglichst groffen Stichprobe berechnet).

Wie oben diskutiert stellt sich natiirlich die Frage, wie grofs
die Stichprobe sein muss, damit wir mit hinreichender Sicherheit
eine vorgegebene Genauigkeit erreichen. Bei der Tschebyscheff-
Ungleichung brauchten wir dazu aufgrund der linearen Abhén-
gigkeit des Nenners eine ziemlich grofse Stichprobe. Wir zeigen
nun noch eine Schranke, bei der der Nenner nicht linear, sondern
exponentiell wachst.

2.13.2 Effektive Schranke: Die Hoeffding-Un-
gleichung

Um eine gute Schranke zu erhalten, ist es nicht ausreichend nur
die Varianz zu betrachen, man verwendet alle Momente F(X?)
fiir 7 € N. Alle Potenzen von X kann man in der Exponential-
funktion codieren: Wir setzen fiir A € R

My (V) = E(exp(A- X)).

Im Allgemeinen muss dieser Erwartungswert nicht existieren.
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Proposition 2.13.8 (Chernoff-Schranke) Sei X eine Zufalls-
variable auf dem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum 2. Dann gilt
fiir alle € >0, dass

P(X 2 E(X) +¢) <min (Mx_pxy(X) -exp(=A-€))
und

P(X < B(X) -¢) <min (Mpx)-x(A) -exp(=A-€))

Beweis. Fiir alle A > 0 ist wegen der Monotonie der Exponenti-

alfunktion
X>E(X)+e¢

genau dann, wenn
exp(A- X) 2exp(A- E(X)+A-¢)

d.h.
exp(A- (X - E(X))) 2exp(A-¢).

Mit der Markov-Ungleichung aus Satz 2.12.2 folgt dann

P(X-E(X)z2¢) P(exp(A- (X -E(X))) 2exp(A-€))
E(exp()\'()(&—b;(X))))
exp(\e

MX—E(X)()\) . exp(—)\ . 8).

IA

Fir A =0 erhalten wir

E(exp(0))

My-poo(A) -exp(=A-e) = = 2=

=FE(1)=1,
die obige Ungleichung ist also ebenso erfiillt.

Da die linke Seite der Ungleichung nicht von A\ abhéngt, kon-
nen wir auf der rechten Seite das Minimum nehmen und die
Ungleichung ist immer noch erfiillt. Das Minimum existiert, da
die rechte Seite stetig von A abhingt und von unten durch 0
beschrankt ist.

Der Beweis der zweiten Ungleichung geht analog. m

Beispiel 2.13.9 Wir betrachen eine Zufallsvariable mit

P(X=1)=P(X=-1)=.
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Dann st
0 fiir k ungerade
kY _
E(X )_{ 1 fir k gerade

und somit

NE(XK) & A%

Mx(\)=F A X :
X = Blep(A-X)) = 2 5552 =5 O
Da fiir alle k € Ny
(2k)! > 2% - k!
gilt (Beweis mit Induktion), folgt
N - WPt A2
My () < >4 (5) e
2o a2
Seien nun X1, ..., X, wie oben unabhdngig und identisch verteilt
und
S,=X1+...+X,.
Dann st
E(S,)=E(X))+...+E(X,)=0
und

Mg (N) = E(exp(A- (X1 +...+ X3,)))
= E(exp(A- X1) ... exp(A- X))
:E(exp()\ X1))-...- E(exp(\- X,,))
<exp( )" - exp<ﬂ>

(wobei wir Satz 2.9.7 verwendet haben). Somit gibt die Chernoff-
Schranke aus Proposition 2.13.8, dass

P(S, >5)<m1n(exp(—) exp(—A- 5)) mlgl(exp(ﬁ—)\ 5))

Das Minimum und damit die beste Schranke erhalten wir fir das

Minimum von
nA2

fO) ==X

also fiir

PR,
n
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Einsetzen gibt
1
P(S, >¢) <exp(-—¢?).
2n

Fir den Mittelwert erhalten wir
S, n
P(=2>¢)< ——g2

(indem wir € durch n - ersetzen). Diese Schranke geht mit n
exponentiell gegen 0.

Allgemein gilt (der Beweis geht dhnlich wie in Beispiel 2.13.9):

Satz 2.13.10 (Hoeffding-Ungleichung) Sind Xi,...,X, un-
abhdngige Zufallsvariablen, die Werte im Intervall [a,b] anneh-
men, dann ist fir alle e >0

P (% Zn;(xi -E(X)) 2 s) < exp(—(b %2)262)

und
P (% i(X@- - B(X3)) < —5) < eXP(—(b%—na)z@Q)

1=1

Dieser Satz wird in der Informatik zentral im Machine-Learning
eingesetzt, da er es erlaubt schon mit einer kleinen Stichprobe
mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Erwartungswert als Mittel-
wert zu schitzen.

Beispiel 2.13.11 Fiir den Mittelwert Y, der Anzahl von Zahl
beim n-maligen Minzwurf in Beispiel 2.12.6 erhalten wir z.B.

P(]Y, - 0.5 >0.1) <2-exp(-2-n-0.1%)
und damit

P(|Y100 - 0.5 > 0.1) < 0.2706705664
P([Y1000 — 0.5 > 0.1) < 0.0000000041

oder daquivalent

P(|Y100 - 0.5 < 0.1) > 0.7293294336
P(|Yi000 — 0.5] < 0.1) > 0.9999999959
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fiir n =100 st also die T'schebyscheff-Schranke sogar noch leicht
besser als die Hoeffding-Schranke, fiir n = 1000 erhalten wir aber
mit der Hoeffding-Ungleichung aufgrund der exponentiellen Ab-
nahme der Fehlerwahrscheinlichkeit eine viel bessere Abschdt-
2Ung:

P(|Y1000 = 0.5] 2 0.1)
Tschebyscheff  P(|Y1000 — 0.5/ 2 0.1)
HO@ﬁdan P(|Y1000 - 05| > 01)

0.0000000003
0.025
0.0000000041.

ININ R

2.14 Ubungsaufgaben
Ubung 2.1 Wir wollen die Menge
X = {56,64,58,61,75,86,17, 62,8, 50,87,99,67,10,74} ¢ Z

mit n = 15 Elementen mit Hilfe des Quicksort-Algorithmus sor-
tieren.

1) Finden Sie einen Baum von Pivotelementen, sodass der
Algorithmus angewendet auf X mindestens (g) Vergleiche
bendtigt.

2) Durch welchen Baum von Pivotelementen kénnen Sie we-
niger als n-In(n) Vergleiche erreichen?

Hinweis: Als Laufzeit bezeichnen wir hier die insgesamt not-
wendige Anzahl von Vergleichen.

Ubung 2.2 Wir wollen, wie in der linearen Algebra definiert,
das Produkt von zwei Matrizen A = (a;;), B = (b;;) € R™™ be-
rechnen.

1) Argumentieren Sie, dass fir x € R* die Multiplikation Ma-
trix mal Vektor

n
j=1 i=1.n

entsprechend der angegebenen Formel Laufzeit in O(n?)
hat.
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2) Argumentieren Sie, dass die Multiplikation Matriz mal Ma-

trix
A -B = (Z az’jbjk)
j=1

entsprechend der angegebenen Formel Laufzeit in O(n?3)
hat.

i,k=1..n

3) Gegeben seien Matrizen A, B,C € R™". Entwickeln Sie ei-
ne Idee fiir einen Monte-Carlo-Algorithmus mit einseiti-

gem Fehler der
A-B=C

mit Laufzeit O(n?) testet.

Bemerkung: Als Laufzeit betrachten wir die Anzahl der Mul-
tiplikationen in R.

Ubung 2.3 Implementieren Sie den randomisierten Quicksort-
Algorithmus.

Erproben Sie die asymptotische Laufzeit Ihrer Implementie-
rung, indem Sie fiir verschiedene n eine Menge von zufdllig er-
zeugten Zahlen M ={xy,...,x,} c Z sortieren.

Hinwerse:

e Die Laufzeit messen wir, indem wir in der Implementie-
rung die Anzahl der durchgefiihrten Vergleiche zdhlen.

e Die MAPLE-Funktion rand (m) () liefert eine Zufallszahl in
{0,...,m-1}.

Ubung 2.4 Auf der Menge Q = {1,2,3} definieren wir die Punk-
tion ) . )
N>Ry, 1> —,2> —, 3 —.
" 00 b2 g g

1) Zeigen Sie, dass m eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf

die Ergebnismenge €2 ist.

2) Bestimmen Sie fir jede Teilmenge von S die Wahrschein-
lichkeit.
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Ubung 2.5 Ein Wiirfel mit 6 Seiten ist so manipuliert, dass die
Wahrscheinlichkeit, die Zahl n zu wirfeln, proportional zu n ist.

1) Bestimmen Sie fir jedes 1 <n <6 die Wahrscheinlichkeit,
die Zahl n zu wirfeln.

2) Was ist die Wahrscheinlichkeit eine ungerade Zahl zu wiir-
feln?

Ubung 2.6 In einem Glicksspiel wiirfeln wir m-mal mit einem
(unmanipulierten) Wiirfel mit 6 Seiten. Wir gewinnen 6 , € falls
wenigstens eine 6 auftritt, ansonsten verlieren wir 6 . €

1) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass keine 6 in dem
Spiel gewdirfelt wird.

2) Wie grof$ muss m gewdhlt werden, damit wir im Durch-
schnitt bei dem Spiel Gewinn machen?

3) Was ist der Erwartungswert fir den Gewinn?

Ubung 2.7 Sei 0 <r < 1. Auf der Menge Q2 = Ny sei die Funk-
tion
m: Q - RZO
o Q)i
gegeben. Zeigen Sie, dass m eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf
der Ergebnismenge €) ist.

Ubung 2.8 Die Chance, dass es morgen regnet, ist 1:2 und die
Chance, dass den ganzen Tag die Sonne scheint, ist 3:10. Was
st die Chance, dass es entweder regnet oder den ganzen Tag die
Sonne scheint.

Ubung 2.9 In einem Gliicksspiel wiirfeln wir m-mal mit einem
Wiirfel mit n Seiten. Wir gewinnen, falls wenigstens eine 1 auf-

tritt, ansonsten verlieren wir. Zeigen Sie:

1) Die Wahrscheinlichkeit in dem Spiel keine 1 zu wiirfeln ist

(-2
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2) Firm=n-In(2) Wirfe ist das Spiel im Grenzwert n — oo
fair. Zeigen Sie dazu, dass

1 n-n(2) 1
lim (1 = —)

n—oo n

Hinweise:
o Fiirx>0 und aeR st

x*:=exp(a-In(x)).

e Verwenden Sie die Regel von I’Hospital.

Ubung 2.10 Sei Q eine endliche Menge, m : Q — Ry eine
Wahrscheinlichkeitsfunktion und My, ..., M, c Q) Ereignisse. Zei-
gen Sie, dass

P(Myu.. UM,) - é(—nk-l S P(My)

IT|=k

mit
MT = ﬂ Ml
€T
fir T c{1,...,n}.
Hinweis: Folgen Sie dem Beweis der Siebformel.

Ubung 2.11 Wir werfen eine Miinze bis zum ersten Mal Kopf
kommt. Wenn beim n-ten Wurf zum ersten Mal Kopf kommt,
dann gewinnen wir 2" €. Da es auf der Welt nur etwa 247 €
Geld gibt, gilt diese Regel nur fir n < 47 und fiir n > 47 gewin-
nen wir ebenfalls 247 €. Euxistiert der Erwartungswert fir den
Gewinn und, falls ja, welchen Wert hat er.

Ubung 2.12 Wir spielen mit einem Tetraeder, dessen Seiten
mit 1,...,4 nummeriert sind. Wir werfen den Tetraeder, bis die
Summe der geworfenen Zahlen > 3 ist. Die Zufallsvariable X
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beschreibe die Anzahl der Wiirfe.

1) Bestimmen Sie den Wahrscheinlichkeitsbaum fir dieses Zu-
fallsexperiment.

2) Bestimmen Sie die Verteilung von X und den Erwartungs-
wert E(X).

Ubung 2.13 Beim Spiel Seven Eleven wirft der Spieler zwei
(hoffentlich unmanipulierte) Wiirfel.

o [st die Augensumme 2,3 oder 12 verliert er.
o [st die Augensumme 7 oder 11 gewinnt der Spieler.

o Ist die Augensumme s # 7,11 (und der Spieler hat nicht
verloren), dann wiirfelt der Spieler weiter bis entweder Au-
gensumme s oder 7 auftritt. Im ersten Fall gewinnt er, im
zweiten Fall verliert er.

Gewinnt der Spieler, bekommt er 1€, anderenfalls verliert
er 1 €.

1) Spielen Sie N = 10 Durchliufe des Spiels und berechnen
Sie Thren mittleren Gewinn.

2) Schreiben Sie ein Programm, das das Spiel implementiert.
Bestimmen Sie fir N = 1000 Durchlaufe des Spiels Ihren
mittleren Gewinn.
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3) Erstellen Sie einen Wahrscheinlichkeitsbaum, der das Spiel
beschreibt.

4) Was ist der Erwartungswert fir den Gewinn?
Ubung 2.14 Fiir n > 1 beschreibe die Zufallsvariable
X:5,->Nj

die Anzahl der Fizpunkte einer zufdillig gewdhlten Permutation
o €Sy, also die Anzahl derie{1,....,n} mit

o(i) =1.
1) Geben Sie eine Wahrscheinlichkeitsfunktion
m: .S, = Ry

fiir die zufdllige Wahl einer Permutation an, wobei wir an-
nehmen, dass alle Permutationen mit gleicher Wahrschein-
lichkeit gewdhlt werden.

2) Bestimmen Sie fir alle o € Sy die Anzahl der Fizpunkte.

3) Berechnen Sie fir n = 3 die Verteilung von X und die
erwartete Anzahl E(X) von Fizpunkten einer zufillig ge-
wdhlten Permutation.

4) Seinunmn =10. Schreiben Sie eine Funktion, die zufillig ei-
ne Permutation in S, auswdhlt, und eine Funktion, die die
Anzahl der Fizpunkte einer Permutation zdhlt. Bestimmen
Sie fiir N = 1000 Durchldufe ihres Programms den Mittel-
wert der Anzahl der Fixpunkte. Was ist Ihre Vermutung
fir E(X)?

Ubung 2.15 Fir die zufillige Wahl einer Permutation in S,
definieren wir die Zufallsvariable

Xi: S. - {0,1}
o {(1) falls (1) =1

sonst
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1) Welche Grifse wird durch die Zufallsvariable
X=X1+...+X,
beschrieben?

2) Bestimmen Sie den Erwartungswert von X .

3) Welche SchlufSfolgerung konnen Sie tiber das Mischen von
Spielkarten ziehen?

Ubung 2.16 Sei =N, X(n) =n und m(n) = % mit der end-
lichen Konstanten a:= Y52, =5. Zeigen Sie, dass E(X) existiert,

V(X)) jedoch nicht.

Ubung 2.17 1) Zeigen Sie fiir alle n e N, dass

Z":Z,QZ n-(n+1)6-(2n+1)

1=1

2) Die Zufallsvariable X beschreibe die zufillige Wahl einer
Zahl aus der Menge {1,...,n}. Zeigen Sie, dass fir den
Erwartungswert und die Varianz von X gilt

E(X)=n+1
und ) .
V(X):(n_ Ign+ )

Ubung 2.18 1) Wir spielen mit einem Wiirfel mit 6 Seiten.
Auf die geworfene Augenzahl addieren wir 1 und multipli-
zieren das FErgebnis mit 2. Berechnen Sie Erwartungswert
und Varianz des FErgebnisses.

2) Sei X : Q - R eine Zufallsvariable fir die die Varianz
existiert und c € R. Zeigen Sie, dass dann

Vic-X)=c*V(X)

und
V(X +¢)=V(X).
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Ubung 2.19 Sei Q ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit
Wahrscheinlichkeitsfunktion m : Q - Ryg und X : Q - R eine
Zufallsvariable fir die

E(Xk+1) — ZQX(W)k+1 m(w)

absolut konvergiert. Zeigen Sie, dass dann auch E(X*) absolut
konverguiert.
Hinweis: Spalten Sie die Summe

X @) -m(w)

we)

in die Summanden mit | X (w)| <1 und | X (w)|> 1 auf.

Ubung 2.20 Sei X eine Zufallsvariable deren Varianz existiert
und sei

X -E(X)
y-2_“\7)
o(X)
Zeigen Sie, dass
E(Y)=0
und
V(Y)=1.

Ubung 2.21 Sind X; : Q@ - R und X, : Q - R unabhingige
Zufallsvariablen fir die jeweils die Varianz existiert, dann gilt

V(X1 - X5)=V(X1) E(Xy)+ E(Xp) V(X)) +V(Xy) - V(Xy).

Ubung 2.22 Bei einer Internetrecherche finden wir: Unter den
Menschen, die an Lungenkrebs erkranken sind 16-mal mehr Rau-
cher als Nichtraucher, 30% der Deutschen rauchen, 4% aller
Deutschen erkranken in threm Leben an Lungenkrebs. Fir eine
Person w sei X1(w) =1 falls die Person raucht und X;(w) =0
falls nicht, und Xo(w) =1 falls die Person an Lungenkrebs er-
krankt und Xo(w) = 0 falls nicht. Bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeitsverteilung

P(Xl = nl,Xg = TLQ)

fiir (ny,ny) €{0,1}2.
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Ubung 2.23 Sei Q ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Fir
Zufallsvariablen X1 :Q - R und X5 :Q - R gilt

Cov(X1,Xo) = B(X1 - Xa) - BE(X1) - E(Xs).

Ubung 2.24 Wir wiirfeln zweimal mit einem 6-seitigen Wiirfel.
Die Zufallsvariablen

X;:Q-{1,...,6}, (a,b) »a
Xy:Q—{1,...,6}, (a,b) » b

auf Q = {1,...,6}2 geben das Ergebnis des ersten Wurfs bzw.
zweiten. Wurfs an.

1) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von X+
X2 und X1 - XQ.

2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von ( X+
X2)(X1-X3) und daraus die Covarianz Cov(X;+ X, X1 -
X5).

Ubung 2.25 Wir werfen drei Miinzen, also Q = {0,113, wobei
0 fiir Kopf und 1 fiir Zahl steht.

e Die Zufallsvariablen X, sei 1 falls die Anzahl von Kopf
gerade ist und 0 sonst.

e Die Zufallsvariable Xy sei 1 falls die ersten beiden Wiirfe
dasselbe Ergebnis haben und 0 sonst.

e Die Zufallsvariable X5 gebe die Anzahl der Wiirfe von Zahl
an.

Bestimmen Sie

1) die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von X1-X3 und X X3.
2) die Covarianzen Cov(Xy, X3) und Cov(Xy, X3).

3) die Korrelationen Corr(Xy, X3) und Corr(Xs, X3).
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Ubung 2.26 Sei Q = {wy,...,w.} mit Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion m gegeben durch m(w;) := m; mit Zahlenm; >0, die Y.i_; m; =
1 erfillen. Sei X ein Zufallsvariable auf ) gegeben durch eine
Prozedur, die w; den Wert X (w;) zuordnet.

1) Schreiben Sie ein Programm, das die Verteilung und den
Erwartungswert von X berechnet.

2) Erweitern Sie Ihr Programm so, dass Sie auch die Varianz
und fiir zwei Zufalls Variablen die Covarianz und Korrela-
tion berechnen konnen.

3) Erproben Sie Ihr Programm an dem zweimaligen Minzwurf

©2={(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}

mit m(w) = 1, und den Zufallsvariablen X (a,b) = (a+D) -
(a-b), X(a,b)=a+b und X(a,b) =a-».

4) Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse aus Aufgabe 2.24 und 2.25
mat Hilfe Ihres Programms.

Hinweis: Bestimmen Sie zundchst alle Werte, die X auf )
annehmen kann, und dann deren Wahrscheinlichkeiten.

Ubung 2.27 Sei Q ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X :
Q) - R eine Zufallsvariable mit positiver Varianz und a,b € R mat
a#0. Zeigen Sie, dass

1 fallsa>0
Corr(X, G'X+b)={ -1 ;alls&<0

Ubung 2.28 Seien A und B FEreignisse mit
P(A|B)=P(A).

Zeigen Sie, dass

P(B| A) = P(B).

Ubung 2.29 Wir spielen mit einem Wiirfel und werfen diesen
zwei Mal. Wir gewinnen, falls die die Augensumme kleiner als 7
1st. Was st die Wahrscheinlichkeit noch zu gewinnen, unter der
Voraussetzung, dass
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1) der erste Wurf eine 1 geliefert hat,
2) der erste Wurf eine 3 geliefert hat,
3) der erste Wurf eine 6 geliefert hat,
4) der erste Wurf eine Zahl kleiner als 5 geliefert hat.

Ubung 2.30 In einer medizinischen Studie haben die Teilneh-
mer jeweils eine der Erkrankungen A, B,C,D. Wir fiihren zwei
Tests Ty, Ty durch die das Ergebnis 0 (negativ) oder 1 (positiv)
liefern kénnen. Unter 1000 Teilnehmern der Studie haben die
beiden Tests die Ergebnisse 00,01,10,11 mit den in der folgen-
den Tabelle angegebenen Hdaufigkeiten geliefert:

A B C D
001221 3 51 50
101 31 5 20 331
01 60 2 111 10
11121 1 40 43

1) Bestimmen Sie die relativen Wahrscheinlichkeiten der Er-
krankungen unter der Voraussetzung, dass die Tests ein
bestimmtes Ergebnis liefern.

2) Implementieren Sie die Berechnung dieser relativen Wahr-
scheinlichkeiten aus einem gegebenen Datensatz wie oben.

Ubung 2.31 In einer populiren Zeitschrift wurde das folgen-
de Problem gestellt und hat zu groffen Diskussionen gefiihrt: Bei
einem Fernsehquiz gibt es 3 Tiren, hinter zweien befindet sich
eine Ziege, hinter der anderen ein Auto. Der Spieler kann ei-
ne Tir auswdhlen. Der Moderator dffnet dann eine der anderen
beiden Tiren, hinter der sich eine Ziege befindet. Der Moderator
gibt dem Spieler nun die Mdglichkeit seine Wahl unter den bei-
den noch geschlossenen Tiren zu dndern. Der Spieler bekommt
dann den Preis hinter der Tur seiner Wahl. Ist es von Vorteil,
von Nachteil, oder eqal fiir den Spieler, die Wahl seiner Tir zu
dndern?

Hinweis: Zeichnen Sie den Wahrscheinlichkeitsbaum fiir die
Abfolge: Positionierung des Autos, Wahl der Tiir durch den Spie-
ler, Wahl der Ttir durch den Moderator, und lesen Sie daraus die
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Gewinnwahrscheinlichkeiten fir die zwei Spielstrategien (Wech-
seln oder nicht Wechseln) ab.

Ubung 2.32 Schreiben Sie ein Programm, das das Spiel aus
Aufgabe 2.51 simuliert.

Ubung 2.33 Ein Freund fordert sie auf, mit einer Minze zu
spielen, die er zufdallig in der Tasche hat. Er wettet auf Kopf,
Sie auf Zahl. Falls Zahl kommt, erhalten Sie 1€, anderenfalls
verlieren Sie 1 €. Nach 100 Wiirfen haben Sie 30 € verloren und
den Verdacht, dass die Miinze manipuliert ist. Bevor Sie Ihren
Freund zur Rede stellen, wollen Sie sich Ihrer Sache sicher sein.

1) Wie oft haben Sie gewonnen und wie oft verloren?

2) Schitzen Sie die Wahrscheinlichkeit, 30 € oder mehr zu
verlieren, mit der Tschebyscheff-Ungleichung ab.

3) Schitzen Sie die Wahrscheinlichkeit auch mit der Hoeff-
ding-Ungleichung ab.

4) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Sie bei den 100
Wiirfen genau 30 € wverlieren, und die Wahrscheinlichkeit,
dass Sie 30 € oder mehr verlieren.

Hinweis: Fiir die Rechnung kénnen Sie die MAPLE-Befehle
sum und binomial verwenden.

Ubung 2.34 1) Schreiben Sie eine Funktion, die zufillig 0
oder 1 mit Wahrscheinlichkeit von je % zuriickgibt. Wihlen
Sie mit Ihrer Funktion eine Stichprobe von 250 Zahlen und
bestimmen Sie den Mittelwert.

2) Wir fihren das Experiment aus (1) nun 5000-mal durch.
Wie oft haben Sie eine Abweichung des Mittelwerts vom
Erwartungswert von mindestens 0.1 bekommen?

3) Vergleichen Sie die Hdufigkeit aus (2) mit der Schranke
aus der Hoeffding-Ungleichung.
Hinweis: Die MAPLE-Funktion rand(m) () liefert eine Zu-
fallszahl in {0,...,m —1}.
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Wahrscheinlichkeitsdichten

3.1 Ubersicht

Nicht jedes Zufallsexperiment hat ein Ergebnis in einem abzahl-
baren Wahrscheinlichkeitsraum. Beispielweise konnten wir zufal-
lig einen Punkt in dem Intervall

[0,1]cR
wobei jeder Punkt mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten soll.

Beispiel 3.1.1 In der Prazis konnen wir uns z.B. vorstellen,
dass eine drehbare Scheibe, an deren Rand ein Punkt markiert
ist, und ein feststehender Zeiger auf den Rand der Scheibe zeigt
(Abbildung 3.1). Wir versetzen die Scheibe in Rotation. Komml
die Scheibe durch Reibung zum Stillstand, messen wir z.B. im
Uhrzeigersinn den Abstand von der Markierung zu dem Zeiger.
Hat die Scheibe Umfang 1, dann liefert dieses Experiment eine
zufdllige Zahl in [0,1], wobei wir 0 und 1 identifizieren, d.h. eine
Zahl in [0,1].

Bemerkung 3.1.2 Mit dem MAPLE-Paket Statistics konnen
wir n zufallige Zahlen in dem Intervall [0, 1] erzeugen, wobei al-
le Elemente von [0,1] gleich wahrscheinlich sind. Im Folgenden
erzeugen wir zwei Zufallszahlen:

with(Statistics);

X:=RandomVariable(Uniform(0,1)):

Sample(X,3);

186
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Abbildung 3.1: Rotierende Scheibe mit feststehendem Zeiger und
Markierung.

0.402351616935948, 0.658856481072931, 0.126986816293506

Mit dem dlteren und weitaus weniger leistungsfihigen MAPLE-
Paket stats geht dies auch mit einem einzigen Befehl:
stats[random, uniform](n);

Natiirlich kann eine derartige Funktion nur eine endliche
Flieffkommadarstellung zurickgeben und damit eine Zahl in Q.
Mit der ganzzahligen Zufallsfunktion rand konnen wir ebenso ei-
ne Funktion schreiben, die eine solche Flieffkommadarstellung
erzeugt:

N:=10"15:

rand (N+1) ()/N;
69747391251049
100000000000000

Tatsdchlich wdhlen wir also (in obigem Beispiel fir N = 101°)
aus der endlichen Menge

el

N, N ey N
wobei alle Elemente mit gleicher Wahrscheinlichkeit
1

N+1
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gezogen werden. Insbesondere muss also der Mittelwert

ig I 1 (N+1)-N 1
~“ N N+1 N-(N+1) 2 -2

sein. Wir erproben das an einer Stichprobe von n = 1000 Werten
(wobei wir mit 16 Flieffkommastellen rechnen):
N:=10"15:
n:=1000:
s:=0:
for 5 from 1 to n do
s:=strand(N+1) ();

od:
evalf(s/N/n,15);
0.501869387047372

Entsprechend mit dem Statistics Paket:
with(Statistics);
X:=RandomVariable (Uniform(0,1)):
L:=Sample(X,1000);
EzpectedValue(L);
0.502086525728241

3.2 Von der Summation zur Integrati-
on und zurick

Wir wollen, dass jeder Punkt im Intervall
[0,1]cR

mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftritt
m(n) =c

Nehmen wir an, dass ¢ > 0 ist. Wir kénnen leicht eine injektive
Abbildung

' N, 0,1
g 0_)[7]71.’_)14-‘@

angeben, d.h. Ny als Teilmenge von [0, 1] auffassen. Wahrschein-
lichkeiten sollten aber additiv sein, d.h.

P(AjuAyu...)=P(A;))uP(Ay)uU...
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fiir paarweise disjunkte Mengen A;, A, .... Damit folgt aber fiir
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses [0, 1], dass

P([0,1]) 2 im@m» - i .

nicht konvergent, also schon gar nicht <1 ist. Wir erhalten also:
Bemerkung 3.2.1 Treten alle
nel0,1]cR
in einem Zufallsexperiment mit gleicher Wahrscheinlichkeit
m(n) =ce[0,1]

auf, dann muss
m(n) =0

sein fir alle n € [0,1].
Bemerkung 3.2.2 Nach Bemerkung 3.2.1 muss gelten

P([a7b]) :P(]a7b]) :P([avb[) :P(]a7b[)'

Die Beobachtung in 3.2.1 fithrt aber wiederum zu einem Pro-
blem mit unserer bisherigen Definition von Wahrscheinlichkeit
von Ereignissen, denn

P([0,1]) =1

erhalten wir sicher nicht als Summe von Nullen. Dieser scheinba-
re Widerspruch 16st sich aber auf, da wir ja bisher nur abzahlbare
Summen, also Reihen betrachtet haben. Das heifst bisher konnte
man eine while-Schleife schreiben, die iiber alle Elemente des
Wahrscheinlichkeitsraums iteriert. Das Intervall [0, 1] ist aber
nicht abzéhlbar, wir kénnen also nicht mit einer Reihe iiber sei-
ne Elemente iterieren. Wie kann man dieses Problem 16sen? Die
Losung kommt aus der Idee der Integralrechnung:
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Bemerkung 3.2.3 Wie schon in der Simulation der Gleichver-
teilung in Bemerkung 5.1.2 diskretisieren wir die Verteilung. Da-
zu unterteilen wir das Intervall [0,1] in n gleich grofie Intervalle

fir 7=0,...,n—1. Dann sollte gelten

1
P(Ij):g
Somit 1st
b 1
rlorp-2r-7

Nehmen wir nun n = 10%. Ist nun x € R
Ty = [x lOkJ ,

dann ¢ibt die Dezimalbruchentwicklung
Ty
10k

von a mit k Stellen eine Folge mit

d.h. die Cauchyfolge (1) ist ein Reprasentant der reellen Zahl
= [(xx)]. Dann sollte gelten

10k -

wenn wir annehmen, dass sich die Wahrscheinlichkeit P([0,x])
stetig von x abhdingt. Aus der Wahrscheinlichkeit P([0,x]) er-
halten wir die Anderung der Wahrscheinlichkeit in Abhingigkeit
von x durch die Ableitung

P([0,2])" = (2)" =

Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechung ist also
P([0,x]) = x eine Stammfunktion der Funktion f(x) =1, wir

erhalten also N
P([0,2]) = [2li = [ "1 de.
0
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Die Funktion f(x) bezeichnen wir als die Wahrscheinlichkeits-
dichte. Durch Festlegen der Wahrscheinlichkeitsdichte konnen wir
jeder Teilmenge A c [0, 1], iber die wir integrieren konnen, eine
Wahrscheinlichkeit zuordnen. Beispielsweise ist

P([0,1/4]u[3/4,1])=f01/41dx+ 11da::%.

3/4

Fiir die Interpretation des Integrals und damit der Wahrschein-
lichkeit als Fliche unter der Wahrscheinlichkeitsdichte, siehe Ab-
bildung 3.2.

f(x)
1

T >

Abbildung 3.2: Wahrscheinlichkeit als Flédche unter der Wahr-
scheinlichkeitsdichte.

Bemerkung 3.2.4 Die Berechnung des Integrals foxl dzx als
Riemannintegral (Ober- und Untersumme sind gleich fir kon-
stante Funktion 1) ist nichts anderes als die obige Berechnung
von P([0,z]) als Grenzwert:

z L . Xk )
"1 = i 35 = i 2 < i P(0.22]) = PO,

Definition 3.2.5 Sei() c R". Fine Wahrscheinlichkeitsdich-
te ist eine tber Q2 integrierbare Funktion f:€) — R,y mit

[)f(w)dw =1.
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Fiir eine Teilmenge A c C diber die f integrierbar ist, definieren

P(A) = fAf(w)dw.

Die Menge Q) zusammen mat der Wahrscheinlichkeitsdichte f und
der Menge ¥ aller erlaubten Teilmengen A c Q bezeichnen wir
als kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsraum.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte tibernimmt also im kontinu-
ierlichen Fall die Rolle der Wahrscheinlichkeitsfunktion. Wahr-
scheinlichkeiten von Ereignissen erhalten wir statt durch Sum-
mation durch Integration.

diskret kontinuierlich
m: - Ry f:Q-Ry
P(A) =Y cam(w) P(A) = [, f(w)dw

Beispiel 3.2.6 Fir Q=1[0,1] und A =[a,b] c Q) ist

P(lat))= [ Fw)de.

Fir A =10,1]nQ c Q und Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) =1
konnen wir dem Riemannintegral iiber 1 also der Wahrschein-
lichkeit P(A) keinen sinnvollen Wert zuweisen: Zundchst lisst
sich das Integral von 1 tiber A ausdriicken, indem wir die Funk-
tion

g9:[0,1] = [0,1]
0 firxeA
g(x):{l firxz¢ A

iber ganz [0,1] integrieren, d.h.

fAldwzfolg(a:)dx.

Die Obersumme von g ist 1, da jedes Intervall eine rationale Zahl
enthdlt, wihrend die Untersumme von g gleich O ist. Somit ist g
nicht Riemannintegrierbar.
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Bemerkung 3.2.7 Generell stellt sich die Frage nach dem Be-
griff der Integrierbarkeit in Definition 5.2.5. Die Definition des
Riemannintegrals konnen wir direkt von dem univariaten Fall
tbertragen: Wir unterteilen den Integrationsbereich in eine Ver-
einigung von Produkten von Intervallen

[a17b1] X ... X [an,bn]

nédhern das Volumen unter dem Funktionsgraphen durch

(b1—ar) ...-(bp—an)- f(x)
mat
zelap,b]x...x[an,b]

an und machen Unterteilung immer feiner.! Der Satz von Fu-
bini besagt, dass sich dieses Integral auch durch iterierte univa-
riate Integration berechnen lafit, z.B. ist

1 1
f T1- %o dx = [ / T1- X9 dridre
[0,1]x[0,1] o Jo
1 1
= f ) f T dﬂ?l dl’g
0 0
1 ) 1
= _ d = —,
./0 2 27y

Wir bemerken noch: Fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
existiert keine Wahrscheinlichkeitsdichte, denn Integrale iiber Punk-

te u
/ f(x)dx =0

verschwinden, damit aber auch iiber jede diskrete Menge, denn

S 0=0.
n=1

Wie man diskrete und kontinuierliche Wahrscheinlichkeits-
rdume in einem gemeinsame Konzept zusammenfiihrt werden wir
in einem kurzen Ausblick auf die axiomatische Wahrscheinlich-
keitstheorie in Abschnitt 5.1 sehen.

!Fiir manche nicht Riemann-integrierbare Funktionen kann man im-
mer noch das sogenannte Lebesgue-Integral definieren: Hier unterteilt man
nicht den Definitionsbereich der Funktion, sondern den Wertebereich. Das
Lebesgue-Integral fiir die Funktion ¢ aus Beispiel 3.2.6 existiert und ist
gleich 0.
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Beispiel 3.2.8 Die Gleichverteilung auf dem Intervall [c,d] c
R st gegeben durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

fa)=

Analog kann man fir kartesische Produkte von Intervallen im
R™ eine Gleichverteilung definieren.
Auf [0, 1] ist also die Gleichverteilung gegeben durch

f()=2

fiir alle x. Wir bemerken insbesondere, dass Wahrscheinlichkeits-
dichten (im Gegensatz zu Wahrscheinlichkeitsfunktionen) auch
Werte > 1 annehmen kénnen.

Zum Abschluss des Abschnitts verallgemeinern wir noch Be-
merkung 3.2.3 zur Diskretisierung auf beliebige stetige Wahr-
scheinlichkeitsdichten:

Bemerkung 3.2.9 Fliir eine stetige Dichte
f : [(I, b] - RZO

kénnen wir analog zu Bemerkung 3.2.3 diskretisieren: Fiirn e N
sel

ti=a+(b—a)'£
n

mit1=0,...,n und

fi= /t: f(z)dz.

mit v = 1,...,n. Dann erhalten wir den diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum

Q={1,...,n}
mat der Wahrscheinlichkeitsfunktion

m(i) = fi.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es &; €
[ti—lati] mit
b-a
= fi
n

f(&)-
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Fiir eine erste praktische Ndiherung kann man

i—1+ti b-a
).

fi:f(t 2 n

nehmen. Eine andere Niherung, die oft in numerischen Integra-
tionsverfahren verwendet wird, ist

_ i)+ f(t:) b-a
- 5 —.

fi

Fiir n - oo konvergieren diese Diskretisierungen gegen die
kontinuierliche durch die Dichte f gegebene Verteilung in dem
Sinne, dass

P(a,a]) = lim P({i €9t <a})

(wobei Q und die t; von n abhdingen).

Man beachte, dass eine analoge Diskretisierung auch funktio-
niert fir [a,oo[ oder | —o0,b] mit Q =N und fir R =] - oo, 00[
mit 2 = 7.

3.3 Erwartungswerte auf kontinuierlichen
Wahrscheinlichkeitsraumen

Wie definiert man auf sinnvolle Weise nun einen Erwartungswert
fiir eine Zufallsvariable? Wieder gibt die Diskretisierung den ent-
scheidenden Hinweis:

Bemerkung 3.3.1 Sei wie in Bemerkung 3.2.9
f : [CL, b] e IRZO

eine stetige Dichte und fir n e N mit
i
ti=a+(b—a)-—
n

und
i—1+ti) b-a
2 n

=1
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die Diskretisierung gegeben durch die Wahrscheinlichkeitsfunkti-
on

m:Q={1,...,n} > Ry
m(i) = fi

Fine stetige Zufallsvariable X : [a,b] - R konnen wir dann dis-
kretisieren zu

X:QO->R

(i) = X (L)

und erhalten den Erwartungswert

mm=imwm@

ll+t

).

=——2XU1”>ﬂ
Mit dem Riemannintegral erhalten wir fiir n — oo dann

_ b
E(X) = f X(z)- f(2)dz.
Wir definieren daher:
Definition 3.3.2 Sei () ein kontinuierlicher Wahrscheinlichkeits-

raum mit Wahrscheinlichkeitsdichte f. Fir eine Zufallsvariable
X :Q > R defnieren wir den Erwartungswert als

B(X) = [ X()- f(w)de,

falls
fQ X ()] f(w)dw < oo.

Analog definieren wir die Momente
E(X*) = fX(w)k f(w)dw.
Q

fiir alle k € N.
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Als Faustregel konnen wir also sagen, dass sich Summen im
Fall von kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsraumen durch die
entsprechenden Integrale ersetzen.

Bemerkung 3.3.3 Mit Definition 3.5.2 iibertragen sich direkt
die Definitionen von Varianz

V(X)=E(X-E(X))%)
= B(X?) - B(X)?

und Standardabweichung

o(X) = VV(X)

einer Zufallsvariable X, und der Covarianz
COV(Xl,XQ) = E( (Xl - E(Xl)) . (X2 - E(Xg)) )

und Korrelation

COV(Xl, XQ)

Corr( X1, X2) = o(X1)-o(Xy)

von Zufallsvariablen X, und Xs.

Bemerkung 3.3.4 Mit den Rechenregeln fiir Integrale folgt, dass
wie 1m diskreten Fall

E(X1+Xs2) = B(X1) + E(Xs)

fiir Zufallsvariablen X; fir die der Erwartungswert ezistiert (sie-
he Satz 2.6.12) und

E(c-X)=c-E(X)

fiir c e R gilt (siehe Bemerkung 2.6.14).
Ebenso gilt
Vic-X)=c*-V(X)

und
V(X +¢)=V(X)

fir c e R.
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Beweis. Fiir den Erwartungswert haben wir

(X + X)) = fﬂ(x1 £ Xo)(w) - fw)dw

= [ (X1(@)- F(w) + Xaw) - f())de

:fQXl(w)-f(w)der/S;Xg(w)~f(w)dw

- BE(X1) + E(Xs)

und
E(c-X):ch-X(w)-f(w)dw

:c-[QX(w)-f(w)dw
=c- E(X).

Fiir die Varianz gilt mit den Rechenregeln fiir den Erwartungs-
wert dann genau wie im diskreten Fall

Vic-X)=E(c* X?)- E(c- X)?
= B(X?) - B(X)?
=c-V(X)

und

V(X +c)=E(X +¢)*) - E(X +c¢)?
=E(X*)+2c-E(X)+-FE(X)*-2c-E(X)-¢
= EB(X?) - B(X)?=V(X).

Beispiel 3.3.5 Fir die Gleichverteilung auf [0,1] mit Dichte
f : [07 1] - RZO
f(x)=1
st der Erwartungswert von X =id
1
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und die Varianz
V(X)=E(X?)-E(X)?
1
= f 562-f(31:)d91:—1
0 4

27 1
-15), 3
111
3 4 12

Beispiel 3.3.6 Wir werfen auf eine Zielscheibe Q2 mit Radius 1
und die Zufallsvariable X : Q — R beschreibe den Abstand des
Treffers vom Mittelpunkt. Die Wahrscheinlichkeit in Radius <r

Abbildung 3.3: Zielscheibe und Trefferbereich mit Radius < r.

zu treffen ist proportional zur Fliche der Kreisscheibe mit Radius
r (siehe Abbildung 3.3), d.h.

P(X <1) = P({(z,9) |22 + 32 <7%)) = comor®.
Wir nehmen an, dass wir immer auf die Scheibe treffen. Dann

15t
P(X<1)=1
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also

1
c=—
7r

und somit
P(X <r)=r

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung kénnen wir mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte

flr)y=2r

darstellen als

P(XST):/OT% dt:forf(t) dt.

Damit kénnen wir den Erwartungswert fir den Trefferabstand
vom Mittelpunkt berechnen als

E(X):Alr-f(r) dr:A12r2 dr

2 1
3 Jlo 3

Beispiel 3.3.7 Fir die Exponentialverteilung

f(x) = Aexp(-Az)
mit A >0 auf Q= [0, co[ ist

[ @yde = [=exp(-Aa)]5 =0~ (-1 = 1,

somit definiert f auf Q) einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Die Exponentialverteilung tritt oft bei Problemstellungen auf,
bei denen ein Defekt auftritt, etwa bei einer Festplatte, SSD, LED
oder einem Netzteil. Die Zufallsvariable X =id gibt die Zeit bis
zum Defekt an. Die Wahrscheinlichkeit eines Defekts bis Zeit t
st dann

Px <= [ " F(e)da = [~ exp(=Aa)]] = 1= exp(=M).

Fir \ = % erhalten wir z.B.

1
P(X<1)=1- exp(—§) ~ 0.39.
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Den Erwartungswert erhalten wir mit partieller Integration
E(X) = f - A-exp(-Azx)dx
0
=\ / x-exp(=Azr)dx
0

= [—a:-exp(—)\x)]g’+/Oooexp(—)\x)dx
=0+ [% exp(—)\x)]: = %

ebenso auch
E(X?) =\ /Oox2-exp(—>\x)dx
0

= [—;p2.exp(—)\x)];° +2foox-exp(—)\as)dx
0

und damit die Varianz

2 1 1
V(X) = E(XQ) —E(X)2 = ﬁ - ﬁ = ﬁ
In dem obigen Beispiel bedeutet \ = % also, dass die erwartete
Zeit bis zum Fehler bei 2 liegt (in einer festgelegten Einheit fir

die Zeitmessung, etwa Jahre).

3.4 De Buffons Nadelexperiment

Beispiel 3.4.1 In de Buffons Nadelexperiment zeichnen wir dqui-
distant mit Abstand 1 parallele Geraden in eine groffe quadrati-
sche Fldche und werfen dann zufillig Nadeln der Linge 1. Wair
zdihlen, wie oft eine Nadel eine Gerade schneidet, siehe Abbildung
3.4.

Zu jeder Nadel assoziieren wir die ndchste Gerade L, den
Abstand m des Mittelpunkts der Nadel von L und den (klein-
sten der beiden) Winkel ¢, den die Nadel mit L einschliefit. Das
Ezxperiment produziert damit Ergebnisse (m,p) in

o-[od] o]
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Abbildung 3.4: Buffons Nadelexperiment

und wir nehmen an, dass bet einem Wurf Elemente in € zufallig
gleich wahrscheinlich gewdhit werden. Fine Nadel schneidet die
ndchste Gerade genau dann, wenn

siehe Abbildung 3.5. Die giinstigen Ereignisse nehmen also von
der Gesamitfldche

die Flache _
A1 1 = 1
Ofisin(w)dso =5 [-cos(¢)]g = 3

ein, siehe Abbildung 3.6. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel
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Abbildung 3.5: Winkel und Abstand zur néchsten Geraden.

Abbildung 3.6: Giinstige Ergebnisse im Nadelexperiment.

die néchste Gerade schneidet, ist mit dem Ereignis

A= {(m,gp) €eQm< %Sin(@}

also wenn wir auf Q eine Gleichverteilung annehmen

p=Pr(A)=

2
-

»Jk|>l|l\3|>—t

Somit haben wir fir die Zufallsvariable

1  Nadel schneidet
X(m, ) :{ 0 sonst

dass 9
E(X)=1-p+0-(1-p)=p=—

™
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Wenn wir davon ausgehen, dass auch auf nicht-diskreten Wahr-
scheinlichkeitsriumen das Gesetz der grofien Zahlen gilt, sollte
nach Beispiel 2.15.7 die relative Hiufigkeit, dass eine Nadel die
néichste Gerade schneidet, den Erwartungswert E(X) =2 annd-
hern. Wir haben also ein Verfahren zur Berechnung von m gefun-
den. In Aufgabe 3.5 implementieren wir das Buffonsche Nadelex-
periment. Bei einer Implementierung sollte man die Verwendung
von m und von trigonometrischen Funktionen vermeiden, da wir
sonst schon implizit 7 als gegeben ansehen.

Bemerkung 3.4.2 Um das Experiment etwas formaler mit un-

serer Notation von Wahrscheinlichkeitsdichten zu beschreiben,
kénnen wir also auf € die konstante Dichte

f(mv(p):_

einfiihren, die dann natirlich zu

waQf(w)dw /[ dmdgp——/[ldmakp

4 F1 5 7
z—f—dwz—fldgo
TJ 2 T
0 0
2
:—~E:]_
T 2

integriert. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel, die ndchste
Gerade schneidet, ist damit

p=P(A)= ff(w)dw—— [1dmdg0

4 4 {1
=—-/ f ldmdg0=—-f—sin(g0)dg0

T L 2

4

m
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3.5 Unabhangigkeit im kontinuierlichen
Fall

Um das Gesetz der groflen Zahlen zu formulieren, miissen wir
wieder den Begriff der unabhingig und identisch verteilten
Zufallsvariablen einfiihren. Den Begriff der Unabhéngigkeit miis-
sen wir so wihlen, dass er genau das leistet was wir brauchen,
d.h. zu der Formel

E(Xl 'X2) = E(Xl) ‘E(X2)
und damit zu
V(Xl + Xz) = V(Xl) + V(XQ)

fiihrt, die essentiell im Beweis des Gesetzes der groften Zah-
len verwendet werden. Unser bisheriger Beweis des Gesetzes der
groften Zahlen iibertrigt sich dann direkt auf den kontinuierli-
chen Fall.

Beim Begrift der Unabhéingigkeit gibt es ein &hnliches Pro-
blem wie bei dem Begriff der Wahrscheinlichkeit von Elementen.
Die im diskreten Fall eingefiihrte Definition

P(X1:nl,ngng):P(Xl:nl)'P(XQZTLQ)

macht zwar Sinn, falls X; und X5 nur diskrete Werte annehmen.
In diesem Fall gehorchen die Werte von X; und X, einer dis-
kreten Verteilung und wir kénnen direkt auf die Resultate aus
Abschnitt 2 zuriickgreifen. Im Allgemeinen kann das Bild von X
und X5 aber auch kontinuierlich sein. In diesem Fall stellt obige
Gleichung keine Bedingung, da typischerweise alle drei Wahr-
scheinlichkeiten in der Gleichung 0 sind. Wir betrachten daher
fiir eine reellwertige Zufallsvariable die sogennannte kumulati-
ve Wahrscheinlichkeit P(X <n) und definieren:

Definition 3.5.1 Zwei Zufallsvariablen X1, X5 : Q0 - R heiflen
unabhdngig, wenn

P(X1 Snl,Xg SHQ) =P(X1 Snl)'P(XQSTLQ)

fur alle ny,ns.
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Bemerkung 3.5.2 Im Fall, dass X, und Xy nur abzdhlbar viele
Werte annehmen (z.B. falls der Wahrscheinlichkeitsraum diskret
ist) stimmt diese Definition mit unserer bisherigen tberein.

Beweis. Wir konnen dann annehmen, dass X; und X, ganzzah-
lige Werte annehmen. Dann folgt aus

P(Xlénl,XQSng)zp(XlSnl)-P(X2§n2)

dass

P(Xl =ny, Xg = n2)

P(X1 Snl,Xg Sng)
—P(X1 Snl—l,Xg STLQ)
—P(Xlénl,XQSng—l)
+P(X1§n1—1,X2£n2—1)
= P(X1 Snl)P(XQSnQ)
—P(Xlﬁnl—l)'P(XQSng)
—P(Xlﬁnl)'P(XQSng—l)
+P(X1§n1—1)-P(X2£n2—1)
= P(X1 an)'P(XQSTLQ)
—P(Xlznl)-P(XQSng—l)
= P(Xlznl)-P(ngng)

und umgekehrt aus
P(X1 = nl,Xg = ng) = P(X1 = nl) P(X2 = TLQ)
mit dem Distributivgesetz, dass

P(Xlénl,XQSng) = Z Z P(X1=21,X2=22)

z1<ny z22<n2

> Y P(Xi=2z) P(Xy=2)

z1<n1 z2<n2

z1<nq

= P(X;<n) P(Xy<ny).

Beispiel 3.5.3 Bei zweimaligem Wiirfeln mit den Ergebnissen
X, und X, ist
1
P(X1<3,X9<3)=9-—=
( 1 ) 2 ) 36

A,
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denn die zuldssigen Ergebnisse sind

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3).

Andererseits ist
1

Bemerkung 3.5.4 Die Unabhdingigkeit von mehr als zwei Zu-

fallsvariablen
X, X, : Q>R

definiert man analog als

P(Xi1<ny,..., X, <n.)=P(X1<ny) ... P(X, <n,).

3.6 Wahrscheinlichkeitsdichten von Zu-
fallsvariablen

3.6.1 Kontinuierliche Zufallsvariablen

Wir schrianken uns im Folgenden auf Zufallsvariablen ein, fiir die
wir auf dem Wertebereich eine Wahrscheinlichkeitsdichte ange-
ben konnen. Da wir, wie gerade gesehen, in der Untersuchung von
Unabhéngigkeit auch Wahrscheinlichkeiten der Form P(X; <
ni, Xo < ny) betrachten miissen, d.h. die Verteilung der Zufalls-
variable (X1, X5) : Q — R2?, fithren wir vektorwertige Zufallsva-
riablen ein.

Definition 3.6.1 Eine kontinuierliche Zufallsvariable ist ei-
ne Zufallsvariable

X=(X1,...,Xq): Q> R4
fir die es eine integierbare Wahrscheinlichkeitsdichte
Ix: R? - Rso

gibt mit

[Rd fx(t)dt =1
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und

P(X <n) = ft Fx(t)dt

fiir alle n € R, Hier sind die Ungleichungen komponentenweise
zu verstehen.

Wir sagen, dass zwei kontinuierliche Zufallsvariablen X1 und
Xy tdentisch verteilt sind, wenn

Ixi =[x,

Die Dichte fx im Wertebereich ist das Analogon zu der Ver-
teilung

P(X =n)= 2;2 m(w).
X(w)=n

im diskreten Fall, siche Bemerkung 2.6.5. In Beispiel 2.6.6 hatten
wir etwa die Verteilung der Anzahl X von Kopf bei einem 4-
maligen Miinzwurf bestimmt:

n 0 1 2 3 4
wmit X(w)=n | 1111 1110 1100 0001 0000
1101 1001 0010
1011 0011 0100
0111 1010 1000
0101
0110
PX-w | % & & & %
Die Analogie ist also:
diskret ‘ kontinuierlich

P(X<n)=Y,,P(X=1) P(X <n)= [, [x(t)dt
Beispiel 3.6.2 Ist Q =[a,b] ein Intervall und
X :[a,b] >R

eine streng monoton wachsende (analog fallende) Zufallsvariable,
sodass

P(X <n)
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differenzierbar ist, dann ist nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

fx :[X(a), X(D)] = Ry
Fy = %P(X <n)

eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit

X(b)
f fx(t)dt =1
X (a)

und "
P(X <n) = fX o, Tx(ot
fiir alle n.
Beispiel 3.6.3 In Beispiel 3.5.6 kénnen wir
Q={(z1,22) eR? |2t +22< 1}

als die Einheitskreisscheibe nehmen mit der Dichite
1
f(wlv :U2) =
T

nehmen. Offenbar ist dann P(Q2) = 1. Die Verteilung der Zufalls-

variable
/72 4 2
X(z1,29) =27 + 23

die den Abstand des Treffers vom Mittelpunkt beschreibt erhalten
wir dann als

P(X<r) = P({(x1,22) e R?| X(x1,29) <1})
= P({(z1,72) eR? | /a2 +23<r})

= Llpp2=y2
™

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt
dann

fXZ%P(XST)

also

Jx :R—>Ry
fx(’f’)z 27“.
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Bemerkung 3.6.4 Die Unabhdngigkeit von kontinuierlichen Zu-
fallsvariablen X1 und Xs, ldsst sich in Termen der Dichten aus-
driicken als

P(Xlénl,XgénQ)=P(X1£n1)-P(X2£n2)
:/;< le(tl)dtl'/ Ix, (t2)dts

to<no

) [t< [< Fxi (tl)fX2(t2)dt1dt2

d.h. (nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
sind die Zufallsvariablen X; und Xo unabhdngig genau dann,

wenn die gemeinsame Verteilung von X; und Xo gegeben ist
durch das Produkt der Dichten von X, und X,, also:

X1 und Xy unabhingig <= f(x, x,) = fx, - [x,-

Beispiel 3.6.5 Wollen wir gleichverteilt einen Punkt im Qua-
drat Q = [0,2]? wahlen, indem wir gleichverteilt die beiden Ko-
ordinaten X1 und Xy wdihlen, dann ist

1 1 1
Joxix) = fxi - fxa = 55 1

Die Wahrscheinlichkeit, dass die beide Koordianten <1 sind, er-
halten wir dann als

1 1 1 1
P(X1<1,Xy<1) = f f = dwydz = -
o Jo 4 4

3.6.2 Berechnung von Wahrscheinlichkeitsdich-
ten von kontinuierlichen Zufallsvariablen

Im diskreten Fall war es einfach, aus der Wahrscheinlichkeits-
funktion m auf 2 mittels der Formel

P(X =n)= Z m(w)

wef
X(w)=n
die Verteilung der Zufallsvariable X zu bestimmen. Im Fall einer
reellwertigen Zufallsvariable auf einem Intervall wie in Beispiel
3.6.2 konnen wir ebenso direkt aus der Dichte auf dem Intervall
die Dichte der Zufallsvariablen ausrechnen:
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Bemerkung 3.6.6 Ist 2 =R mit Wahrscheinlichkeitsdichte f :
Q- Ryo und X : Q - R eine streng monoton wachsende Funk-
tion, dann ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte von X gegeben durch

fx=(foXx Tt (x1).
Beweis. Schreiben wir
P(X <n) = f" F(£)dt

dann ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralre-
chung P(X <a) eine Stammfunktion von fx, d.h.

%P(X <n) = fx(n).

Andererseits ist

P(X <n)

P{weR| X(w)<n})
P{weR|w< X 1(n)})
/ng-l(n) f(w)dw

Joen F(XTH(B)) - (X1)'(2)dt

wobei wir in der letzten Gleichung die Substitutionsregel fiir Inte-
grale verwendet haben. Wieder mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechung erhalten wir

L p(X <) = F(X () (XY ()

und somit
fx(n) = f(X7H(n)) - (X7)'(n).
]
Die Analogie ist also:

diskret kontinuierlich

m: Q- Ry J: =Ry

P(X =n) = pex-1(ny) m(w) fx(n) = f(X7H(n)) - (X71)'(n)
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Beispiel 3.6.7 Stadtgrindungen in Deutschland passieren in den
letzten 2000 Jahren gleichverteilt. Auf Q2 = [0,2000] betrachten
wir also die Wahrscheinlichkeitsdichte

f0) =500

wobei t fiir die Zeit seit der Stadtgrindung steht. Die Stadtgro-
Ben wachsen mit der Zeit exponentiell (mit Basis A leicht grofer
als 1). Bis auf Skalierungsfaktoren wird die Stadtgrofie bei einer
Grindung vor t Jahren beschrieben durch die Zufallsvariable

X(t) = A =exp(In(N) - t).
mit Umkehrfunktion

In(z)

@ =100)

Die Dichte von X ist dann

fx(x) = F(X(2) - (X7) (@)
1 1
2000 z-In(X)

Damit ist

N

b
Pla< X <b) = [al S ;—x‘lnl(/\gcfx
3000 " w0y " Ja ;dfﬂb
Wl[)() ) ln(l)\ ’ [ln(z)]a
= w05 oy © (In(b) ~In(a))
Wir betrachten das Ruhrgebiet mit etwa 8000000 Einwohnern als
die grofite deutsche Stadt. Tatsdchlich wurde Kéln als Zentrum
des Ruhrgebiets vor fast genau 2000 Jahren gegrindet. Wir kon-
nen eine Ndherung fir A bestimmen, indem wir die Gleichung
A2090 = 8000000

losen und erhalten

1n(8000000)

1
A = (8000000) % =
( ) eXp( 2000

) ~ 1.008.
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Damit ist dann
P(1< X <8000000) =1

und z.B.
1 1 2.10°
P(l ) =—.—— . ~ 0.044
([100000, 200000]) = o ey [In(x)]5es ~0.0449
P([800000,900000]) = BRI [In(2)]22% ~ 0.0076
’ 2000 In(\) 8107 7

wir erwarten also, dass etwa 0.8% aller Stddte eine Grofie zwi-
schen 800000 und 900000 Einwohnern haben, aber 4.5% aller
Stadte eine Grife zwischen 100000 und 200000 Einwohnern.
Tatsdachlich gilt unabhdngig von k mit der Funktionalglei-
chung
In(u-v) =In(u) +In(v)

des Logarithmus, dass

P(10F< X <2-10F) = gy - (In(2- 10%) - In(10%))
= 00 moy  1n(2) ~ 0.0449
und
P(8-10F <X <9-10%) = 55 5oy - (In(9-10%) —In(8 - 10%))
= 005 ln(l)\) -(In(9) - 1n(8)) ~ 0.0076.

Daraus folgt etwas ziemlich seltsames: Stddte mit einer Ein-
wohnerzahl, die mit 1 beginnt, sind wesentlich hdufiger ist als
Stddte, deren Einwohnerzahl mit mit einer 8 beginnt. Dies kann
man tatsdchlich an den Einwohnerzahlen der deutschen Stddte
beobachten.

3.6.3 Erwartungswerte von kontinuierlichen Zu-
fallsvariablen

Wir schranken uns im Folgenden auf eine streng monotone Zu-
fallsvariable auf €2 = R ein, die Formel fiir den Erwartunswert gilt
aber allgemeiner sofern man eine Dichte im Bildraum angeben
kann und das Integral existiert.
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Proposition 3.6.8 Den Erwartungswert einer kontinuierlichen
monotonen Zufallsvariable X : Q0 - R konnen wir mit Hilfe der
Wahrscheinlichkeitsdichte fx : €0 - R berechnen als

E(X) = [:t-fx(t)dt.

Beweis. Sei f die gegebene Wahrscheinlichkeitsdichte auf dem
kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsraum 2 = R. Mit der aus der
Analysis bekannten Substitutionsregel fiir Integrale? erhalten wir
fir die Substitution w = X~1(¢), dass

B(X) = [ X(@)-f(w)de
= [ ) (e e

= [:t‘fx(t)dt;

wobei wir in der letzten Gleichheit Bemerkung 3.6.6 verwendet
haben. m
Die Analogie zum diskreten Fall ist also

diskret ‘ kontinuierlich

E(X)=Y,t-P(X =t) E(X)=[t-fx(t)dt.

Beispielrechnungen haben wir schon den Beispielen 3.3.5, 3.3.6
und 3.3.7 gesehen.
Wie im diskreten Fall folgt mit der Proposition:

Satz 3.6.9 Fir unabhdingige kontinwierliche Zufallsvariablen X,
und Xy gilt

E(X;-X5)=FE(Xy) E(Xy)
V(X1 + XQ) = V(Xl) + V(XQ)

2Wir erinnern uns an die Substitutionsregel: Ist f : [r,s] - R stetig und
g:[a,b] = [r,s] differenzierbar mit stetiger Ableitung, dann gilt

[ ten@ g @ de= "7 i) an

Dies folgt direkt aus der Kettenregel fiir Ableitungen.
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Beweis. Mit Bemerkung 3.6.4 hat (X1, X5) auf dem Bildraum
die Wahrscheinlichkeitsdichte

f(ti,t2) = fxx0) (t1,12) = fx, (t1) - fxo (t2)
und auf dem Bildraum von X; und X, hat X; - X5 den Wert
(Xl . XQ)(tl,tQ) = tl 'tQ.

Den Erwartungswert von X; - X5 damit berechnen als

E(Xl-XQ)://(Xl-XQ)(tl,tg)-f(tl,tg) dtsdt,
~ [ [ et fra(t) - fra(t) diady
=/t1‘fxl(t1)‘ft2'sz(t2) dtydt,

:[tQ-fXZ(tg) dtg'[tl'le(tl) dty
= B(X,) - E(Xy).

Die Gleichung fiir die Varianz folgt exakt wie in Satz 2.9.9 (aus
der fiir den Erwartungswert und Bemerkung 3.3.4). m

Bemerkung 3.6.10 Man beachte, dass diese Formeln auch fiir
unabhdingige Zufallsvariablen gelten, die auf einem kontinuierli-
chen Wahrscheinlichkeitsraum diskrete Werte annehmen. Liegen
die Werte von X1 in der abzdihlbaren Menge Ny und die von
Xs in Ny, dann haben wir (wie im Fall von Zufallsvariablen auf

diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen, siehe den Beweis von Satz
2.9.7)

E(Xl'Xg): Z Z n1~n2-P(X1=n1,X2:n2)

TL1EN1 ngENQ

= Z Z ny-ne- P(X1 =n1) - P(Xs =ny)

TL1GN1 TLQENQ

= Z nl-P(Xlznl)‘ Z n2-P(X2=TL2)

n1€N1 n26N2

= E(X1) - E(X>).

Dies impliziert wiederum die Gleichung V(X7 + Xs) = V(X;) +
V(Xy) fir die Varianz.
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3.7 Mittelwerte von Zufallsvariablen

3.7.1 Gesetz der grofien Zahlen

Auf einem kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsraum gilt auch
wieder die Markov-Ungleichung:

Satz 3.7.1 (Markov-Ungleichung) Sei () ein kontinuierlicher
Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsdichte f: Q —
Ryp und X : 2 - R eine Zufallsvariable mit X > 0. Fiir alle e >0
qgilt

E(X)

P(X>¢)< .
9

Beweis. Wir setzen

o(2) :{ 1 falls X(z)>¢

0 sonst

Wegen X >0 haben wir
B(X) = [ X(@)-f@) do> [ X(@)-f(w)-g(w) dv
26~/Qf(w)-g(w) dw=¢-P(X >¢)

n

Damit iibertragen sich aus dem diskreten Fall ohne jede An-
derung die Beweise der Tschebyscheffungleichung (Satz 2.12.3)
und des Gesetzes der groften Zahlen (Satz 2.13.5), wobei wir fiir
letzteres die Gleichung

V(Xl + X2) = V(Xl) + V(XQ)
aus Satz 3.6.9 und Bemerkung 3.6.10 verwenden:

Bemerkung 3.7.2 Auch fiir kontinuierliche Zufallsvariabeln gilt
die Tschebyscheffungleichung

V(X)
e2

P(IX-E(X)|>¢) <

und das Gesetz der grofsen Zahlen

X +...+X,
P(‘ 1+ + B
n
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nsbesondere

limP(‘X1+”'+X"—u

n—00 n

25)=0

wobei X1, ..., X, identisch unabhdngig verteilte Zufallsvariablen
sind mit Erwartungswert p = E(X;) und Standardabweichung
o=0(X;) und > 0.

Unsere Intuition bei Buffons Nadelexperiment, durch eine re-
lative Haufigkeit eine Wahrscheinlichkeit anzundhern, war also
korrekt.

3.7.2 Anwendung: Monte-Carlo-Integration

Bisher haben wir Integrale verwendet um kontinuierliche Zu-
fallsprozesse zu beschreiben. Tatséchlich geht auch die Umkeh-
rung: Man kann Integrale mittels eines Zufallsprozesses berech-
nen.

Beispiel 3.7.3 Wir betrachten das Quadrat
Q=[0,1)"

und die Funktion
g(x) =22
Wir wahlen zufdllig und gleich verteilt Punkte (x,y) € Q und

|1 falls y < a?
X(z,y) = { 0 sonst

FEs ist dann

1 2d 1
p:P(X:]_):—fO t ! :/ deZE
1-1 0

gleich dem Anteil der Fldche von Q unter der Parabel, also

E(X):l-p+0~(1—p)=v/01x2dm.

Nach dem Gesetz der grofsen Zahlen konnen wir das Integral also
anndhern, idem wir n-mal X auswerten und den Mittelwert
bilden.
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Wir wdhlen nun mit dem folgenden MAPLE-Programm 10000
Punkte in Q) und bilden den Mittelwert der Werte von X, um
damit E(X) zu approximieren:

N:=10000:
Pz:=[stats[random, untform](N)]:
Py:=[stats[random, uniform](N)]:
c:=0:
for 5 from 1 to N do
if (Pylj]<=Pz[j]°2) then c:=ctl;f1i,
od:
evalf(c/N);
0.337
Siehe Abbildung 3.7.

1

P) . _ 08 1

Abbildung 3.7: Montecarlo-Integration

Natiirlich kénnen wir hier exakt das Integral auswerten als

1 1.7 1
= 2d :[— 3:| = —,
p fo S R

Das Verfahren lasst sich aber analog auf jede stetige Funktion
anwenden und liefert dann eine Approximation der Fliche unter
dem Funktionsgraphen, also des Integrals. Siehe dazu Ubungs-
aufgabe 3.6.
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Bemerkung 3.7.4 Das Verfahren lisst sich noch wie folgt ver-
bessern: Zur Integration der stetigen Funktion

g:la,b] > R
wdhlen wir mit der Zufallsvariable X zufdllig gleichverteilt in
[a,b] Werte fir x mit Wahrscheinlichkeitsdichte

1

f@)= 5.

Beschreibt die Zufallsvariable Y = g(X) die entsprechenden Funk-
tionswerte, dann ist

E(Y) = fabY(x)-f(x) dz
) [abg(x) . b}adx
= ﬁ : /;bg(x)dx.

Beschreiben X1, ..., X, die Ergebnisse einer zufilligen, unabhdn-
gigen, gleichverteilten Wahl von n Werten in [a,b], dann kénnen
wir mit

b—a &
T;Q(Xi)

nach dem Gesetz der grofien Zahlen das Integral anndhern. Wi-
ren die Werte der X; genau dquidistant auf das Intervall [a,b]
verteilt, dann ware dies genau die Formel zur Riemannintegrati-
on.

Beispiel 3.7.5 Fiir g(x) = 2% kénnen wir das Integral iber [0, 2]
berechnen mit

N:=10000:
Pz:=[2*stats[random, uniform] (N)]:
s:=0:

for 7 from 1 to N do
s:=st+Px[j]"2;

od:

evalf(2*%s/N);

2.688
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Der exakte Wert ist

2 8
f 22dr===266...
0 3

Wir schétzen noch mit der Tschebyscheff-Ungleichung die Ge-
nauigkeit des Integrationsverfahrens ab:

Bemerkung 3.7.6 Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass
g nur Werte in [0,1] annimmt. Setzen wir weiter

I=(b-a)Y
also )
E() = [ g@)da
dann st

V(I) = [abg(x)zdx _E(I)?< (b-a)?

denn (g(x)? < 1)und somit mit der Schranke aus dem Gesetz der
grofen Zahlen

n

p=P(‘b‘“leg<X,->—E<I>

Zs)s (b-a)®

n-e2

Fiir das Integral von g(z) = x? dber das Intervall [0,1] ist
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers von > 0.02 nach n = 10000
Tterationen hochstens

1

— =0.25.
10000 - 0.022

Bemerkung 3.7.7 Die Hoeffding-Ungleichung, die genau wie
im diskreten Fall auch im kontinuierlichen Fall gilt, liefert ei-
ne Abschdtzung, die unsere beobachtete Genauigkeit wesentlich
besser abbildet mit

p<2exp(-2-€2-n)
also in unserem Beispiel

e | 2exp(-2-£2-10000)
0.02 | »0.00068
0.01 | »0.27
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3.8 Konvergenz von Verteilungen

In diesem Abschnitt wollen wir zwischen Verteilungen Beziehun-
gen herstellen, die durch Grenzwertbildung entstehten. Wir be-
ginnen mit einer uns schon bekannten diskreten Verteilung.

3.8.1 Binomialverteilung

Definition 3.8.1 Be: einem Bernoulliprozess fiihren wir ein
Zufallsexperiment mit boolschem FErgebnis n-mal durch. Die ein-
zelnen Iterationen sind unabhdngig und identisch verteilt und ge-
ben mit Wahrscheinlichkeit p true und mit Wahrscheinlichkeut
1 - p false. Wir haben also

0 =1{0,1}"

und } A
m(w) =p’ - (1-p)"~

wobei 7 die Anzahl der FEintrige von Einsen in w ist.

Definition 3.8.2 Wir interessieren uns nun fir die Anzahl von
Einsen in einem Bernoulliprozess. Ist Y; eine Zufallsvariablen,
die das Ergebnis des i-ten Wurfs liefert, also

Yi(w) = w;
wird diese Anzahl gegeben durch die Zufallsvariable
X,=Yi+...+Y,.

Diese hat eine sogenannte Binomialverteilung
. n\ . n-j
P(X,=j)= i) (1-p)

da wir 3 Moglichkeiten haben, die Positionen der Finsen aus den
msgesamt n Positionen zu wdhlen.

Beispiel 3.8.3 Das Musterbeispiel einer Binomialverteilung ist
die Verteilung der Anzahl X wvon Kopf bei einem mehrfachen
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Miinzwurf (wobei wir z.B. 0 fiir Kopf und 1 fir Zahl schreiben).
Wie in Beispiel 2.6.6 diskutiert erhalten wir die Verteilung

] 0 1 2 3 4
w mit X(w) =7 | 1111 1110 1100 0001 0000
1101 1001 0010
1011 0011 0100
0111 1010 1000

0101

0110
P(X =) -

=)

3.8.2 Poissonverteilung

(Y]
2]

N
N

also

Neben der Gleichverteilung und der Binomialverteilung ist ei-
ne der wichtigsten diskreten Verteilungen die Poissonverteilung.
Wie wir sehen werden, kann man die Poissonverteilung als einen
Limes der Binomialverteilung fiir n - oo auffassen.

Nehmen wir an, wir wollen die Wahrscheinlichkeit beschrei-
ben, wie oft ein Ereignis in einem Zeitintervall auftritt. Wir konn-
ten z.B. ein radioaktives Material untersuchen, das bestimmte
Teilchen aussendet, etwa Elektronen in einem [-Zerfall.

Ohne Einschrinkung konnen wir das Zeitintervall [0, 1] be-
trachten. Sei X eine Zufallsvariable, die die Anzahl der Ereignis-
se in [0, 1] beschreibt. Falls die Ereignisse mit konstanter Rate
A von Ereignissen pro Sekunde passieren, dann erwarten wir in
unserem Zeitintervall A-1 = \ Ereignisse. Wir grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass in dem Zeitintervall [0, 1] genau k Ereignisse
passieren, also as ist P(X =k)?

Wir kénnen nun das Intervall [0, 1] wie oben in n Teile diskre-
tisieren. Nehmen wir n groft genug, dann wird in jedem Teilinter-
vall der Breite % maximal 1 Ereignis liegen. Die Zufallsvariable
X, gebe die Gesamtzahl der Ereignisse. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Ereignis in einem Teilintervall auftritt ist dann

p=-
n
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und somit mit der Binomialverteilung
ny K n-k
P =1 = ()= p
insbesondere haben wir
A
P(X,=0)=(1-2)"
n

die Wahrscheinlichkeit, dass kein Ereignis eintritt. Idealerweise
wollen wir aber keine Abhéngigkeit von der Diskretisierung, wir
sollten also den Limes n — oo bilden. Dazu verwenden wir:

Lemma 3.8.4 Fliir alle x € R gilt

lim (1 + f) =exp(z).
n

n—00

Beweis. Nach Definition der allgemeinen Potenz gilt (falls wir
n grof genug wihlen, dass 1+ £ > 0)

(1 + %)n =exp(In(1+ %) n).

Weiter gilt mit der Regel von ’'Hospital, dass

In(1 . 1
lim (ln(l + f) n) = limM = lim
n—00 n z—0 z z=~01+x-2

r=2.

Mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt die Behaup-
tung. =

Corollar 3.8.5 Im Grenzwert ist
A
P(X =0)=1lim(1-=)"=exp(-\).
n—oo n
Was erhalten wir fiir k£ positiv? Da

P(X,=k)  (pFQ-p)»*  n-k+1 p

P(X,=k-1) (kf_ll)pkfl(l — p)nhel - ko 1-p
n-k+1 2 A-(k-1)2

n

koo1-2 k-(1-2)
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haben wir

P(X=k) . A=(k=1)} A

P(X:k—l)_nlglo k(1-2) &

also mit Induktion

P(X=k)= z—fexp(—)\).

Definition 3.8.6 Auf ) = Ny ist die Poissonverteilung gege-

ben durch i

P(X =k)= %exp(—/\).

Nach Konstruktion lasst sich die Poissonverteilung sehr ge-
nau durch die Binomialverteilung annadhern, indem wir n grofs
genug wahlen.

Beispiel 3.8.7 Fir A =1 fiir die Poissonverteilung und n = 100

und
1

P~ 00

fur die Binomialverteilung erhalten wir

k |0 1 2 3 4

P(X =k) | 0.36787 0.36787 0.18394 0.061313 0.015328
P(X,, =k) | 0.36603 0.36972 0.18486 0.060999 0.014941

Beispiel 3.8.8 In einer Blutprobe von 1 pl (d.h. 1075 Liter)
finden wir im Mittel 5 weiffe Blutkérperchen. Was ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass wir in einer solchen Blutprobe k weifle Blut-
korperchen finden? Die Zufallsvariable X gebe diese Anzahl an.
Mt der Poissonverteilung erhalten wir

5k
P(X =k)= Hexp(—5).

Fiir die Verteilung siehe Abbildung 3.8. Eine Messung in {4,5,6}
tritt also nur mit Wahrscheinlichkeit ~ 49.7% auf, eine Messung
mit Abweichung > 2 mit Wahrscheinlichkeit ~ 51.3%. Wir kon-
nen die Messung mehrfach durchfiihren und erhalten gemdfl dem
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0.16 1
0.14 4
0.124

0.1
0.08
0.06 4

0.04

0™ 1" 27374 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15
K

Abbildung 3.8: Poissonverteilung fiir A = 5 und eine Interpolation
der diskreten Verteilung durch eine stetige Funktion.

Gesetz der grofsen Zahlen mit hoher Wahrscheinlichkeit eine klei-
nere Abweichung vom realen Wert.

Natirlich konnten wir das Problem auch mit der Binomial-
verteilung modellieren. Dazu brauchen wir allerdings zusdatzlich
die Wahrscheinlichkeit, dass ein weisses Blutkorperchen sich in
der Probe befindet. Sei n die Anzahl der weiffen Blutkorperchen
i einem Menschen. Der Durchschnittsmensch hat insgesamt et-
wa 6 Liter Blut. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes
weifles Blutkdrperchen sich in der Probe befindet, ist also

1

~ 6 000 000
und der Mensch hat damit etwa

n =30 000 000 =5-6 000 000

p

weifle Blutkérperchen. Abbildung 5.9 zeigt zusdtzlich zu Abbil-
dung 3.8 die Binomialniherung. Ist p nicht bekannt (in der Pra-
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xis 1st das tatsdchlich so, da wir fir einen spezifischen Men-
schen nicht genau die Blutmenge bestimmen kénnen), dann ist
die Binomialverteilung nicht verwendbar, die Poissonverteilung
aber schon.

0.16 4

0.14

0.1+

0.08

0.06 /

0.04 4

o
0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
k

Abbildung 3.9: Poissonverteilung (schwarze Punkte) mit Binomi-
alndherung (griine Kreise) und Interpolation der diskreten Werte
durch eine stetige Funktion (rote Kurve).

3.8.3 Normalverteilung

In Aufgabe 3.3 haben wir schon eine Idee fiir das Verhalten des
Mittelwerts von 5 kontinuierlichen gleichverteilten Zufallsvaria-
blen entwickelt. Es zeigte sich eine glockenformige Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Wir konnten z.B. nach der Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Groke von Menschen fragen. Oft wird be-
hauptet, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Gréfse von
Menschen eine glockenférmige Verteilung besitzt. Dies ist auch
empirisch der Fall, eine eindeutige Erklarung dafiir gibt es aber
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nicht. Die wohl plausibelste ist, dass die Grofe eines Menschen
von einer Vielzahl von meist unabhéngigen genetischen Faktoren
bestimmt wird und jeder Faktor einen gewissen Beitrag zu der
Korpergrofe leistet. Wir werden sehen, dass unter einer solchen
Annahme tatséchlich eine glockenférmige Verteilung zu erwarten
ist. Erproben wir dies zunéchst an einem Beispiel:

Beispiel 3.8.9 Wir nehmen an, dass es G =10 genetische Fak-
toren gibt, die jeweils gleichverteilt zu der Korpergrofie eines er-
wachsenen Menschen zwischen 0 ¢cm und 10 cm beitragen und,
dass fast alle Menschen grifier als 125 ¢cm und kleiner als 225 cm
sind. Ausgehend von einer Mindestgrifie von 125 cm, liefert dies
also Werte zwischen 125 cm und 225 c¢cm. In MAPLE berechnen
wir N =20000 mal die Summe der Zufallsvariablen:
N:=20000:
G:=10:
L:=[]:
for 7 from 1 to N do

R:=10%[stats[random,uniform] (G)]:

:=sum(R[<],4=1..G);

L:=[op(L),sum(R[i],4i=1..G)];
od:
Wir sortieren dann die Ergebnisse in die Intervalle

[125,126[,.. ., [223,224[, [224, 225]

ein:
H:=[seq(0,775=1..100)]:
for 7 from 1 to mops(H) do
for k from 1 to N do
if j-1<=L[k] and L[k]<j then
H[j]:=H[5]+1;
fi;
od:
od:
H:
(o, o, o, 0, o, 0o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, O, 1,
3, 1, 2, 4, 4, 11, 15, 31, 39, 43, 62, 65, 79, 101, 161,
166, 208, 238, 299, 361, 413, 447, 518, 539, 654, 692,
712, 745, 828, 810, 854, 867, 873, 872, 808, 848, 753,
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688, 675, 630, 564, 517, 507, 373, 370, 290, 227, 234,
168, 155, 108, 92, 72, 59, 40, 29, 20, 23, 8, 4, 5, 5,
1 2, 3,1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O,
0]

Abbildung 3.10 zeigt die Verteilung der Kérpergrofien. Diese

800

600

400

200

+
PP, L2V

0 140 160 180 200 220

Abbildung 3.10: Haufigkeiten der Kérpergréfen

Darstellung ldsst sich mit dem folgenden Code erzeugen:
with(plots):
pointplot ([seq([7+125,H[7]], 5=1. .nops(H))]);

Ebenso zeigt die Binomialverteilung mit wachsendem n eine
solche Verteilung.

Beispiel 3.8.10 Fiir den N =100 fachen Minzwurf mit Ergeb-
nis 0 oder 1 sei X die Summe der Ergebnisse. Wir erhalten fiir
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Abbildung 3.11: Binomialverteilung der H&ufigkeit von Kopf
beim N-fachen Miinzwurf fiir grofses V.

X die Binomialverteilung in Abbildung 3.11. Diese Verteilung
kénnen wir in MAPLE erzeugen mit:

N:=100:

H:=[seq(binomial (N, 5)*1/2°N, 5=0..N)];

Andere Beispiele, in denen man dhnliche Wahrscheinlichkeits-
dichten beobachtet sind die Verteilung von Messfehlern, die Ver-
teilung von Abweichungen von Bauteilen vom gewiinschten Maf
oder die Beschreibung der Brownschen Bewegung von Gasmole-
kiilen. Es ist zunéchst ziemlich erstaunlich, dass diese Glocken-
kurve in so vielen Situationen auftritt. Den Grund hierfiir liefert
der Zentrale Grenzwertsatz, den wir im folgenden Abschnitt dis-
kutieren.



3. WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTEN 230

3.8.4 Zentraler Grenzwertsatz

Wiéhrend das Gesetz der grofsen Zahlen uns etwas iiber den Er-
wartungswert eines Mittelwerts

%jzlm—m

von unabhénigig identisch verteilten Zufallsvariablen sagt, lie-
fert der Zentrale Grenzwertsatz weit mehr Information. Er be-
schreibt die Verteilung der Mittelwerte von Stichproben um den
Erwartungswert in Termen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Im Gegensatz zur Hoeffding-Ungleichung gibt er nicht nur ei-
ne Schranke fiir Wahrscheinlichkeiten, sondern die exakte Ver-
teilung im Grenzwert n — oo. Jedoch kénnen wir damit eben
nur Wahrscheinlichkeiten im Grenzwert untersuchen und erhal-
ten keine Ergebnisse fiir endliches n, was bei Machine-Learning-
Anwendungen wichtig ist, da wir ja n so wihlen wollen, dass fiir
eine Mehrfachmessung eine bestimmte Fehlerwahrscheinlichkeit
unter einer bestimmten Schranke liegt.

Satz 3.8.11 Seien X1,..., X, identisch unabhdngig verteilte Zu-
fallsvariablen, fiir die die Varianz existiere. Wir schreiben
1=E(X;)
o=0(X;).
Dann gilt fir alle
-0 <a<b< oo,

dass

Xi+...+X 1 b 2
lim P(GS@(Q—M)S[)):—/ exp(—x—)dx
o n Vor Ja 2
Definition 3.8.12 Die Normalverteilung auf 2 = R mit Pa-

rametern p € R und o € Ry ust gegeben durch die Wahrschein-
lichkeitsdichte

n—00

exp(- (””2‘02‘)2 )-

fx) =

2o

Die Standardnormalverteilung ist gegeben durch

1 T2
o) = = ex(-),
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Fiir die Dichte der Standardnormalverteilung siehe Abbil-
dung 3.12. Der Graph in Abbildung 3.13 zeigt die kummulative
Wabhrscheinlichkeit

P(ng):[:

2
exp(—;)dt.

1
V2T

0.8

0.6 1

Abbildung 3.12: Dichte der Standardnormalverteilung.

Bemerkung 3.8.13 Der Zentrale Grenzwertsatz sagt, dass die
Verteilung von

VnXi+... + X,

o n
im Grenzwert n — oo einer Standardnormalverteilung gehorcht.

Bevor wir den zentralen Grenzwertsatz beweisen, untersu-
chen wir die Eigenschaften der Normalverteilung. Die erste wich-
tige Beobachtung ist, dass die Normalverteilung tatséchlich eine
Wahrscheinlichkeitsdichte gibt:
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Abbildung 3.13: P(X <)

Satz 3.8.14 Ist f die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Normal-

vertetlung, so qult
f f(x)dz =1.

oo

Beweis. Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf den
Fall der Standardnormalverteilung: Da die Dichte symmetrisch
in x ist, reicht es zu zeigen, dass

) 2
/0 exp(—%)dz = \/g
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Dazu betrachten wir das Quadrat und verwenden die Funktio-
nalgleichung der Exponentialfunktion

(/Oooexp(—%g)dxy: ('/Oooexp(—x;)dx)'(/Oooexp(—y;)dy)

00 oo 2 2
:f / exp(—x *y )dzdy
0 0 2

Der Integrand ist offensichtlich konstant auf Kreisen um den Ur-
sprung. Deshalb wechseln wir in die sogenannten Polarkoordi-
naten

2

T =7-Co8Q
y=r-sing
und miissen dann iiber den Radius 7 =0, ..., 0o und den Winkel
¢ =0,...,7/2 integrieren. Wie transformiert sich aber die Inte-

gration in die Polarkoordinaten? Bei einer Diskreditierung des
Riemannintegrals wiirden wir die z- als auch die y-Koordinate
aquidistant unterteilen, ebenso die r und die ¢ Koordinate. Das
Volumen eines solchen Diskretisierungselements im (r, ¢)-Koor-
dinatensystem nimmt allerdings mit wachsendem Radius r line-
ar mit r zu, da der Umfang eines Kreises mit 27 linear mit r
wichst, siehe Abbildung 3.14.% Deshalb erhalten wir

00 00 2 2 oo /2 2
f f exp(—x *y )dxdy:f f exp(—r—)~r'drd<p
0o Jo 2 0o Jo 2
T oo 712
_Efo exp(—;)-r-dr

o0

) g [_ exp(—é)]o ) g
]

Wir bestimmen noch den Erwartungswert und die Varianz:

Satz 3.8.15 Ist hat X als Verteilung die Standardnormalvertei-
lung, dann gilt

E(X)=0

V(X)=1.

3 Allgemeinen gilt als mehrdimensionale Verallgemeinerung der Substitu-
tionsregel der Transformationssatz. Siehe dazu Satz 5.2.
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RN

Abbildung 3.14: Bogenlédnge in Polarkoordinaten fiir konstanten
Winkel in Abhénigigkeit vom Radius..

Beweis. Da die Dichte der Normalverteilung symmetrisch zu
x =0 ist, haben wir

00 2 ) 2 0 2
[ xexp(—%)dm='[0 xexp(—%)dw+[ xexp(—%)da:

00 2 00 2
=[ xexp(—x—)da:—f xexp(—x—)dx
0 2 0 2

=0.

und damit E(X) =0. Mit partieller Integration erhalten wir

[—xexp(—%z)]=foexp(—%Q)d:c—/:exp(—x;)dx

und damit fir die Varianz

V(X)= \/L?_W /:: 7 exp(—x;)dx

= \/% [—x exp(—%z)]: + \/% [: eXP(—%Q)dx

=0+1=1

wobei der erste Summand verschwindet, da exp(x;) fiir z - +o00
schneller wéchst als x (wie man mit der Regel von 1'Hospital
sieht) und wir fiir den zweiten Summanden Satz 3.8.14 verwen-
den. m
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Satz 3.8.16 Ist 1€ R und 0% € Ry und X standardnormalver-
teilt, dann ist
Z=0X+p

normalverteilt mit Parametern p und o?.

Beweis. Wir haben
P(Z<a) P(X <=E)
= f_(f exp(—%)dx
I 21W exp(- %;‘QQ )dx

mit der Substitutionsregel. m

Satz 3.8.17 Hat Z die Normalverteilung mit Parametern p und
o, S0 ist

E(Z) =p
V(Z) =0

Beweis. Da wir die Dichte von Z schreiben konnen als

fale) - ;Uamcfm‘”y>

Nors 207
- (=t

o

folgt die Behauptung mit der Substitutionsregel mit den entspre-
chenden Integralen fiir die Standardnormalverteilung (Ubung).
]

Beispiel 3.8.18 Fliir die Normalverteilung erhalten wir

P(X-y<o) = P(X|<1) ~ 0.6826
P(X -yl <20) = P(X|<2) ~ 0.9544
P(X -yl <30) = P(X|<3) ~ 09974

wie wir z.B. wie folgt mit MAPLE sehen:

int (1/sqrt (2#%Pi)*exp (-z°2/2) , z=-1..1);
. 6826894920

int (1/sqrt (2#Pi) *exp (-z°2/2) , z=-2..2);
. 9544997360

int (1/sqrt (2*Pi) *xexp (-x~2/2) , z=-3..3);
.9973002039
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Bemerkung 3.8.19 Der Zentrale Grenzwertsatz besagt also, dass
die Verteilung des Mittelwerts

X1+...+Xn
n

fiir groffe n einer Normalverteilung mit Erwartungswert p und
) M
Varianz 2~ gehorcht. Aquivalent gehorcht die Summe

Xi+...+X,

einer Normalverteilung mit Erwartungswert n - p und Varianz
2

n-o?.

Bemerkung 3.8.20 Die Standardabweichung konnen wir mit
der Formel

o? (X1+...+Xn)_E(Xf)+...+E(X,2L) 12

Z.ov
n

n n? n

X2+ . +X2
U:\/ 1 2
n

schatzen. Wie man genau mit solchen statistischen Daten um-
geht, werden wir im ndchsten Kapitel genau diskutieren.

also

Beispiel 3.8.21 In einer Studie haben wir die Korpergrofien
Xi,..., X, der (mdannlichen) Teilnehmer gemessen, den Mittel-
wert und die Standardabweichung der Korpergrifsen berechnet,
und

w=178 cm
o=7.35cm
erhalten. Damit konnen wir jetzt z.B. mit MAPLE berechnen,
dass 164 ( )2
=K
- ~ 0.028
—oo 2mo eXp( 20’2 )

d.h. 2.8% der Mdanner sind kleiner als 164em.

Der Beweis von Satz 3.8.11 verwendet wie der Beweis der
Hoeffding-Ungleichung Erzeugendenfunktionen fiir Momente. Wir
geben den Beweis in Abschnitt 5.3..
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3.9 Ubungsaufgaben

Ubung 3.1 Basteln Sie eine rotierende Scheibe mit einem fest-
stehenden Zeiger. Unterteilen Sie die Scheibe in 3 Tortenstiicke,
die den Umfang im Verhdltnis 3 : 2 : 1 unterteilen und blau,
gelb bzw. rot markiert sind, siehe Abbildung 3.15. Drehen Sie die
Scheibe 100-mal und bestimmen Sie die relativen Hdiufigkeiten
von rot, gelb und blau.

Abbildung 3.15: Rotierende Scheibe mit Zeiger und Unterteilung
des Umfangs im Verhéltnis 3:2: 1.

Ubung 3.2 In das Quadrat [0,2]% sei ein Kreis mit Radius 1
einbeschrieben (siehe Abbildung 3.16)

1) Erzeugen Sie zufdllig gleichverteilt 100 Punkte in dem Qua-
drat, indem Sie beide Koordinaten gleichverteilt in [0,2]
wdhlen.

2) Messen Sie die relative Hdufigkeit, mit der ein Punkt in
dem einbeschriebenen Kreis liegt. Welche Zahl approximiert
Ihre Rechnung?
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Abbildung 3.16: In ein Quadrat einbeschriebener Kreis.

Hinweis: Die MAPLE-Funktion stats [random, untform] (n)
liefert n zufdllige Zahlen in [0, 1], wobei alle Elemente von [0,1]
gleich wahrscheinlich sind.

Ubung 3.3 1) Schreiben Sie ein Programm, das gleichver-
teilt 5 zufdllige Zahlen x1,...,xs im Intervall [0,1] be-
stimmt und deren Mittelwert

g4 +...+ x5
5
bildet.

2) Fihren Sie Ihr Programm 10000-mal aus und bestimmen
Sie die relativen Haufigkeiten, dass S in den Intervallen

(RN NI
"1001L7 " "7[1007 100 "1 100’

liegt. Erstellen Sie ein Diagramm mit den relativen Hdu-
figkeiten.

Ubung 3.4 I ) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Bremsleuch-
te Ihres Autos nach t > 0 Betriebsstunden defekt wird, ist
beschrieben durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

p(t) = A~ exp(-At)
mit A > 0.
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2) Bestimmen Sie fir A = 1955 die Wahrscheinlichkeit

Ji " ()t

dass die Bremsleuchte in den ndchsten tq Betriebsstunden

defekt wird.

3) Was ist die Defektwahrscheinlichkeit in den ndchsten 10,
100 und 1000 Stunden?

Ubung 3.5 1) Nehmen Sie eine Nihnadel und zeichen Sie
auf einem grofien Blatt Papier parallele Geraden, deren
Abstand genau die Liange der Nadel ist.

2) Werfen Sie die Nadel 100-mal auf das Papier. Bestimmen
Sie fiir Thren Wurf die relative Haufigkeit, dass eine der
Geraden schneidet (siehe Abbildung 3./).

3) Implementieren Sie das Nadelezperiment, ohne in Ihrem
Programm die Zahl  oder trigonometrische Funktionen zu
verwenden.

4) Fiihren Sie das Experiment 10000-mal durch und bestim-
men Sie die relative Hdufigkeit p, dass eine der Geraden
schneidet, und berechnen Sie %.

Ubung 3.6 1) Entwickeln Sie einen expliziten Algorithmus
zur Monte-Carlo-Integration einer Funktion

f : [(I, b] e RZO
wobei wir annehmen, dass a,b € Q.

2) Testen Sie Ihren Algorithmus an Polynomfunktionen. Ver-
gleichen Sie mit der expliziten Auswertung des Integrals
mittels einer Stammfunktion.

3) Berechnen Sie mit Ihrem Algorithmus

jolexp(m)dx.
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Ubung 3.7 Sei e R und o € Ry,

1) Zeigen Sie, dass fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

der Normalverteilung gilt:
/ N f(x)dz =1.

2) Sei Z eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Wahrschein-
lichkeitsdichte f. Zeigen Sie, dass

E(Z)=p
V(Z) =0

Hinweis: Verwenden Sie die entsprechenden Resultate fiir die
Standardnormalverteilung.



4

Anwendungen aus der
Statistik

4.1 TUbersicht

Die Statistik ist ein zur Stochastik eng verwandtes Gebiet und
befasst sich mit dem Sammeln und Analysieren von Daten. Wah-
rend wir in der Stochastik untersuchen, was wir iiber die Ei-
genschaften des Resultats eines vorgegebenen datenerzeugenden
Prozesses sagen konnen, ist die Fragestellung der Statistik das
dazu inverse Problem: Gegeben eine Menge an Daten, ist die
Frage, was wir iiber den Prozess sagen konnen, der diese Daten
erzeugt. Das Gegenstiick zur Statistik ist in der Informatik ist
das Data Mining und das Machine Learning.

Wie wir in Abschnitt 2.13.1 und 3.7.1 gesehen haben, kon-
nen wir durch Bilden eines Mittelwerts einer Messreihe einen
Erwartungswert approximieren: Das Gesetz der grofsen Zahlen
besagt, dass die Wahrscheinlichkeit einer grofsen Abweichung des
(arithmetischen) Mittelwerts von dem Erwartungswert bei einer
mehrfachen Durchfiihrung eines Zufallsprozesses gegen 0 geht.

4.2 Statistische Grofsen aus stochasti-

schen Grofsen

Die Begriffshildung fiir die Statistik konnen wir mit der folgen-
den Beobachtung aus der Stochastik ableiten: Wie wir schon in

241
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Beispiel 2.6.9 diskutiert, konnen wir jede Messreihe wieder als
ein Zufallsexperiment auffassen. Sind etwa

2 R
Messwerte, dann nehmen wir
Q={1,...,n}
mit der gleichvertielten Wahrscheinlichkeitsfunktion
1
m(i) = -
und definieren die Zufallsvariable X : 2 - R durch
X (i) =x;
Als Erwartungswert erhalten wir dann z.B. den Mittelwert
E(X) = ;X(i)m(i)
- LY
nw
Ebenso erhalten wir héhere Stichprobenmomente
BE(X") =3 X ()*m(i)
=%;ﬁ.
eine Notation von Varianz als
V(X) = E((X - E(X))*)
und der Standardabweichung

o(X) =/V(X).

Genauso iibertragen sich die Definitionen der Covarianz und die
Korrelation. Wenn wir fiir einen Datensatz von diesen Grofen
sprechen, dann meinen wir stets die entsprechenden Groéfsen der
zugeordneten Zufallsvariable X.
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Beispiel 4.2.1 Fliir die Messwerte
6,3,5,3,1,1,3,4,2,1

haben wir

i |1 23 45 6
1

78 9 10
X(@{)|6 3 5 3 1 3 4 2

1

Als Erwartungswert erhalten wir dann z.B. den Mittelwert

1 2
E(x)z1_0(6+3+5+3+1+1+3+4+2+1):1—3

der Messwerte.

Die so hergeleiteten Formel fiir eine Approximation des FEr-
wartungswerts ist ein Beispiel eines konsistenten Schétzers. Bei
den Formeln fiir die Varianz, Standardabweichung, Covarianz
und Korrelation gibt es allerdings noch ein Detail zu beachten.

Definition 4.2.2 Seien X1,...,X,, : Q —> R identisch unabhdn-
gig verteilte Zufallsvariablen, deren Verteilung von einem Pa-

rameter p € R abhdngt. Fin konsistenter Schdtzer ist eine
Abbildung F : R™* - R mit

E(F(Xy,...,X,)) = n.

Bemerkung 4.2.3 In der Prazis wird ein Schatzer dann auf
eine Stichprobe x4, ..., x, angewandt, d.h.

F(x1,...,2,)
berechnet.

Beispiel 4.2.4 Der Mittelwert

1 n

M(zy,...,2,) = —in

n=1

st ein konsistenter Schitzer fiir den Erwartungswert
o= E(XZ):
da mit Satz 2.6.12
1 1
E(M(Xy, . Xa)) = = ) B(X) = —-n-p=p
i=1

qgilt.
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Beispiel 4.2.5 Bei der Varianz passiert etwas Unerwartetes:
Die Formel

1 n
V(ws,ooam) =~ S (- M(x1,. .., 7))
i=1
1st kein konsistenter Schatzer fir die Varianz, denn fir identisch
unabhdngig verteilte Zufallsvariablen X1,..., X, gilt

B(Y (Xi= M) = 3 B(X) -2 8 BQOM) +n- E (M)

2 1
=n-E(X?)-= ZE(Xle) +—- ZE(X]-XZ)
n ]7[ n ]7l

“n B(X2) - 2 S B(XX) + -3 E (X))

g+l g+l
2 1
- EXH)+ =Y B(X?
CHRERNACS
1
=n-B(X]) -~ 2 B(XX) - B(X])
n gl
= (-1 m(x2) - "D e
n
=(n-1) V(X7?)
(fiir alle i). Aus unserer Rechnung erhalten wir dagegen:

Definition und Satz 4.2.6 Die Stichprobenvarianz
1 n
V(@) = —— 3 (2= M(an, .. )
—lia
mit |
M(l’l,...,l'n) = —ZZL'@
N

ist ein konsistenter Schatzer fiir die Varianz. Die Stichproben-
standardabweichung ist definiert als

o=+ V(X).

Bemerkung 4.2.7 Die Formel mit Nenner n kann dennoch in
Situtationen verwendet werden, in denen man den grofie n oder
den Grenzwert n — oo betrachtet, denn
n-1
lim — =1.

n— 00 n
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Beispiel 4.2.8 Fliir die Messwerte in Beispiel 4.2.1 ist

1 39 39 39 39
V(x1,...,xn)=§((6—ﬁ)2+( _E)2+(5_1_0)2+(3_E)2
_§2 _@2 _@2 _@2
=)+ A=)+ G- )+ (4=75)
39, 39,
(2= (=)
_ 4
10

und

41
o(x1,...,2n) =/ " 2.02.

4.3 Konfidenzintervall fur den Erwar-
tungswert

Nach Satz 5.3.8 ist der Mittelwert

Xi+...+X,
n

M =

von unabhéingig identisch normalverteilten Zufallsvariablen mit
Parametern g und o2 eine Normalverteilung mit Parametern p
und %2 Der Mittelwert M schatzt den Erwartungswert p. Wir
suchen eine Zahl € > 0 sodass fiir vorgegebene Wahrscheinlichkeit

0<vy<1
gilt
P(|M - pu|<e) <n.
Dazu bestimmen wir fiir eine Stichprobe z1,...,x, den Mittel-
wert

m=M(z,...,2,)
und die Stichprobenstandardabweichung

s=o0(x1,...,2,)
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und setzen
vI=m-— ——

NG

€-5
Vg =m+—

NG

Es gilt dann

1 5 2
P(vy <M <) = T [a exp(—%)dm

Anhand einer Tabelle fiir die Standardnormalverteilung oder auch
mit Maple konnen wir dann ¢ mit

L f ) exp( s )dzx
X —_—— =
o ). p B Y

und damit das Konfidenzintervall zur Konfidenz ~

[Ul,...,vg]zlm—%,er%]

bestimmen.

Beispiel 4.3.1 Wir wollen den mittleren Schaden in € schit-
zen, den ein Wildschwein bei Kollision mit einem Auto verur-
sacht. Die Versicherung hat Aufzeichnungen tiber 10 solchen Un-
fallen mat einem Schaden von jeweils

5500 €,5750 ¢,5000 e,4300 e,2100 e,
8000 e,5750 e,4100 e, 7000 e, 3000 e.

Wir bestimmen den Mittelwert

1
m= E(5500 + 5750 + 5000 + 4300 + 2100 + 8000 + 5750 + 4100 + 7000 + 3000)
= 5050

und die Stichprobenvarianz

1

s* = 5 (5500 - 5050)” + (5750 - 5050)° + (5000 - 5050)° + (4300 - 5050)?
+ (2100 - 5050)2 + (8000 — 5050)2 + (5750 — 5050)2 + (4100 — 5050)?
+ (7000 - 5050)2 + (3000 — 5050)2)
= 3117800
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und damit

s =v3117800 ~ 1765

Ein 95% Konfidenzintervall erhalten wir dann als

1

v1 = 5050 — L7092
/10
1765

vy = 5050 + ——2F

V10
die Gleichung

L f =2z = 0.95
—— | exp(-—=)dzx =0.
\2m Je b 2

losen. Dies konnen wir z.B. in MAPLE mit
L:=int(1/sqrt(2+Pi)*exp (-x~2/2),xz=-epsilon..epsilon);
solve(L=0.95,epsilon);

1.96

Somit ist das Konfidenzintervall

1765 -1.96 1765 -1.96

, 0050 + = 3956, 6144
V10 V10 ! ]

[5050 -

Bemerkung 4.3.2 Ist die Varianz nicht bekannt, dann kann
man die Normalverteilung durch die sogenannte t-Verteilung er-
setzen.

4.4 Lineare Regression

Im Gesetz der grofsen Zahlen haben wir gesehen, dass der Mit-
telwert von identisch unabhéngig verteilten Messwerten den Er-
wartungswert annahert. Oft hdangen die Messwerte aber von ei-
nem Parameter, etwa der Zeit ab. Ein typisches Problem ist es
dann, in einer Klasse von Funktionen eine Funktion zu finden,
deren Funktionsgraph eine gegebene Datenmenge am besten be-
schreibt. Wir wollen hier nur den Fall einer linearen Funktion
betrachten. Gegeben seien Datenpunkte

(xlayl)a SRR (xnyyn)
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Unser Ziel ist es aus der Klasse der linearen Polynomfunktionen
ein Element zu finden, das die gegebenen Datenpunkte bestmog-
lich approximiert, d.h. wir wollen e

fx)=a-z+beR[x]

finden mit
f(@:) =y

fiir alle 7. Dies konnen wir im Allgemeinen aber nur fiir n = 2
erwarten, denn zwei Punkte in der Ebene legen eine eindeutige
Gerade fest, die wir mittels Interpolation finden kénnen (alterna-
tiv konnten wir auch das entsprechende lineare Gleichungssystem
16sen). Fiir n = 1 gébe es eine ganze Schar von moglichen Gera-
den durch den Messpunkt. Typischerweise wird n aber wesentlich
grofer sein. Da bei Messwerten immer Messfehler auftreten (sa-
gen wir wir bestimmen die Position eines Autos auf einer Strafe
in Abhéngigkeit der Zeit), konnen wir selbst bei einem exakten
linearen Zusammenhang von x und y nicht erwarten, dass auch
unsere Messwerte einen solche Relation erfiillen.

Das iibliche Verfahren ist es, die Quadrate der Abweichungen
zu minimieren, d.h. wir minimieren

F(a,b) :Z a-x;+b—y;)?
i=1
in Abhéngigkeit von a und b. Um ein lokales Minimum zu finden,

suchen wir die Nullstellen der Ableitungen nach a und b. Die
Ableitungen sind
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Durch eine Zeilenoperation ist das System aquivalent zu

(8- (50 ) o= oo () (850)

1=

3

also

B Yi1 TiYi — % (i @) (X vi)

i1 953 - % (X xi)z

und damit

konnen wir dann schreiben:

Satz 4.4.1 Die eindeutige Losung des linearen Regressionspro-
blems
y=a-xr+b

fiir die Messwerte (x1,91),- .., (Tn,yn) st gegeben durch

N —n- XV -
o= Lt X b=V -a-X
Yigay-n-X

i

sofern
n —2
Z r?2¥n-X

i=1

Man beachte: Schreiben wir das lineare Gleichungssystem in
Matrixform als

( Y1 T Yiey T )( b ):( Yic1 TiYi )
n Yic1 Ti a Yic1Yi

A

dann ist die Bedingung der eindeutigen Losbarkeit die Bedin-
gung, dass A invertierbar ist, dquivalent, dass det A # 0.
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Beispiel 4.4.2 Fiir die Punkte

(1,1),(2,3),(4,4)

erhalten wir das Gleichungssystem

(7))

mat der Losung

2-3-(5) M
p 8 137 1
3 14 3 2

Siehe dazu Abbildung /.1 fiir eine Darstellung der drei Punkte
und der linearen Funktion f(z) =a-xz+b. Alternativ konnen wir
mit MAPLE das lineare Gleichungssystem losen:

with(LinearAdlgebra):
4 = <<7,3<21,7>>;
v o= K23,8>;

LinearSolve(4, v);

B

Bemerkung 4.4.3 Lineare Regression mit Polynomfunktionen
héheren Grades funktioniert analog, man erhdlt nur gréfere li-
neare Gleichungssysteme.

—_
W'

Bemerkung 4.4.4 In MAPLE gibt es umfangreiche Funktiona-
litat zur linearen Regression (mit Polynomfunktionen beliebigen
Grades). Die obige Rechnung kénnen wir durchfihren mit
with(Statistics):

X:= Vector([1,2,4],datatype=float):

Y:= Vector([1,3,4],datatype=float):
LinearFit([1,z],X,Y,z);

0.499999999999999 + 0.928571428571429 =

Das erste Argument in LinearFit spezifiziert hier die Terme,
die in der zu findenden Funktion vorkommen dirfen, in unserem

Fall [1,z].
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5,

0 1 5 3 ; :

Abbildung 4.1: Lineare Regression.

4.5 Pseudozufallszahlen

In verschiedenen Beispielen haben wir Zufallszahlengeneratoren
verwendet. Da Computer fiir feste Eingabe ein deterministisches
Ergebnis liefern, stellt sich natiirlich die Frage, woher diese Zu-
fallszahlen kommen. In der Praxis verwendet man sogenannte
Pseudozufallszahlengeneratoren. Diese liefern eine determi-
nistische Folge von Zahlen, die aber die Eigenschaften von Zu-
fallszahlen besitzen. Bei gleichem Input (diesen bezeichnet man
als den random seed) erhalten wir aber immer dieselbe Folge.
Akutelle Computerhardware enthélt echte Zufallszahlengenera-
toren, die auf der Messung von physikalischen Prozessen basie-
ren. Deren Verwendung ist im Prinzip die weit bessere Losung
(ausser man mochte ein Programm debuggen und verwendet die
Reproduzierbarkeit der Folge von Zufallszahlen). Allerdings ist
bei einem Zufallszahlengenerator, der in Hardware implementiert
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ist, sehr schwer zu verifizieren, dass dieser nicht in irgendeiner
Form manipuliert ist. In jedem Fall sind kryptographische Ver-
fahren, die auf Zufallszahlen basieren, darauf angewiesen, dass
der Angreifer nicht die verwendeten Zufallszahlen reproduzieren
oder statistisch vorhersagen kann.

Ein trivales Kriterium fiir einen Pseudozufallszahlengenera-
tor ist, dass die erzeugten Zahlen im vorgegebenen Bereich gleich-
verteilt sind. Dies kann man z.B. mit einer iterierten Divison mit
Rest erreichen:

Beispiel 4.5.1 Man wdhlt Zahlen a,b, N € Nyy und einen ran-
dom seed xy € M = {0,...,N — 1} und berechnet dann induktiv
(mit Division mit Rest)

r, € M

die die lineare Rekursion
T;=a-x;_1 +bmod N

erfillen. Einen solchen Zufallszahlengenerator bezeichnet man
als linearen Kongruenzgenerator. Da M endlich ist, muss
sich sich die Zahl x; irgendwann wiederholen und damit die Folge
(z;) periodisch werden. Tatsdchlich kann man die Zahl b = 0
setzen ohne an Qualitdt des Zufallszahlengenerators zu verlieren.
Man beachte, dass fiir N prim und xq + 0 die Zahl x; nie 0 wird,
da wir Zahlen # 0 in dem Kérper Z|N multiplizieren. Man kann
zergen, dass fiur N prim die multiplikative Einheitengruppe

(Z/N)<={1,...,N-1}

zyklisch ist. Wihlen wir @ € Z/N als einen Erzeuger der zykli-
schen Einheitengruppe (Z[/N)*, also

(Z|N)* = (a)

dann ist die Periode von (x;) genau N —1 und die Folge ist dann
offenbar auch gleichverteilt.

Bemerkung 4.5.2 Hat man Zugriff auf gentigend aufeinander-
folgende Elemente einer mit einem linearen Kongruenzgenerator
erzeugten Folge, kann man die Parameter a und b bestimmen
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und damit weitere Elemente vorhersagen. Aus diesem Grund
sind lineare Kongruenzgeneratoren fiir die Kryptographie nicht
gut geeignet. Fur die Verwendung in randomisierten Algorith-
men spielen sie dennoch eine wichtige Rolle und sind in vielen
Programmiersprachen vorhanden.

Beispiel 4.5.3 In MAPLE konnen wir einen solchen Zufallszah-
lengenerator implementieren mit:

T:=1;
a:=7;
N:=23;
L:=[]:

for 7 from 1 to 2200 do
L:=[op(L),=z];
x:=a*c mod N;
od:
seq(L[4],7=1..10);
1, 7, 3, 21, 9, 17, 4, 5, 12, 15
Wir diberpriifen, dass die Zahlen x; tatsdchlich gleichverteilt
auftreten (man beachte 2200 ist ein Vielfaches von der Gruppen-
ordnung von (Z/23)* und 7 ist ein zyklischer Erzeuger):
H:=[seq(0,75=1..0)]:
for 5 from 1 to mops(L) do
HIL[5]+1] :=H[L[§]+1]+1;
od:
H;
(100,100, 100,100,100, 100,100,100,100,100,100, 100,
100, 100, 100, 100,100,100, 100,100,100, 100]

Wie misst man nun die Qualitdt der Zufallszahlen? Ein Test
auf Gleichverteiltheit ist nicht gut genug:

Beispiel 4.5.4 Verwenden wir die lineare Rekursion
T; =T;-1 + 1mod?7

dann sind die Pseudozufallszahlenfwar gleich verteilt, aber wir
erhalten stets

...0,1,2,3,4,5,6,0,1,2,3,4,5,6. ..
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Beispiel 4.5.5 In einer Zufallsfolge tritt eine streng monotone
(aufsteigende oder absteigende) Sequenz der Linge n > 2 mit
Wahrscheinlichkeit

N n
T (n+1)!

auf, denn haben wir induktiv schon n—1 Zahlen (OF aufsteigend)
gewdahlt, dann teilen diese die Menge M in n Teile und im Mittel
% Zahlen konnen die Folge fortsetzen (die Zahlen im obersten
Teil). Wenn die Folge nach dem Schritt n endet, dann kann man
aus den n+1 Teilen im Mittel 25 fiir das néchste Element wdhlen
(die Zahlen, die nicht im obersten Teil liegen). Bestimmen Sie
als Ubung auch die Wahrscheinlichkeit einer konstanten Folge
der Linge n.

Pn

Beispiel 4.5.6 Die Wahrscheinlichkeiten fiir streng monotone
Folgen der Lange n sind dann

n‘2
Pn |

1

ool QO

)
1
4

o
&l v~

4

In der mittels

Ubung 4.1 seq(rand(1..100)(),j=1..20);
i MAPLE erzeugten Zufallssequenz

[53,71,33,41,17,45,85,27,49,94, 11, 39,87,52,58, 52,49, 48, 20, 47]

finden wir 9 streng monotone Sequenzen der Linge 2 und 3 Se-
quenzen der Linge 3. Das stimmt mit der theoretischen Uberle-
gung gut tberein.

Beispiel 4.5.7 In der Folge aus Beispiel J.5./ gibt nur streng
monoton aufsteigende Sequenzen der Linge 7, jeweils gefolgt von
einer absteigenden Sequenz der Linge 2. Entsprechend der obigen
Beobachtung erkennen wir also (x;) als eine schlechte Folge von
Zufallszahlen.

Bemerkung 4.5.8 Fine geratene Sequenz erkennt man oft dar-
an, dass die relativen Hdufigkeiten der monotonen Sequenzen
nicht stimmen. Lassen Sie als Ubung eine mit dem Thema nicht
vertraute Person eine Zufallsfolge raten und wenden Sie das obi-
ge Kritierum an (Ubung 4.6).
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4.6 Bayes-Klassifizierer

Einer der wichtigsten Algorithmen im Machine-Learning ist (trotz
seiner Einfachheit) der sogenannte Bayes-Klassifizierer, der auf
der Bayes-Umkehrformel aus Abschnitt 2.11 basiert. Einsetz-
bar ist das Verfahren sowohl auf diskreten als auch kontinuierli-
chen Wahrscheinlichkeitsrdumen. Praktisch verwendet man den
Bayes-Klassifizierer zur Unterscheidung von Objekten anhand
von Eigenschaften, beim natural language processing und ins-
besondere zur Klassifikation von Texten (z.B. Spam oder nicht
Spam bei Emails) und in medizinischen Diagnosen. Das Grund-
prinzip haben wir schon in Beispiel 2.11.14 gesehen, wo wir Pa-
tienten in krank oder nicht krank klassifiziert haben. Allerdings
hatten wir hier nur eine einzige Eigenschaft verwendet, das Er-
gebnis des durchgefiihrten Tests. Allgemein wird man aber meh-
rere Eigenschaften zur Klassifikation heranziehen wollen. Wir be-
trachten im Folgenden als ein Beispiel das Problem der Klassifi-
kation eines Texts.

Zunichst zu der mathematischen Grundlage: Wir wollen zwi-
schen moglichen Klassen unterscheiden, also teilen wir den Wahr-
scheinlichkeitsraum €2, den wir im Folgenden als diskret anneh-
men, auf in eine Partition

Q=A,u...UuA,.

Nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt dann
fiir jedes Ereignis B c (2

P B) = T
P51 49 =T 00

und damit
P(A;)-P(B|A)

P(B)
(siche Satz 2.11.10). In der Praxis wollen wir durch B mehrere
Eigenschaften beschreiben. Dazu setzen wir

P(A;| B) =

B=Bin...nB;
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fir
B; = {Xi = nz}

mit Zufallsvariablen X;. Hier konnten z.B.

angeben, ob das Wort Nummer ¢ in einem gegebenen Satz vor-
kommt (Wert 1) oder nicht (Wert 0). In dem sogenannten nai-
ven Bayes-Klassifizierer nehmen wir an, dass diese Eigen-
schaften in jeder Klasse A; unabhéngig vorkommen. Dazu fiihren
wir analog zur Definition von Unabhéngigkeit von Zufallsvaria-
blen in Abschnitt 2.9 den folgenden Begriff ein:

Definition 4.6.1 Zufallsvariablen Xy,..., X, mit X; : Q - N;
heifien bedingt unabhdngig gegeben das Ereignis A c (),
falls

P(Xi=n1,...,Xs=ns|A)=P(X1=n1|A)-...- P(Xs=ns| A)
fur alle nq, ... ,ng.

Man beachte, dass nach unserer Definition von bedingter
Wabhrscheinlichkeit

~ _P(X=n)nA P({{weA|X(w)=n})
P =l =="pay— ~ P(A)

ist.

Satz 4.6.2 Ist Q2 ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum,
Q=A,u...UA,

eine Partition von § in paarweise disjunkte Ereignisse und sind

X;:Q—> N, i=1,...,s Zufallsvariablen, die bedingt unabhdingig
sind gegeben das Ereignis A; fir alle i, dann gilt

:P(Ai).P(Xlznl|Ai).__..p(XS=ns|Ai)

P(A; | Xi=nq,..., X, =ny) P(Xi=m Xy =ns)
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Beweis. Die Bayes-Formel und die bedingte Unabhéngigkeit lie-
fern

_P(A)-P(Xi=ny,..., Xy =n,| A)
- P(X1=n1,...,X,=ny)

CP(A) P(Xy=np | A P(X =, | Ay)

- P(X1=n1,...,X,=ny)

P(AZ'|X1:TL1,...,XS=TL5)

]
Der Klassifizierer funktioniert nun einfach durch den Ver-
gleich von bedingten Wahrscheinlichkeiten:

e Aus einem Trainingsdatensatz bestimmen wir die beding-
ten Wahrscheinlichkeiten P(X; =n; | A;) als relative Hau-
figkeiten. Wir lesen auch die Wahrscheinlichkeiten P(A;)
als relative Haufigkeiten in unserem Trainingsdatensatz ab.

In unserem Anwendungsbeispiel zdhlen wir also, wie hdufig
bestimmte Worte in Texten vorkommen, die zu der Klasse
A; gehoren.

e Fiir ein gegebenes Freignis {w | Xi(w) = ny,..., Xs(w) =
ns} (in unserem Anwendungsbeispiel ein Satz mit den Wor-
ten korrespondierend zu Xj, ..., X;) vergleichen wir die
Wahrscheinlichkeiten

P(AZ'|X1:711,...,XS=TZS)

fiir verschiedene 7 und entscheiden uns fiir das A;, fiir das
die Wahrscheinlichkeit maximal wird.

Bemerkung 4.6.3 In der Praxis muss man noch einen kleinen
Trick anwenden: Es kann sein, dass in bestimmten Klassen A;
bestimmte Worte B; nicht vorkommen (d.h. die relative Hdufig-
keit P(X; =n; | A;) =0). In diesem Fall nimmt die Formel in
4.6.2 den Wert 0. Zwischen verschiedenen Klassen mit Wert 0 ist
dann keine Entscheidung méglich. Aus diesem Grund fiigt man
dem Trainingsdatensatz iblicherweise noch pro Klasse A; je eine
Stichprobe mit allen Elementen von € hinzu.

Wir erproben den Klassifizierer an einem Beispiel:
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Beispiel 4.6.4 Unsere Trainingsdaten sind die folgenden Sdtze,
die den angegebenen Klassen zugeordnet worden sind:

Stichproben Klasse
ein faszinierender Sportwagen Ay
der Zug ist weg Ag
sehr schoner Wagen Ay
ein schoner aber kleiner Sportwagen Ay
dies ist ein schneller Zug As

Wir wollen fiir einen Eingabesatz (der typischerweise nicht in
den Trainingsdaten vorkommt) entscheiden, ob er in die Klasse
Ay (Auto) oder As (Zug) gehort. Wir betrachten den Fingabesatz

ein sehr schneller Sportwagen
Insgesamt kommen die 14 Worte Wy, ... , Wiy

ein, faszinierender, Sportwagen, der, Zug, ist, weg,

sehr, schoner, Wagen, aber, kleiner, dies, schneller

vor. Tupel (Sdtze) aus diesen sind die Elemente des Wahrschein-
lichkeitsraums Q. Unser Fingabesatz enthdlt die Worte W1, W3, Ws, Wi4.
Worte aus der Klasse Ay kommen in unserem Trainingsdatensatz

mit der relativen Hdufigkeit

11
P(A) =—

(41) =55
vor, Worte aus Ay mit der relativen Hdaufigkeit

9
P(Az):%

Wir schreiben fiir das Ereignis X; = 1, dass das i-te Wort W;
vorkommt, das jeweilige Wort. Wir erhalten dann die folgenden
bedingten Wahrscheinlichkeiten

_ P(einnAy) % 2
P(@ZTL|A1)ZT1)1=%Zﬁ
20

Man beachte, dass wir die Hdufigkeiten statt den relativen Hdu-
figkeiten verwenden kénnen, da sich der Nenner 20 wegkiirzt.
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Analog erhalten wir

W[ P(W[A) P(W|A)
em % %
sehr 1—11 %
schneller 1% %
Sportwagen % 8

Hier zeigt sich das oben angesprochene Problem, dass manche
der bedingten Wahrscheinlichkeiten 0 sind. Um dies zu umgehen,
fiigen wir dem Trainingsdatensatz sowohl fir Ay als auch Ay eine
Stichprobe mit allen 14 Worten hinzu und erhalten

w P(W|A) P(W|A)
emn 23—5 %
sehr = 33
schneller % %
Sportwagen 23—5 %

Hiermait konnen wir nun berechnen

P(Al | W17W37W8)W14)
_ P(Ay)-P(Wy | Ay)-P(W3 | Ay)- P(Wg | Ay) - P(W1y | Ay)

P(B)
W B R % _ e 0-000025
P(B) P(B) ~ P(B)

und

P(AZ | W17W37W87W14)
_ P(As) - P(Wy | Ay)- P(W3 | Ag) - P(Ws | Ag) - P(W1y | Ag)

P(B)
b A kA b s 0.0000064
P(B) P(B)  P(B)

Man beachte, dass der Nenner P(B) in beiden Ausdricken iden-
tisch und damit fiir den Vergleich irrelevant ist. Diese bedingten
Wahrscheinlichkeiten weisen klar darauf hin, dass der zu klassi-
fizierende Satz der Klasse Ay zuzuordnen ist.
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4.7 Ubungen

Ubung 4.2 Der Gewinn eines Unternehmens war in den ange-
gebenen Jahren wie folgt:

Jahr | 2015 2016 2017 2018 2019
Gewinn | 13 20 28 38 48

(gemessen in Millionen €).

1) Bestimmen Sie mit der Methode der kleinsten Quadrate
eine Regressionsgerade, die die obigen Werte approzimiert.

2) Schdtzen Sie den Gewinn des Unternehmens im Jahr 2022.

Ubung 4.3 In der folgenden Tabelle sind die Héufigkeiten fiir
Cholesterinwerte und Blutdruck in einer Studie mit 80 Teilneh-
mern angegeben:

[100,120[ [120,140[ [140,160[ | Blutdruck
[170,190[ 9 4 1
[190,210[ 9 13 4
[210,230[ 7 8 8
[230,250] 1 5 11
Cholesterin

1) Bestimmen Sie die Randverteilungen.

2) Finden Sie eine Regressionsgerade, die den Cholesterin-
wert in Abhdngigkeit vom Blutdruck beschreibt. Verwenden
Sie fiir die Datenpunkte die jeweiligen Intervallmittelpunk-
te.

3) Welchen Cholesterinwert erwarten Sie fiur eine Person mit
etnem Blutdruck von 170.

4) Finden Sie eine Regressionsgerade, die den Blutdruck in
Abhdngigkeit von dem Cholesterinwert beschreibt.

5) Welchen Blutdruck erwarten Sie fiir eine Person mit einem
Cholesterinwert von 100.
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Ubung 4.4 Ein neuer Algorithmus wird auf 50 Eingabedaten
angewendet und liefern eine mittlere Laufzeit von 9.27 Sekunden
mit einer Standardabweichung von 0.21 Sekunden. Der bisheri-
ge Algorithmus hatte eine Laufzeit von 9.31 Sekunden. Testen
Sie mit einem Signifikanzniveau von 1% die Hypothese, dass der
neue Algorithmus schneller ist als der alte.

Hinweis: Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung wiirden Sie in
dieser Situation annehmen?

Ubung 4.5 1) An einer Universitit wird bei 50 Beschiftig-
ten (hoffentlich anonym) die Zeit gemessen, die die Mitar-
beiter auf den Internetseiten Facebook und Ebay zubringen.
Pro Arbeitstag von 12 Stunden sind dies 32 Minuten mit
einer Standardabweichung von 9 Minuten. Bestimmen Sie
ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 99% fiir den
Mittelwert der Facebook- und Ebayzeit, wobei Sie eine Nor-
malverteilung fir die Zeit annehmen.

2) Eine Bank mdchte bis auf 25€ das mittlere monatliche
Guthaben auf den Kundenkonten abschdtzen. Unter der
Annahme, dass die Standardabweichung o = 250 € ist, fin-
den Sie den minimalen Stichprobenumfang fiir ein Konfi-
denzniveau von 99.8%.

Ubung 4.6 Lassen Sie als eine Person eine Zufallsfolge von
ganzen Zahlen im Intervall [0,50] raten und tdberprifen Sie die
Qualitdt der Zufallsfolge anhand der relativen Hdufigkeiten von
auf- bzw. absteigenden Sequenzen verschiedener Ldnge.

Ubung 4.7 Implementieren Sie eine naiven Bayes-Klassifizierer
und wenden Sie diesen auf die Texte aus Beispiel 2.11.8 an. Den-
ken Sie sich weitere Fingabesdtze aus den gegebenen Worten aus
und erproben Sie den Klassifizierer.
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Anhang

5.1 Ausblick: Axiomatische Wahrschein-
lichkeitsraume

In Abschnitt 3.2 haben wir schon gesehen, dass man im Allge-
meinen nicht erwarten kann, dass man einer beliebigen Teilmenge
eines Wahrscheinlichkeitsraums €2 eine sinnvolle Wahrscheinlich-
keit zuordnen kann. Die Idee ist einfach nur Teilmengen zuzulas-
sen, fiir die das eben geht. Das Musterbeispiel ist hier, dass die
Wahrscheinlichkeit eines Intervalls [a,b] ¢ R gegeben ist durch
das Integral einer Wahrscheinlichkeitsdichte.

Definition 5.1.1 FEine Sigma-Algebra (auch oft geschrieben
o-Algebra) ist eine Menge

Y c 2%
von Teilmengen von €2 mit
1) QeX
2) ¥ ist abgeschlossen unter Komplementen:
AeX=>0\AeX.
Wir schreiben auch kurz

A=0\A.

262



5. ANHANG 263

3) X ist abgeschlossen unter abzdihlbaren Vereinigungen:

Al,AQ,...EE:>A1UA2U...EE.

Bemerkung 5.1.2 Die bekannten de Morganschen Gesetze

AjUdy = Ain Ay

A1 N AQ = A_l @] A_Q
fiir Mengen A; gelten offensichtlich auch fiir unendliche (abzdhl-
bare oder tberabzihlbare) Durchschnitte und Vereinigungen: Ist

I eine Menge und ist A; eine Familie von Mengen mit i € I,
dann ist

iel

={weQ|weAVi}

- (MAL

iel

Insbesondere sind Sigmaalgebren abgeschlossen unter abzdhl-
baren Durchschnitten, denn

NAi=UA
fd’f’ Az €.

Beispiel 5.1.3 1) Die Menge ¥ aller Teilmengen von €2, d.h.
die Potenzmenge Y = 29, ist eine Sigma-Algebra.

2) {2,Q} ist eine Sigma-Algebra.

Wir interessieren uns hauptséchlich fiir die folgende Sigma-
Algebra:

Beispiel 5.1.4 Die kleinste Sigma-Algebra X2, die alle Intervalle
der Form

]—00,0]c Q=R
enthdlt, heifst Borel-Sigma-Algebra.



5. ANHANG 264

Als Komplemente davon enthdlt ¥ dann auch alle Intervalle

der Form
]b,OO[ = ] - oo,b]

Nach Bemerkung 5.1.2 enthalt X2 auch alle Intervalle der Form
oo = U J-eo.b- ]
— 00 = — 00 R
’ n=1 ’ n
damit alle
[b> oo[ = ] - oo,a[,
Damit enthalt X alle

Ja,b[ = ]=o00,b[ A Ja, o0

und alle
[a,b] = ]—o0,b]Nn[a,o0].

Im Wesentlichen dieselbe Sigma-Algebra konnen wir auch auf
Teilmengen verwenden:

Bemerkung 5.1.5 Ist ¥ die Borel-Sigma-Algebra auf Q = R
und €)' c Q eine Teilmenge, dann ist

Y={QnA|AeX}

eine Sigma-Algebra auf €V, die wir wieder als Borel-Sigma be-
zeichnen.

Bemerkung 5.1.6 Ist 3, eine Sigma-Algebra auf 1 und Xy ei-
ne Sigma-Algebra auf Qs, dann ist die Produkt-Sigma-Algebra
auf 1 x Qo erzeugt von allen Ay x Ay mit A; € ;.

Das Resultat dieser Konstruktion bezeichenen wir als die Borel-

Sigma-Algebra auf € = R™.

Mit dem Konzept der Sigma-Algebra kénnen wir nun unsere
Definition eines Wahrscheinlichkeitsraums verallgemeinern:

Definition 5.1.7 Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist Ergebnis-
menge 2 zusammen mit einer Sigma-Algebra X2 auf  und einer

Funktion
P:¥-[0,1]

mit
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1) P(Q)=1
2) und fir paarweise disjunkte Ay, As, ... €3
P(AjuAyu...)=P(A))+P(A) +...

Die Funktion P bezeichnen wir als Wahrscheinlichkeits-
verteilung oder Wahrscheinlichkeitsmays.
Einen Wahrscheinlichkeitsraum ist also ein Tupel (€2,3, P).

Bemerkung 5.1.8 FEs gilt dann offenbar
P(@) =0.

Beispiel 5.1.9 Ist Q endlich oder abzihlbar, dann ist 3 = 2%
eine Sigma-Algebra. Fine Wahrscheinlichkeitsfunktion

m: ) - Ry

definiert einen Wahrscheinlichkeitsraum (€0,3, P), da jedes A €
Y = 2% sich als abzihlbare disjunkte Vereinigung

A= U{w}

weA

schreiben lisst und wir daher das Wahrscheinlichkeitsmafs

P(A) =), m(w)

weA

definieren konnen.
Umgekehrt liefert ein Wahrscheinlichkeitsmaff P : 3 — Ry
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion m : €2 - Ry durch

m(w) = P({w}).

Die erweiterte Definition 5.1.7 stimmt also fir abzdihlbare €2
mit unserer bisherigen Definition 2.5.1 tberein.

Beispiel 5.1.10 Sind (21, %1, P1) und (9,39, Py) Wahrschein-
lichkeitsrdume, dann auch 1% mit der Produkt-Sigma-Algebra
3 und dem Produkt-Wahrscheinlichkeitsmafs

P(A; x Ay) = P(Ay) - P(Ay).
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Beispiel 5.1.11 Auf 2 ¢ R® zusammen mit der Borel-Sigma-
Algebra X2 und einer integrierbaren Funktion

f:Q—>R

| @z =1,

genannt Wahrscheinlichkeitsdichte, ist durch

P(A) = fA F(2)dz

fir A e ¥ ein Wahrscheinlichkeitsraum gegeben.

Definition 5.1.12 Fiir eine Zufallsvariable X : 2 - N betrach-
ten wir Wahrscheinlichkeiten P(X € A) nur fir Mengen A c N

mat
X1 (A)ex

und setzen dann
P(XeA)=P(X ' (A)=P{weQ| X(w)eA}).

Durch
¥ ={Ae2V | X (A)ex}

ist dann auf N eine Sigma-Algebra gegeben und durch
P(A)=P(X eA)

fir A € 3 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Diese bezeichnen
wir als die Verteilung der Zufallsvariable von X.

5.2 Zur Integration: Substitutionsregel
und Transformationsformel

Bei der Untersuchung der Normalverteilung hatten wir statt
rechtwinkligen Koordinaten, Polarkoordinaten verwendet. Den
Wechsel von Koordinaten bei der Integration beschreibt allge-
mein der Transformationssatz fiir Integrale. Dieser ist eine mehr-
dimensionale Verallgemeinerung der Substitutionsregel:
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Satz 5.2.1 Ist f :[r,s] » R stetig und g : [a,b] — [r,s] diffe-
renzierbar mit stetiger Ableitung, dann gilt

[ e g@ ae= [ 5 dy

Dies folgt direkt aus der Kettenregel fiir Ableitungen.

Die mehrdimensionale Verallgemeinerung konnen wir wie folgt
formulieren:

Satz 5.2.2 Ist M c R"™ eine offene Menge' und
d: M —->NcR"

stetig differenzierbar und bijektiv, dann ist f auf ®(M) integrier-
bar genau dann, wenn f o ® auf M integrierbar ist, und

Sy F@y = [ )T (@) da

T(z) = det (8<I>i(;c ) .
81']‘ i

Beispiel 5.2.3 Im Fall der Polarkoordinaten st
eoy-an( 57 T
sing r-cosp

=r-(cosp)?+7r-(sinp)? =r.

5.3 Beweis des Zentralen Grenzwertsat-
Zes

In diesem Abschnitt wollen wir einen Beweis des Zentralen Grenz-
wertsatzes (Satz 3.8.11) skizzieren. Dieser besagt, dass fiir iden-
tisch unabhéngig verteilte Zufallsvariablen Xy,...,X,, mit Er-
wartungswert

p=E(X;)

!Eine offene Menge ist eine Verallgemeinerung des offenen Intervalls
]a, b[. Produkte von solchen Intervallen sind z.B. offen.
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und Varianz

o=0(X;)
fiir alle
—o<a<b<oo
gilt, dass
b 2
lim p(a < vn (M —,u) < b) 1 / exp(—x—)dm’.
n—o0o o n /277 a 2

Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass p = 0 ist (an-
derenfalls kann man X; durch X; — u ersetzen). Fiir

y, = Xt X
o\/n
gilt dann
E(Y,)=0

nach Satz 2.6.12 und nach Satz 2.7.9 wegen der Unabhéngigkeit
V(Y,) =1

Wie im Beweis der Hoeffding-Ungleichung codieren wir wieder
alle Momente in der Erzeugendenfunktion

My(\) = E(exp(A- X)) = i X B(x")

wobei wir X fiir die gemeinsame Verteilung der X; schreiben
und annehmen, dass alle Momente existieren. Wir verwenden
die folgenden Hilfsaussagen, die im wesentlichen sagen, dass M
die Eigenschaften der Exponentialfunktion erbt:

Lemma 5.3.1 Sind X; und X5 unabhdngig, dann gilt
MX1+X2()‘) = MXI ()‘) ' MX2(>‘)

fiir alle X e R.
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Beweis. Mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
und da sich der Erwartungswert in Produkte von unabhéngigen
Variablen hineinzieht, haben wir

My (V) = E(exp(A- (X1 + X))
E(exp(A- X1) - exp(A- X5))
E(exp(A- X1)) - E(exp(A- X3))
= Mx, (A) - Mx,(A).

]
Mit Induktion folgt aus Lemma 5.3.1:

Corollar 5.3.2 Sind X4,..., X, identisch wie X und unabhdn-
gig verteilt, dann st

Mx, s 1x,(A) = Mx(\)"
Weiter folgt aus Lemma 5.3.1:

Corollar 5.3.3 Fir
Y=aX+b

mit a,beR gilt
My (A) = Mx(aX) - exp(bA)

Mit Corollar 5.3.2 und 5.3.3 gilt dann

o\/n
fir alle A\ € R. Mit der Annahme E(X) =0 folgt

My, (A) = (MX(L )”

0\/_) JZE)]' o \/—JE(X])
14 1 A2 R(n)
2n n

wobei lim,,,. R(n) = 0. Somit ist

2 n
1/\—+ R()\,n))

My, () = (14554 22
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und mit einer kleinen Erweiterung von Lemma 3.8.4 in der Form

lim (1 + 2y @)” =exp(z)

n—oo n

fiir lim,, 0o R(n) =0, folgt
lim My, (\) = exp(%)\z).

Nach dem folgenden Lemma ist dies die Erzeugendenfunktion
der Standardnomalverteilung:

Lemma 5.3.4 Ist X standardnormalverteilt, dann gilt
Lo
Mx(A) = exp(527%).

Beweis. Es ist

1 L
(32 =2 T o
- ¥ pm
m=0 m!

denn wie wir aus Satz 3.8.15 schon wissen ist F(1) =1, E(Z) =0,
E(Z?%) =V(Z) =1 und man kann genauso mit partieller Integra-
tion zeigen, dass allgemein

[0 fiir m ungerade
E(Z )_{ 1-3-5-...-(m-1) fiir m gerade

und mit Induktion, dass

(2n)!
nl2n

1-3:-5-...-(2n-1).
]

Beispiel 5.3.5 Wir entwickeln die Erzeugendenfunktion fir die
Momente der Standardnormalverteilung in MAPLE bis zur Ord-
nung 10:

taylor(exp(1/2%t°2),10);

142, 144, 146, 1 48
1+2t +8t +48t +384t
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Es bleibt dann noch zu zeigen:
Satz 5.3.6 Die Erzeugendenfunktion der Momente
My (V) = E(exp(A- X))
legt die Verteilung von X eindeutig fest.

Beweis. Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass X nur
Werte in {1,...,m} annimmt. Dann ist

M()) - ikﬂmw

EP

j=1 n=0 T
=Y P(X =j)-exp(j- )
j=1
Mit
T =exp(N)
ist also

My() = Y P(X = )T/

j=1
ein Polynom in 7T'. Zwei Polynome sind aber gleich genau dann,
wenn die Koeffizienten gleich sind. m

Wir bemerken noch:

Corollar 5.3.7 Fir eine normalverteilte Variable Z mit Erwar-
tungswert p und Varianz o2 ist

Mz(\) = exp(%(j2 e N).

Beweis. Wir konnen schreiben

Z=cX+pu
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mit a,b € R und X standardnormalverteilt. Dann gilt mit Corol-
lar 5.3.3 und Lemma 5.3.4, dass

My(A) = Mx (o) -exp(a-A)
_ exp(%a2 NN,
]
Corollar 5.3.8 Der Mittelwert

1
X=—(X1+...+ X))
n

von identisch unabhdngig normalverteilten Zufallsvariablen X1, ..., X,
mit Erwartungswert p und Varianz o? ist normalverteilt mit Er-
wartungswert

E(X) =p

und Varianz )
o

V(X)=—.

n

Beweis. Mit Corollar 5.3.2, 5.3.3 und 5.3.7 ist

n 1 n 1 2 )\2 A n

102
= exp(gz . /\2 + U /\)

Mit Satz 5.3.6 folgt die Behauptung. m

5.4 Computeralgebra
5.4.1 Uberblick

Fiir die Kombinatorik, Analysis und elementares Programmie-
ren ist ein Computeralgebrasystem mit allgemeiner Funktiona-
litdt am besten geeignet, da es alle drei Themengebiete gemein-
sam abdeckt. Im kommerziellen Bereich sind MAPLE [13], und
MATHEMATICA [15] verfiigbar, ebenso die Open-Source-Systeme
MAXIMA [11], REDUCE [18], und AXI0M |[l], die allerdings einen
deutlich kleineren Funktionsumfang besitzen.



5. ANHANG 273

Speziell fir die Anwendung in der Algebra (exaktes Rechnen)
gibt es deutlich leistungsfihigere Systeme, wie z.B. die Open-
Source-Systeme SINGULAR [19], MACAULAY2 [9] und GAP [5],
und das kommerzielle System MAGMA [10]. Dasselbe gilt fiir die
Numerik (Rechnen mit floating point Zahlen), in der MATLAB
[16] den Standard darstellt.

Wir wollen zunéchst ausgehend von einfachen Fragestellun-
gen einen kurzen Uberblick iiber MAPLE geben, das sowohl in der
Kombinatorik als auch in der Analysis eine umfangreihe Funk-
tionalitat bereitstellt.

5.4.2 Maple

MAPLE kann sowohl in der Kommandozeile als auch in einem
graphischen Frontend verwendet werden. Die Ausgabe von Gra-
phik ist natiirlich nur in letzterem moglich, wobei die Komman-
dozeilenversion Graphiken in Dateien schreiben kann. In beiden
Benutzeroberflachen folgt Output auf Input. Eine neue Zeile fiir
mehrzeiligen Input erhalt man durch Shift-Return, ein neues
Eingabefeld durch Strg-j. Jeder Befehl wird mit einem Strich-
punkt abgeschlossen und durch Return ausgewertet. Ersetzt man
den Strichpunkt durch einen Doppelpunkt wird der Output un-
terdriickt. Durch quit; verlassen wir MAPLE.
Zuweisungen erfolgen mit:

i:=0;

0
Bedingte Anweisungen haben folgende Syntax:

if i=0 then print(null");fi;

null"
Mengen erzeugt man durch geschweifte Klammern:

M:={1,1,2,3,2};

M:={1,2,3}
und Listen durch eckige Klammern:

L:=[1,1,2,3,-1];

L:=[1,1,2,3,-1]
An eine Liste hdngt man an durch

L:=[op(L),2];

L:=[1,1,2,3,-1,2]
und genauso fiir Mengen.
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Abbildungen (oder Prozeduren) werden auf die Elemente einer
Menge oder die Eintrage einer Liste angewendet durch:

map (x->x"2,L) ;

(1, 1, 4, 9, 1, 4]
Abbildungen f:R — R lassen sich plotten mit:

plot(x~3, x=-2..2);

Die Ausgabe wird nach dem Befehl

plotsetup(jpeg, plotoutput=‘plot.jpg‘, plotoptions

=‘portrait,noborder,color‘);

in eine Datei umgeleitet. Fiir eine Postscript-Ausgabe kann man
jpeg durch ps ersetzen. Auf dem Bildschirm werden Plots wieder
ausgegeben nach:

plotsetup(default);
Den Graphen der Abbildung

fiR? >R, (2,y) = 2® +y°

erhalten wir mit:
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plot3d(x~2+y~2, x=-2..2,y=-2..2);

Bei der graphischen Ausgabe sind viele Optionen verfiigbar, siche
dazu die Hilfe-Funktion unter plot,options.

Ein Beispiel fiir eine Prozedur, die
Yk
k=1

berechnet ist (lokale Variablen werden mit local deklariert):
summe : =proc (n)
local k,s;
s:=0;
for k from 1 to n do
s:=s+k;
od;
return(s);
end proc:
Damit erhalten wir:
summe (5) ;
15
Tatséchlich gibt es eine Funktion die Summen und Produkte
direkt auswertet:
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sum(k,k=1..5);
15
gibt

5
Yk=1+2+3+4+5=15
k=1

und
product (k,k=1..5);
120
liefert .
[Jk=1-2-3-4-5=120
k=1
Dies funktioniert (in vielen Fillen) auch fiir unbestimmte Gren-
zen:

sum(k,k=1..n);
(n+1)2 n 1

Durch2 Vereiznfaéhen mit der sehr machtigen Funktion simplify
sieht man, dass der Ausdruck mit der bekannten Formel iiber-
einstimmt (wobei sich % auf die letzte Ausgabe bezieht):
simplify (%) ;
an? +In
Man kann auch Summenformeln eingeben, ohne sie auszuwerten
s:=Sum(k,k=1..n);
s:=Yhak
damit weiterrechnen, z.B. n durch einen konkreten Wert ersetzen
s:—subs(n=5,s);
s=Y0 1k
und schlielich die Formel auswerten:
value(s);
15

In der Division mit Rest von a durch b mit Rest r
a=q-b+r

erhalten wir ¢ und r in MAPLE wie folgt, z.B. fiir a = 36 und
b=15:

iquo(36,15);

2

irem(36,15);

6
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Diese Funktionen kénnen Sie z.B. verwenden, um eine Prozedur
zur Berechnung der Binardarstellung zu schreiben. Vergleichen
Sie auch mit der schon vorhandenen Funktion:

convert(23,binary) ;

10111

Weitere Anwendungsbeispiele werden wir jeweils in Zusam-
menhang mit den theoretischen Resultaten diskutieren.
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