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1. Wir betrachten den durch Ableitung gegebenen Q-Vektorraumhomomorphismus

d

dx
: Q [x]≤3 −→ Q [x]≤2

(a) Bestimmen Sie bezüglich der Basen

Ω = (1, x− 1, (x− 1)2, (x− 1)3) und ∆ = (1, x, x2)

den Homomorphismus

ϕ = co∆ ◦
d

dx
◦ lcΩ : Q4 → Q4

indem Sie die Bilder der Einheitsvektoren angeben.

(b) Berechnen Sie die Ableitung des Polynoms

p = 2(x− 1)3 + 3(x− 1) + 7

direkt und mittels der Formel d
dx

= lc∆ ◦ϕ ◦ coΩ.

2. Zeigen Sie: Für jedes b ∈ R bilden die d + 1 Polynome

1, (x− b) , (x− b)2 , ..., (x− b)d ∈ R[x]≤d

eine Basis von R[x]≤d.

3. Sei p eine Primzahl und Fp = Z/p der endliche Körper mit p Elementen.

(a) Zeigen Sie: Jeder d-dimensionale Fp-Vektorraum V hat genau pd Elemente.

(b) Sei V = (F2)3 und

v1 =

 1
1
1

 v2 =

 1
1
0


Bestimmen Sie alle Elemente des Untervektorraums 〈v1, v2〉 ⊂ V und alle Vek-
toren v3 ∈ V , sodass v1, v2, v3 eine Basis von V bilden.

(c) Wieviele verschiedene Basen von (Fp)
d gibt es? Geben Sie eine Formel an.

4. (a) Berechnen Sie eine Basis des Lösungsraums von

x1 + 2x2 + 2x3 − 2x4 − x5 = 0

−2x1 − 3x2 − x3 + 8x4 + x5 = 0

x1 + 4x2 + 8x3 + 8x4 − 4x5 = 0

als Untervektorraum von Q5.



(b) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

x1 + 2x2 + 2x3 − 2x4 − x5 = 2

−2x1 − 3x2 − x3 + 8x4 + x5 = −7

x1 + 4x2 + 8x3 + 8x4 − 4x5 = −7

5. (4 Zusatzpunkte) Sei K ein Körper, und seien U, V ⊂ Kn Untervektorräume gegeben
durch Basen u1, ..., us von U und v1, ..., vt von V .

(a) Zeigen Sie, dass U ∩ V ⊂ Kn ein Untervektorraum ist.

(b) Beschreiben Sie einen Algorithmus zur Bestimmung einer Basis von U ∩ V .

(c) Wenden Sie Ihr Verfahren an auf die folgenden Untervektorräume von Q4

U =

〈 4
0
2
4

,

 2
1
1
1

〉
V =

〈 2
0
3
1

,

 4
3
2
3

,

 2
2
3
1

〉

2


