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Was ist symbolisches Rechnen?

Der Begriff symbolisches Rechnen bezieht sich im Allgemeinen auf alle
Arten von exakten Berechnungen, die man mit Hilfe eines Computers
durchfiihren kann. In letzter Konsequenz werden alle Rechnungen auf
Rechnungen mit ganzen Zahlen zuriickgefiihrt. Im Gegensatz zu nu-
merischen Methoden, wird die floating point Einheit der CPU nicht
benutzt. Falls Thr Programm korrekt ist und auch die CPU fehlerfrei
arbeitet, erhalten Sie mathematisch korrekte und prézise Antworten.
Wenn Sie dagegen mit Floats arbeiten, erhalten Sie nur eine Approxi-
mation der Wahrheit, eventuell eine sehr schlechte, falls das Problem
numerisch instabil ist. Dies passiert etwa dann, wenn in dem Algorith-
mus durch Zahlen nahe bei 0 dividiert wird:

1

0.001 ~ 1000 aber Z5raey
ein kleiner Fehler von 0.002 im Input kann also zu drastisch unter-
schiedlichen Outputwerten fithren. Es gibt auch hybride Methoden,
die symbolische und numerische Methoden kombinieren, um die Ge-
schwindigkeit von numerischen Verfahren mit der Korrektheit von
symbolischen Verfahren zu vereinigen.
Symbolisches Rechnen wird in praktisch allen Bereichen der Mathe-
matik verwendet, zentrale Beispiele sind:

= 1000,

1) Die Zahlentheorie, die die Beziehung von Addition und Multpli-
kation untersucht, und wiederum Anwendungen z.B. im RSA-
Kryptosystem hat. Hier fithren wir z.B. Rechnungen durch wie

23 =3mod5.

2) Die kommutative Algebra und algebraische Geometrie, die po-
lynomiale Gleichungssysteme 16st und Anwendung findet z.B. in
der Robotik, Statistik und theoretischen Physik. Gegeben zwei
Roboterarme der Lénge 3 in der Ebene mit Kugelgelenk am
Punkt (0,-2) bzw. (0,2), kann man sich z.B. fragen, wie an
welchen Punkten sich die Spitzen der Arme treffen koénnen, siehe

1



. EINFUHRUNG UND GRUNDLAGEN 2

Abbildung 1.1. Dazu miissen wir (nach dem Satz von Pythago-
ras) das Gleichungssystem

(z-2)?+4*-3%=0
(z+2)2+y?-32=0

16sen. Die Losungsmenge ist gegeben durch (z,y) = (0, +v/5).

Abbildung 1.1: Die Treffpunkte von zwei Roboterarmen.

3) Die Gruppentheorie, die z.B. mit Permutationen rechnet, und
zur Anwendung kommt wann immer ein mathematisches Pro-
blem Symmetrien besitzt. Sei etwa Sym (7)) die Menge aller
Symmetrien eines Tetraeders, wobei eine Symmetrie eine Bewe-
gungen (d.h. eine abstandserhaltende Abbildung) ist, die den
Tetraeder in sich selbst iiberfithrt. Eine solche Abbildung ist
durch ihre Wirkung auf den Ecken des Tetraeders festgelegt, wir
kénnen Sym (7") also als Untergruppe von S, auffassen. Tatséch-
lich besitzt Sym (7") mit der Komposition als Verkniipfung die
Struktur einer Gruppe: Das Hintereinanderausfiithren von zwei
Symmetrien wieder eine Symmetrie ist und wir jede Symmetrie
durch eine andere wieder riickgdngig machen kénnen. Zum Bei-
spiel ist in Sym (7") die Drehsymmetrie um 120° gleich dem Pro-
dukt von zwei Spiegelungen, siehe Abbildung 1.2. entsprechend
der Rechnung

(2,3)0(3,4) =(2,3,4)

in Zykelnotation fiir die Permutationen.

Die Spiegelung an der Ebene, aufgespannt durch eine Kante und
den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite, entspricht einer
Transposition, z.B. die Spiegelung an der in Abbildung 1.3 ein-
gezeichneten Ebene entspricht (2,3). Da die Sy von den Trans-
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-~ 3 3

Abbildung 1.2: Komposition von zwei Symmetrien des Tetraeders

-, 3

Abbildung 1.3: Spiegelsymmetrie (2,3) des Tetraeders

positionen erzeugt wird, folgt:
84 = ((1:2)7 (173)7 (174)7 (273)7 (274)7 (374)) cGc S4

also

Sym (T") = S.

Im Allgemeinen haben wir nicht soviel Gliick, etwa ist die Sym-
metriegruppe Sym (O) des Oktaeders (Abbildung 1.4)) eine Un-
tergruppe der Sg (wieder durch Nummerieren der Ecken), jedoch
sicher nicht die ganze Sg. Kénnen Sie eine Symmetrie angeben,
die nicht in Sym (O) liegt? Vom Standpunkt des symbolischen
Rechnens stellt sich also z.B. die Frage, wie man fiir gegebene
Elemente der S,, die von diesen Elementen erzeugte Untergruppe
bestimmt.

Die konvexe Geometrie, die z.B. konvexe Hiillen von Punkten in
einem Gitter untersucht, und Anwendungen hat z.B. in der Opti-
mierung und der algebraischen Geometrie. Wieviele ganzzahlige
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1

6
Abbildung 1.4: Oktaeder

Losungen hat etwa das Ungleichungssystem

x2>-1
y>-1
r+y<l1

(siche Abbildung 1.5)7

Abbildung 1.5: Polyeder

Beispiele von Open Source Computeralgebrasystemen: SINGULAR
[3] und MACAULAY2 [10] sind die fiihrenden Systeme im Bereich kom-
mutative Algebra und algebraischen Geometrie, PARI/GP [17] in der
Zahlentheorie, GAP [16] in der Gruppentheorie, und POLYMAKE ||
in der konvexen Geometrie. SINGULAR wird primér an der TU Kaisers-
lautern entwickelt. Ein neues Open Source Computeralgebrasystemen,
das gerade, unter anderem in Kaiserslautern, entwickent wird ist Os-
CAR. Hier werden SINGULAR, GAP, POLYMAKE und Zahltentheo-
rieckompententen in einem gemeinsamen System integriert. Die Pro-
grammiersprache JULIA [3] bildet sowohl die Entwicklungsumgebung
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als auch das Userinterface. Sie zeichnet sich insbesondere durch ei-
ne Just-In-Time Compiler aus, der Usercode wahrend der Laufzeit
des Systems kompilieren kann. Wird also z.B. eine neue Funktion im
Userinterface eingegeben, dann wird diese beim ersten Aufruf in Ma-
schinencode iibersetzt und lauft damit potentiell deutlich schneller als
zeilenweise interpretierter Code. Der arithmetische Teil der Zahlen-
theoriekomponente von OSCAR wird in dem Paket NEMO entwickelt.
Die Sprache JULIA und NEMO werden wir auch fiir Codebeispiele und
Programmieraufgaben verwenden.

Es gibt aber viele weitere Computeralgebrasysteme, auch kommer-
zielle, wie MAGMA [7], MAPLE [14], und MATHEMATICA [19]. Die
letzteren beiden sind sogenannte general purpose Computeralgebrasy-
steme, die eine breiten Bereich an mathematischen Themen abdecken,
von der symbolischen Integration bis hin zu numerischen Methoden.

Wir werden uns hauptséchlich mit dem Losen von allen Arten von
Systemen aus polynomialen Gleichungen befassen, insbesondere von
linearen Systemen {iber den ganzen Zahlen und Systemen aus Glei-
chungen hoheren Grades iiber Korpern. In diesem Kontext miissen
wir uns auch mit der Faktorisierung von ganzen Zahlen und Polyno-
men beschéftigen. Wir werden aber auch einen kurzen Blick auf andere
Themenbereiche wie Gruppentheorie werfen.

Ein Spezialfall von polynomialen Gleichungssystemen sind lineare
Gleichungssysteme. Der Gauf-Algorithmus transformiert ein multiva-
riates lineares Gleichungssystem in Zeilenstufenform

2c + y =1 2 + y = 1

r o+ 2y -1 = 3 = -3

(sieche Abbildung 1.6), von dem wir dann direkt die Losung ablesen
konnen:

(z,9) = (1,-1).

| I\

2 B} T 2 0

Abbildung 1.6: Gauk-Elimination fiir den Durchschnitt von zwei Ge-
raden

Wie konnen wir diesen Ansatz auf Gleichungen hoheren Grades er-
weitern? Das grundlegende Hilfsmittel ist hier der Buchberger-Algorithmus
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zur Berechnung von Grobnerbasen, der sowohl den Gaufs-Algorithmus
als auch den Euklidischen Algorithmus zur Berechnung des grofiten
gemeinsamen Teilers verallgemeinert. Zum Beispiel transformiert er

202 —xy +2y2-2=0 — 3y+8x3-8xr=0
222 - 3xy +3y2-2=0 44 - 522 +1=0

Fiir die meisten Rechnungen werden wir hier direkt oder via JULIA
das System SINGULAR verwenden, das an der TU Kaiserslautern ent-
wickelt wird. Auf der Webseite

https://www.singular.uni-k1.de/

von SINGULAR gibt es auch ein leicht zu bedienendes Online-Interface,
in dem man SINGULAR ohne Installation verwenden kann.

Beispiel 1.1 Die obige Grobnerbasis-Rechnung kénnen wir in SIN-
GULAR mit dem folgenden Code durchfiihren:

ring R=QQ, (y,x),1lp;

ideal I = 2*x™2-x*y+2%y~2-2, 2%x~2-3%xxy+3*y~2-2;
groebner (1) ;

_[1]=4x4-5x2+1

_[2]=3y+8x3-8x

Die ring-Definition spezifiziert den Primkérper iiber die Charakteri-
stik (also 0 entspricht Q), die Variablen, und eine Ordnung der Mo-
nome (Ip). In Analogie zum Gauf-Algorithmus, kann man durch die
Ordnung dem System mitteilen, in welcher Reihenfolge die Variablen
eliminiert werden sollen (zum Beispiel, ob man eine rechte oder lin-
ke obere Dreiecksmatrix als Zeilenstufenform erhalten will). Ein Ideal
reprasentiert hier ein System von polynomialen Gleichungen.

In unserem Beispiel transformiert der Grobnerbasisalgorithmus den
Durchschnitt von zwei Ellipsen in den Durchschnitt von 4 Geraden und
einem kubischen Funktionengraphen, siche Abbildung 1.7. Aus dem
resultierenden System kénnen wir die Lésungen (z,y) = (£1,0), (+3, 1)
ablesen.

Beispiel 1.2 Diese Plots wurden mit dem universellen, kommerziellen
Computeralgebrasystem MAPLE [11] erstellt: with(plots) :
pl:=implicitplot (2*x~2-x*y+2xy~2-2,x=-2..2,y=-2..2):
p2:=implicitplot (2%x~2-3*x*y+3*y~2-2,x=-2..2,y=-2..2):
display(pl,p2,view=[-2..2,-2..2] ,thickness=2);
p3:=implicitplot (4*x~4-5%x"2+1,x=-2..2,y=-2..2):
p4:=implicitplot (3*y+8*x~3-8%x,x=-2..2,y=-2..2):
display(p3,p4,view=[-2..2,-2..2] ,thickness=2);

Natiirlich muss die Losungsmenge eines polynomialen Gleichungs-
systems nicht endlich sein. In diesem Fall ist es interessant, analog zu


https://www.singular.uni-kl.de/
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_1 N

2 A 0 1 -2 1 0 1

Abbildung 1.7: Buchberger-Algorithmus fiir den Schnitt von zwei El-
lipsen

Vektorraumen einen Dimensionsbegriff zu entwickeln. Zum Beispiel die
Kummerquartik in Abbildung 1.8 ist eine zweidimensionale Menge
(eine Flache) gegeben durch eine einzige Gleichung vom Grad 4 in
3 Variablen. Auf dhnliche Weise kann man die Togliattiquintik und
die Barthsextik in den Abbildungen 1.9 und 1.10 konstruieren.

Diese Plots wurden mit dem Visualisierungsprogramm SURFER
[11] erstellt, das im Rahmen des IMAGINARY Projekts entwickelt
wurde, siehe

www.limaginary.de.

SURFER [l 1] ist ein leicht zu benutzendes Frontend fiir Raytracing-
programm SURF |9 zur Visualisierung von Flachen im 3-Raum. Mit
diesem Programm konnen Sie leicht interessante Flachen im 3-Raum
konstruieren, indem Sie die Gleichung angeben, probieren Sie es aus!


www.imaginary.de
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Abbildung 1.8: Kummerquartik

Abbildung 1.9: Togliattiquintik
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N

2
7. 4
Ml

Abbildung 1.10: Barthsextik
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Symbolisches Rechnen mit
ganzen Zahlen

Das symbolische Rechnen in Z ist die Grundlage fast aller Algorithmen
in der Computeralgebra. Direkt findet es Anwendung auf der theore-
tischen Seite in der Zahlentheorie, in der Praxis in der Kryptographie
und Codierungstheorie. Da sowohl Z als auch der univariate K|[x] iiber
einem Korper K Euklidische Ringe (und damit Hauptidealringe) sind,
sind die Konzepte fiir das symbolische Rechnen in Z auch wichtiger
Hinweis fiir das Rechnen mit Polynomen. Wie wir sehen werden, gibt
es aber auch substantielle Unterschiede, die im Wesentlichen daran
liegen, dass K[z,y] kein Euklidischer Ring ist.

2.1 Die ganzen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind
N={1,2,3,...}
die ganzen Zahlen
7=A..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

und wir schreiben Ny = Nu {0}.
Auf den natiirlichen Zahlen Ny = {0,1,2,3, ...} gibt es Verkniipfun-
gen + und -, die dem Assoziativgesetz

a+(b+c)=(a+b)+c
a-(b-c)=(a-b)-c

Kommutativgesetz
a+b=b+a
a-b=b-a

und Distributivgesetz

a-(b+c)=a-b+a-c

10
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gehorchen fiir alle a,b,c¢ € Ny. Auf die axiomatische Definition der
natiirlichen Zahlen wollen wir hier nicht weiter eingehen. Als Ubungs-
aufgabe informiere man sich in Buch oder Suchmaschine der Wahl
iiber die Peano-Axiome.

In Ny gibt es keine Zahl a mit

1+a=0.

Anschaulich heifst das: Wir kénnen zwar Guthaben auf einem Konto
darstellen aber keine Schulden.

Aus den natiirlichen Zahlen konstruiert man deshalb die ganzen
Zahlen 7 wie folgt:

Bemerkung 2.1.1 Die Grundidee zur Konstruktion ist: Den Wert
eines Kontos kann man als Differenz von Guthaben und Schulden
schreiben. Verschiedene Tupel (Guthaben, Schulden) fihren zu dem-
selben Wert des Kontos, z.B.

5 -1 =1000006 - 1000002

d.h. der Wert eines Kontos mit 5€ Guthaben und 1€ Schulden ent-
spricht einem Konto mit 1000006 € Guthaben und 1000002 € Schul-
den. Um den Wert zu reprisentieren, missen wir also Aquivalenz-
klassen beziiglich einer geeigneten Aquivalenzrelation betrachten. Die
berden Konten in dem Beispiel haben denselben Wert, da

5+ 1000002 = 1000006 + 1.
Man definiert also
Z:=(NoxNo) [ ~
mit der Aquivalenzrelation
(a,0) ~(c,d) <= a+d=b+c,
und die Aquivalenzklasse
[(a,0)] = {(c,d) [ (¢,d) ~ (a,b)} .

Wir stellen uns unter [(a,b)] die ganze Zahl a —b vor. Dies motiviert
die folgenden wohldefinierten Verknipfungen + und - auf Z

[(a,0)]+ [(c;d)] :=[(a+¢c,b+d)]
[(a,D)] [(c,d)]:=[(a-c+b-d,a-d+b-c)],

die dem Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz gehorchen (sie-
he auch Ubung 2.2). Es gilt dann

[(a,0)] +[(b,a)] = [(0,0)]
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fiir alle [(a,b)] € Z, insbesondere

[(1,0)]+[(0,1)] = [(0,0)].
Weiter ist
[(0,0)] +[(a,b)] = [(a,b)]
[(1,0)][(&,6)] [(avb)]

Eine Menge mit solchen Verkniipfungen mennt man kommutativen
Ring mit 1. Des Weiteren sind die ganzen Zahlen angeordnet durch
die Totalordnung <.

Siehe auch Ubung 2.2.

Notation 2.1.2 Jedes Element von Z hat einen Reprdsentanten der
Form (a,0) oder (0,a). Wir schreiben kurz

a= [((I,O)]
Damit ist
—a=[(0,a)].

Wir werden spdter sehen, dass es durchaus tblich ist, bei der Dar-
stellung von Z im Computer Reprdsentanten zu wdhlen, die nicht von
dieser Form sind.

Bemerkung 2.1.3 Auf dhnliche Weise ldsst sich wiederum Q aus Z
konstruieren als

Q= (ZxZ\{0})/ ~
mit der Aquivalenzrelation

(a,b) ~ (¢, d) < ad = be,

wobei wir die Aquivalenzklassen schreiben als

COI
Die Verkniipfungen sind

a c ad +cb

a C ac
un =

+== — ==
b d bd b d bd

Priifen Sie, dass diese Verkniipfungen wohldefiniert (d.h. unabhdingig
von der Wahl der Reprasentanten der Aquivalenzklassen) sind. Mit
dieser Konstruktion haben wir erreicht, dass jedes Element + 0 von Q
beziiglich der Multiplikation ein Inverses besitzt, Q ist also ein Kor-
per.
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Bemerkung 2.1.4 Ist R allgemein ein kommutativer Ring mat 1,
dann heifit a € R Nullteiler von R, wenn ein 0 #+ b € R existiert
mat

a-b=0.

Finen (kommutativen) Ring ohne nicht-triviale Nullteiler nennt man
auch Integritatsring. Man kann dann genau wie in Bemerkung 2.1.3
durch Einfiihren von Briichen jedes Element aufler O beziiglich der Mul-
tiplikation invertierbar machen und erhdlt damit den Quotientenkérper
Q(R). Man beachte, dass wir dazu in den Formeln fir die Verkniip-
fungen + und - die Figenschaft b,d + 0= b-d # 0 brauchen. Siehe dazu
auch Aufgabe 2.5.

In Q lasst sich also jede Zahl a durch jede Zahl b # 0 teilen. In vie-
len Problemen des téglichen Lebens und der Mathematik macht dies
allerdings keinen Sinn, da die kleinste sinnvolle Einheit 1 ist. Wollen
wir etwa 1000 Passagiere gleichméfig auf 3 Flugzeuge verteilen, so ist
&300 keine sinnvolle Losung, sondern vielmehr

1000 = 3-333 + 1.
Dies bezeichnet man als Division mit Rest (1 Passagier bleibt iibrig).

Lemma 2.1.5 (Division mit Rest) Sind a,b € Z, b # 0, dann gibt
es q,r € Z mit
a=b-q+r

mit 0 <1 <|b|.
Beispiel 2.1.6 Teilen wir a = 1000 durch b= 3 erhalten wir
1000 =3-333 + 1.

Zum Beweis von Lemma 2.1.5:
Beweis. Existenz: Ohne Einschrankung ist b > 0. Die Menge

{weZ|b-w>a}+2
hat ein kleinstes Element w. Setze dann
g=w-1 r:=a-qb.
Offenbar gilt dann a = ¢b + r, auferdem ¢gb+ b > a also
r<b
und da w minimal gewéhlt war auch bq < a also

r>0.
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Eindeutigkeit: Haben wir zwei solcher Darstellungen
b-qgr+ri=a=b-q+r9
und ist OE ry <7y, dann gilt

0S7’1—7’2<|b|,
——
b-(q2—q1)

also ¢ = ¢ und somit ry =r5. m
Der Beweis liefert einen expliziten (aber sehr ineffizienten) Algo-
rithmus fiir die Division mit Rest. Praktisch geht man wie folgt vor:

Bemerkung 2.1.7 Schulbuchdivision ohne Nachkommastellen bestimmit
schrittweise die Dezimalstellen von q (beginnend mit der hochsten De-
zimalstelle), gibt also einen Algorithmus zur Division mit Rest.

Beispiel 2.1.8 Fiir a = 2225 und b =7 schreiben wir

2225 =7-300+7-10+7-7+6=7-317+6
-2100
125
=70
95
-49
6

also q =317 und r = 6.

In JULIA konnen wir die Division mit Rest durchfihren mat:
using Nemo

(q,r)=divrem(2225,7)

(317,6)

q*7T+r

2225

Mit Hilfe der Division mit Rest konnen wir insbesondere Teilbar-
keit algorithmisch entscheiden.

Definition 2.1.9 Seien a,beZ. Man sagt b teilt a
bla
wenn es ein q € Z gibt mit a=b-q.

Wie reprasentiert man Zahlen im Computer? Man rechnet typi-
scherweise mit der Bindrentwicklung, d.h. der Darstellung der Zahl
durch eine Summe von Potenzen von der Basis B = 2. Allgemeiner hat
man fiir beliebige Basis B > 2:
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Definition und Satz 2.1.10 Flir jedes B € Z, B > 2 ist die Abbildung

épr: {0,..B-1y - {0,..,Br -1}
(@tyte) = il aB

bijektiv. Fir n € {0,...,B" =1} heifit ¢ .(n) die B-adische Ent-
wicklung mit r Stellen von n.

Beispiel 2.1.11 Im Dezimalsystem (B =10) gilt
$103((0,2,3)) =0-10*+2-10+3-10° = 23
und im Bindrsystem (B =2)
5.5((0,0,0,1,0,1,1,1)) =1-24+0-23+1-22+1.21 +1.2° =23

Fiir gegebenes (a,_1, ..., ap) ist es also leicht das Bild unter ¢p, zu
berechnen. Zum Beweis des Satzes verwenden wir einen Algorithmus,
der das umgekehrte Problem 16st und auf Division mit Rest basiert:
Beweis. Da

r—1 r—1 r—1
n= ZaiBiS Z(B—l)-Bi = Z(B“l—Bi) =B -1
i=0 i=0 i=0
ist die Abbildung wohldefiniert.
Sukzessive Division mit Rest nach B beginnend mit ng = n gibt
ni=B-nu+a

mit a; € {0,..., B—1}. Da n;y; < n; fiir alle 4, terminiert die Division
nach s < co Schritten mit ng = 0, und sukzessives Einsetzen liefert

s—1 )
n= Z a; B*.
i=0

Jede Zahl n hat also eine B-adische Entwicklung. Fiir die Surjektivitat
von ¢p, miissen noch zeigen, dass wir mit s < r Stellen auskommen:
Angenommen s > r. Nach Definition von s haben wir a,_; = n,_; # 0.
Somit ist n > a,_yB51 > B5"1 > B", ein Widerspruch zu n < B"-1. Da
sowohl Quelle und Ziel B" Elemente haben, ist ¢, biijektiv. m

Beispiel 2.1.12 Fiirn =23 st

23=10-2+3
2=0-10+2

also

$105(n) = (0,2,3)
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und
23=2-11+1
11=2-5+1
5=2.2+1
2=2-1+0
1=2-0+1
und somit

¢35(n) =(0,0,0,1,0,1,1,1).

Ausfiihrlich geschrieben haben wir

23 = 2-11+1
= 2-(2-5+1)+1
= 2:(2-(2:2+1)+1)+1
= 2:(2-(2-(2-1+0)+ 1)+ 1) +1
= 2-(2-(2-(2:(2:0+1)+0)+ 1)+ 1)+ 1
= 1-244+0-23+1-22+1-2041-20

Man beachte noch: Fiir r’ > r erhalten wir bis auf fiihrende Nullen
dieselbe Entwicklung von n. Heutige Hardware verwendet iiblicherwei-
se je nach Anwendungsfall B = 2 und r = 16, 32, 64. Addition und Mul-
tiplikation von B-adischen Darstellungen kann man in genau derselben
Weise, wie in der Schule fiir B = 10 gelernt, durchfiithren. Erhalten wir
durch Addition oder Multiplikation zweier Zahlen in Bild(¢2,) eine
Zahl, die sich nicht mehr mit r Bits darstellen l&sst (d.h. nicht im Bild
von ¢y, liegt), so spricht man von einem arithmetischen Uberlauf.

In Software kann man natiirlich beliebiges B und r emulieren. Fiir
arbitrary precision integers verwendet man typischerweise B = 264
und beliebiges r, also Listen mit r Eintrdgen aus 64-bit Zahlen (wo-
bei man die Lénge r und eventuell das Vorzeichen in einem weiteren
Eintrag speichert).

Bemerkung 2.1.13 Die einfachste Méglichkeit, um negative Zahlen
darzustellen ist ein zusdtzliches Vorzeichenbit. Dieses entscheidet, ob
a €Ny fir [(a,0)] oder [(0,a)] steht. Allerdings hat dann 0 = [(0,0)]
zwet Darstellungen als 0 und —0. Um dies zu vermeiden, verwendet
man n der Informatik typischerweise das sogenannte Zweterkom-
plement. Hier wird zu einer r-Bit-Zahl (a,_1, ..., ay) ein weiteres Bit
hinzugefiigt, dem man den Wert —2" zuordnet. Mit diesem Verfahren
hat jede Zahl in {-27,...,0,...,2" =1} eine eindeutige Darstellung, denn
jede Zahl 0 <n < 2" -1 hat eine eindeutige Bindrdarstellung mit r Bits
(siehe Satz 2.1.10), und jede Zahl =27 < n < -1 ldsst sich wiederum
eindeutig schreiben als
n=-2"+m

mat einer Zahl0<m <27 - 1.



2. SYMBOLISCHES RECHNEN MIT GANZEN ZAHLEN 17

Beispiel 2.1.14 In der Zweierkomplementdarstellung mit r =7 schreibt
sich die grofitmégliche positive Zahl 127 als

(0,1,1,1,1,1,1,1),
die O hat die Darstellung

(0,0,0,0,0,0,0,0),
-1 erhalten wir als

(1,1,1,1,1,1,1,1),

denn =28 + 27+ ...+ 21 + 1 = -1, und die kleinstmogliche negative Zahl
—-128 hat die Darstellung

(1,0,0,0,0,0,0,0).

Bemerkung 2.1.15 FExplizite Formeln zur Bestimmung der Zweier-
komplementdarstellung: Nichtnegative Zahlen 0 <n < 2" schreibt man

n=-v-2"+a,12"" + ...+ 2%y + a

mit dem Vorzeichenbit v =0 und (a,-1,...,a0) = ¢3,.(n).
Fiir negative Zahlen —2" <n <0 gilt

n=-v-2"+a,12" '+ ...+ 2% +ao

mit dem Vorzeichenbit v =1 und (a,_1,...,a0) = ¢3,.(-n - 1).
Dabei bezeichnet

|0 fallsa=1
““11 falls a =0

das Bit-Komplement.

Beweis. Fiir negatives n gilt

-n-1 2"-1
/'_J%/'—/\H

(ar,l,.“,aﬁ) +-(ar,1,“.,a0) = (1,.“,1)
—_—
2T+n
und
-2"+ (2" +n) =n.
[ ]

Bemerkung 2.1.16 Als Aquivalenzklasse wird 0 <n < 27 im Zweier-
komplement also reprisentiert als

n= [(nv O)]

und —2" <n <0 als
n=[(2"+n, 27)].

Man beachte, dass 2" +n < 2",
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2.2 FEuklidischer Algorithmus

In der Praxis fiihren iterierte Additionen und Multiplikationen mit
rationalen Zahlen zu zunehmend unnotig anwachsenden Zéhlern und
Nennern. Dieses Problem lédsst sich beheben, indem wir den grofiten
gemeinsamen Teiler aus dem Bruch kiirzen.

Definition 2.2.1 Sind aq,...,a, € Z, dann heifst d € N grofiter ge-
meinsamer Teiler von ay,...,a,., geschrieben d = ggT (aq,...,a,),
wenn gilt

1) d|a; Vj=1,..,r, d.-h. d ist ein Teiler von allen a;, und

2) ist d € 7 ein Teiler aller a;, d.h. d|a; ¥j = 1,...,r, dann gilt
d|d.

Gegeben % € Q schreibe
r=r'-ggl(r,s)  s=s"ggT(rs),

dann gilt
roor
s s
Der grofste gemeinsame Teiler kann mit dem Euklidischen Algorithmus
berechnet werden:

Algorithmus 2.1 Euklidischer Algorithmus
Seien ay,as € Z\{0}. Dann terminiert sukzessive Division mit Rest

a1 = q1a2 +as
aj =qjQj+1 + Qji2

Ap-1 = Qp-1an + 0

und
geT (a1,a2) = ay

Riickwartseinsetzen dieser Gleichungen
Qp = Gp-2 = qp-20p-1
ag =ai —qi1az
liefert eine Darstellung

ggT(al,ag):x-a1+y-a2

mit x,y € 2.
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Beweis. Es ist |a;,1| < |a;| fiir ¢ > 2 und somit muss nach endlich vielen
Schritten a; = 0 sein. Weiter ist a,, ein Teiler von a,_1, also auch von
Gp_2 = Qn_20pn_1 + a, und induktiv von a,_s,...,a;. Ist t ein Teiler von
a; und as, dann auch von as,...,a,. ®

Beispiel 2.2.2 Wir bestimmen den ggT von 66 und 18 mit Hilfe des
Fuklidischen Algorithmus, d.h. durch sukzessive Division mit Rest:

66=3-18+12
18=1-12+6
12=2-6+0

Somit ist ggT (66,18) = 6, denn von unten gelesen gilt
612 also 6|18 also 6 | 66
und von oben gelesen, ist t ein Teiler von 66 und 18, dann
t|12 alsot|6.

Weiter erhalten wir eine Darstellung von ggT (36,15) als Z-Linear-
kombination von 66 und 18

6=18-1-12=18-1-(66-3-18) =4-18+ (-1) - 66.

In JULIA kénnen wir den erweiterten Euklidischen Algorithmus durch-
fiihren mit:

using Nemo

(9,z,y)=gcdz(66,18)

(6,-1,4)

T*66+y*18

6

In der gleichen Weise wie in Z konnen wir im Polynomring K[z] in
einer Variablen z, den Euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des
gg'T" durchfithren. Dazu verwenden wir statt Division mit Rest die Po-
lynomdivision. Allgemein bezeichnet man Ringe, in denen man eine
Division mit Rest, und damit den Euklidischen Algorithmus durch-
fithren kann, als Euklidische Ringe. Wesentlich ist hier, dass der Rest
beziiglich einer geeigneten Kenngrofie echt kleiner wird. In Z ist diese
Kenngrofe der Absolutbetrag, in K[z] der Grad des Polynoms.

Definition 2.2.3 Ein Euklidischer Ring ist ein Paar (R,d) aus
einem Integrititsring R und einer Abbildung

d: R\ {0} — N,

sodass fir je zwei Elemente a,b € R\{0} Elemente g,r € R existieren
mit
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1) a=g-b+r wund
2) r=0 oder d(r)<d(b).

Wir bezeichnen dies als Division von a durch b mit Rest r. Die
Abbildung d heiffit Euklidische Norm.

Beispiel 2.2.4 1) Der Ring der ganzen Zahlen Z ist euklidisch mit
der Betragsabbildung
d(n) =n|

und der tiblichen Division mit Rest zur Bestimmung von g und r.

2) Sei K ein Korper. Der Polynomring R = K [x] in einer Varia-
blen ein euklidischer Ring mit der Gradabbildung

d(f) =deg(f)

und der tiblichen Polynomdivision zur Berechnung von g und r.

Konkrete Beispiele:

1

Teilen wir a = 2? + 32 + 5 durch b=2x -1 in Q[z] erhalten wir

w?+ir+l = (32)-(2z-1) + (z+3)
= (dz+3)-(2z-1) + L

T
g

also d(r)=0<1=d(b).
Teilen wir a=x" -1, n>1 durch b=x -1 erhalten wir

-1 = e (x-1) + (2m1-1)
- (x"‘1+x'”‘2)-(x—1). - ‘(x'”‘Q—l)

n-1 n—2 . _ .
(zrt+2m 2+ +z+1)-(z-1) + 0

r
g

In JULIA kénnen wir die Division mit Rest in Q[x] durchfihren
mat:

using Nemo

R, = PolynomialRing (QQ, "z");
(q,r)=divrem(z-2+1//2*z+1//2, 2*z-1)

(1//2*z+1//2, 1)

g*(2*z-1) +r

x"2+1//2%x+1//2

3) Z[z] und K[x,y] mit K ein Kdirper sind keine euklidischen Rin-
ge. Darauf werden wir noch in den Ubungen zurickkommen.
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4) Der Ring der Gaufschen Zahlen
R=Z[i]={a1+i-ay|aj,aseZ} cC

1st euklidisch mit

a+b-i — a?+b?

In Ubungsaufgabe 2.2 werden wir diskutieren, wie die Division
mit Rest durchzufiihren ist.

2.3 Primfaktorisierung

Definition 2.3.1 Ein Element p € N, p > 2 heifst Primzahl, wenn
ausp=a-b, a,beN folgt a=1 oder b=1.

Beispiel 2.3.2 2,3,5,7,11,13,17,19,23... Die Bestimmung aller Prim-
zahlen bis zu einer gegebenen Schranke werden wir im ndchsten Ab-
schnitt behandeln.

Satz 2.3.3 (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede ganze Zahl
n e Z\{0,1,-1} hat eine eindeutige Darstellung

n=x1-p*-...-pe

mit Primzahlen p1 < ... <p, und r; € N. Die p; heiffen Primfaktoren
von n.

Beweis. Existenz der Primfaktorzerlegung mit Induktion nach n:

n = 2 ist eine Primzahl. Ist n > 2 und keine Primzahl, dann ist n = a-
bmit a,b+ 1. Da a,b < n, haben a und b nach Induktionsvoraussetzung
Zerlegungen, und durch sortieren der Primfaktoren erhalten wir eine
Primfaktorzerlegung von n = a - b.

Eindeutigkeit mit Induktion nach n:

n = 2 ist klar. Sei n > 2 und

n=py-...-Ps=4q1-..."q¢

mit p; <...<psund ¢; <...<q. Ist s=1 oder t =1, dann ist n prim,
und die Behauptung ist klar. Seien also s,t > 2.
Ist p1 = ¢; dann hat

P2 Ds=Qaro . <N

nach Induktionsvoraussetzung eine eindeutige Primfaktorzerlegung und
die Behauptung folgt.
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Angenommen es wire p; < ¢;. Dann gilt

n>pr-Peo o Ds—G @) =(Q—-p1)- Q@ 22,

:2N1 ::NQ

also hat Ny = Ny nach Induktionsvoraussetzung eine eindeutige Prim-
faktorzerlegung. Wegen p; < ¢ < ... < q; ist p; # ¢;, und p; ist kein
Teiler von ¢ — p1, denn sonst wiirde p; auch ¢; teilen. Somit ist p; ein
Primfaktor von Ny, jedoch keiner von N,, ein Widerspruch. m

Insbesondere ist eine gekiirzte Darstellung einer rationalen Zahl £
eindeutig, wenn wir s > 0 fordern. Aus der Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung folgt weiter:

Corollar 2.3.4 (Euklids erster Satz) Ist p € Z prim und a,b € Z
mit p | ab, dann p|a oder p|b.

Corollar 2.3.5 (Euklids zweiter Satz) Es gibt unendlich viele Prim-
zahlen.

Beweis. Sei M = {p1,...,p,} eine endliche Menge von Primzahlen. Wir
zeigen, dass es eine Primzahl gibt, die nicht in M enthalten ist. Die
Zahl N =p;-...-p, + 1 ist durch keine der Primzahlen p; teilbar, denn
sonst ware auch 1 durch p; teilbar. Ein Primfaktor p von N ist also
eine Primzahl, die nicht in M liegt. =

Wir koénnen sogar den Anteil der Primzahlen unter allen gan-
zen Zahlen beschreiben. Dies ist wichtig, da z.B. in der Public-Key-
Kryptographie grofe Primzahlen bendtigt werden, diese also nicht zu
selten und schwer zu finden sein sollten.

Satz 2.3.6 (Primzahlsatz) Sei fiir x € R,

m(x) =[{p<x|peN prim}]

dann gilt
tim T

T—>00 n(2)

Ohne Beweis.

Beispiel 2.3.7 Das folgende Programm (in der Syntax von JULIA)
berechnet m(x):

using Nemo
function pi(z)
p=ZZ(2)
N=2Z(0)
while p<=x
if isprime(p)
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N=N+1
end
pp+i;

end
return N
end

p3(100000)
9592

Beispiel 2.3.8 Mit Hilfe von JULIA kénnen wir leicht dberpriifen,
dass die n-te Fermatzahl F,, = 22" +1 prim st fiir 0 < n < 4 und
zusammengesetzt fir 5 <n < 8. Zum Beispiel:

using Nemo

factor(ZZ(2)~(2°6)+1)

1 % 274177 * 67280421310721

Mit parallelem Rechnen kann man diese Tests noch etwas weiterfih-
ren. Dennoch ist es unbekannt, ob es mehr Fermat-Primzahlen gibt als
die 5 bekannten. Siehe Ubung 2.8.

2.4 Probedivision

Zunichst behandeln wir folgendes offensichtliche Primfaktorisierungs-
verfahren:

Algorithmus 2.2 Probedivision
Sei n € Z zusammengesetzt. Fiir den kleinsten Primteiler p von n gilt

pem=|val

Kennen wir alle Primzahlen p < m, dann testen wir p | n mit Division
mit Rest. Damit kénnen wir eine gegebene Zahl n faktorisieren (und
beliebig grofie Primzahlen finden).

Beweis. Ist n=p-c mit p prim und p<c¢, dann p><p-c=n. =

Beispiel 2.4.1 Zum Faktorisieren von 234 mittels Probedivision te-
sten wir zundchst, ob n durch eine Primzahl p < [\/ﬁj = 15 teilbar
ist. Wir finden

234=2-117.

Ist 117 nicht prim, so muss ein Primteiler p < [\/117J = 10 vorkom-
men, wir finden

117 =3-39.
Ist 39 nicht prim, so muss ein Primteiler p < [\/ 39J =6 vorkommen,

und wir finden
39=3-13.
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Schlieflich ist 13 prim, denn 13 ist durch keine Primzahl p < [\/EJ =3
teilbar.

Die Probedivision erlaubt uns auch, alle Primzahlen < n induktiv
aufzuzdhlen, denn kennen wir schon alle Primzahlen p < [\/ﬁJ <n, so
konnen wir durch Faktorisieren entscheiden, ob n prim ist.

Beispiel 2.4.2 Wir bestimmen alle Primzahlen < 11. Fiir den klein-
sten Primteiler von n gilt p < m, wir erhalten also:

3

= 2 prim

= 3 prim

= 4 nuicht prim
=5 prim

= 6 nicht prim
=T prim

= 8 nucht prim
=9 nicht prim
= 10 nicht prim
11 und 3411 =11 prim

[\]

—= = O 00 J O Ui W
_ O
OJCOOJ[\J[\D[\’)[\D[\D»—*»—‘S
N = O 00N O DN

0 == 1 = 1

W DN N Ot DO
W w
ot

A+ 2o

Praktisch geht man aber umgekehrt vor, und streicht Vielfache von
schon bekannten Primzahlen:

Algorithmus 2.3 Sieb des Eratosthenes

Wir erhalten eine Liste aller Primzahlen kleiner gleich N € N wie folgt:
Notiere alle Zahlen von 2 bis n. Beginnend mit p = 2, streiche alle a-p
fiir a > 1, und fahre mit dem ndchstgrofieren p in der Liste fort, das
noch nicht gestrichen worden ist. Beachten Sie, dass p prim ist, da es
kein Vielfaches einer kleineren Primzahl ist. Stoppe wenn p > \/n.

In Ubung 2.14 behandeln wir das analoge Verfahren fiir univariate
Polynome.

Beispiel 2.4.3 Wir bestimmen alle Primzahlen < 15 und geben in

jedem Durchlauf die Liste aller j mit L; = true an

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 3 3 7 9 11 13 15
2 3 S 7 11 13

Im ersten Schritt streichen wir alle Vielfachen von 2, im zweiten
Schritt alle Vielfachen von 3. Alle verbliebenen Zahlen sind prim, denn

5>/15.
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Fiir grofse Zahlen gibt es wesentlich effizientere Methoden als Pro-
bedivision, um einen Primteiler zu finden. Darauf werden wir spéter
zuriickkommen.

Primfaktorisierung ist ein sehr allgemeines Konzept. Neben den
ganzen Zahlen haben zum Beispiel auch Polynomringe eine Primfak-
torisierung. Ringe mit einer sinnvollen Primfaktorisierung bezeichnet
man als faktorielle Ringe. Wir werden auf diese Klasse von Ringen
spater zuriickkommen.

2.5 Der Chinesische Restsatz

2.5.1 Kongruenzen

Definition 2.5.1 Sein €N und a,beZ. Dann heifit a kongruent zu
b modulo n
a=bmodn

wenn n | (a-0b).

Kongruent sein ist eine Aquivalenzrelation (Ubung). Modulo zu n
rechnen bedeutet nichts anderes als mit Restklassen

a=a+nZ={a,a+n,a-n,a+2n,a-2n,..} cZ

in dem Faktorring Z/n zu rechnen, wobei fiir @, b € Z/n

a+b=a+b a-b=a-b
Die Multiplikation zum Beispiel ist wohldefiniert, denn
(a+ki-n)-(b+ky-n)=a-b+n-(ky-b+ke-a+ky-ky-n).

Multiplikation in Ringen der Form Z/n ist die Basis des RSA Public-
Key Kryptosystems.

Beispiel 2.5.2 Leonhard Euler bewies 1732 durch Rechnen mit Kon-
gruenzen, dass die Fermatzahl Fs = 232 + 1 nicht prim ist. Dazu zeigte
er, dass F5; =0mod641. Das sieht man wie folgt: Da

641 =640+1=5-27+1

qgilt
5-27 = ~1mod 641

also fir die 4-te Potenz
54.228 = 1 mod 641

Weiter folgt aus
641 =625+ 16 =5+ 24
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dass
5% = —24mod 641

Kombinieren wir beides, erhalten wir
232 = _1mod 641.

Das wichtigste Werkzeug zum Rechnen mit Kongruenzen ist der
Chinesische Restsatz.

Satz 2.5.3 (Chinesischer Restsatz in Z) Sindny,...,n, € Zsy paar-
weise tetlerfremd und aq, ..., a, € Z, dann ist die stimultane Kongru-
enz

z = aymodny

T = a, modn,
losbar. Die Losung ist eindeutig modulo n=mnq - ... - n,.

Beweis. Sei

n;, = —
n;

und finde mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus x;,y; € Z mit
1=ggT (ni, 1) = zim; + i
Dann ist

yZTAll = Omodnj Vj +1

y;n; = 1 modn;

Somit erfullt

T
T = Z AiYiT;
i=1

die Kongruenzen und ebenso x+k-n fiir alle k. Sind x und 2z’ Lésungen,
dann n; | (z —2') Vi, also

n|(z-1)

]
Diesen Satz kann man wesentlich allgemeiner formulieren. Fiir ein
Beispiel im Kontext von univariaten Polynomringen, sieche Ubung 2.23.

Beispiel 2.5.4 Wir ldsen die simultane Kongruenz

x = 2mod 30
z=bmod7
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Es ist ggT (30,7) = 1, also ist die Kongruenz losbar. Mit dem erwei-
terten Euklidischen Algorithmus finden wir x1 = yo und y; = xo mit

130+, 7=1
2.B. x1=-3, y; =13. Somit
r=2-(13-7)+5-(-3-30) = -268 = 152mod 210
d.h. die Lésungsmenge ist
152+210-Z ={152+k-210 | ke Z} .
In Termen von Kongruenzen heifit das

x = 2mod 30
z=5mod7

} < 2 =152mod 210
Aus dem Chinesischen Restsatz folgt sofort:
Corollar 2.5.5 Sind n,m € Zq teilerfremd, dann gilt
Zlnm = (Z]n) x (Z/m)

Daber wird die Klasse von a modulo nm auf das Tupel der Klassen von
a modulo n und a modulo m abgebildet.

Beispiel 2.5.6 Beispiel 2.5./ konnen wir wie folgt umschreiben: Nach
Corollar 2.5.5 gilt
7210 = (Z]30) x (Z]7)

und unter diesem Isomorphismus
52 - (2.5).

Satz 2.5.7 Seien ay,as € Z und ny,ng € Zsog. Dann sind die simulta-
nen Kongruenzen

T = apmodn,

T = ao mod ne
genau dann losbar, wenn
a; — as = 0mod ggT (ny,ny) .
Die Léosung ist eindeutig modulo dem kgV (ny,ns).

Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 2.21.
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2.5.2 Anwendung: Modulares Rechnen

Mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes lassen sich viele Algorithmen
mit ganzzahligem oder rationalem Input und Output beschleunigen.
Wir illustrieren im Folgenden das Grundprinzip anhand der Multipli-
kation von ganzen Zahlen.

Bemerkung 2.5.8 Der Rechenaufwand der Multiplikation in Z steigt
starker als linear mit der Bitlinge der Zahlen. Deshalb zerlegt man mit
dem Chinesischen Restsatz das Problem in kleinere: Zum Rechnen mit
Zahlen z € Z mit |z| < C wdhlt man ein n = ny - ... - n,. > 2C mit n;
paarweise teilerfremd und alle n; etwa gleich grof$ und rechnet in

Zlny x ...xZLIn,. 2 Zn

ersetzt also eine Operation der Bitlinge N durch r Operationen der
Bitlange %

Das Verfahren erlaubt auch die Parallelisierung des Problems, denn
die einzelnen Rechnungen in Z[n; sind voneinander vollig unabhdangig.

Paralleles Rechnen gewinnt an Bedeutung, da Leistungssteigerun-
gen bei Prozessoren zunehmend durch eine grofere Zahl von Kernen
erreicht werden.

In der Praxis werden fiir die Multiplikation andere Verfahren ver-
wendet, die jedoch auch auf dem Chinesischen Restsatz beruhen.

Beispiel 2.5.9 Zur Berechnung von 32 -45 betrachten wir

7 > 7J2310 = ZJ2 x ZJ3 x ZJ5 x ZJT x ZJ11

32 ~ 32 - (0 , 2 . 2 . 4 . 10)

B - B - (1, 0 . 0 . 3 . 1)
I

1440 » (O , 0 , 0 , 5 , 10)

Dabes ist 1440 = 1440 + 2310Z die Losungsmenge der simultanen Kon-
gruenzen

x =0mod 2
x =0mod3
x =0modb
x=5mod7
x=10mod 11

Somit erhalten wir
3245 = 1440,
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wobei das Ergebnis nur korrekt bis auf Addition von Vielfachen von
2310 ust. Man muss also n grof§ genug wahlen, um das korrekte ganz-
zahlige Ergebnis zu erhalten.

Die Kongruenz ldsst sich in SINGULAR [0sen mit:
chinrem(list(0,0,0,5,10), 1ist(2,3,5,7,11));
1440
In JULIA miissen wir iterativ den Chinesischen Restsatz fiir zwei Kon-
gruenzen anwenden:
using Nemo
crt(22(0),22(30),22(5),2Z(7))
180
crt (ZZ(180),2Z(210),22(10),2Z(11))

1440

2.6 Die Einheitengruppe von Z/n

2.6.1 Einheiten und Nullteiler

Wir erinnern kurz an das Konzept von Einheiten und Nullteilern. Be-
trachten wir etwa den Ring Z/6. Die Verkniipfungen sind gegeben
durch

+/0 1 2 3 45 012 3 45
0/0 1 2 3 45 0/0 000 O0OD
111 2 3 450 110 1 2 3 45
212 3 45 01 2|10 2 4 0 2 4
313 45 0 1 2 3/0 303 0 3
41450123 410 4 2 0 4 2
5/5 0 1 2 3 4 5/0 5 43 21

Wihrend die Additionstabelle keine sonderlich komplizierte Struktur
aufweist, ist die Multiplikationstabelle interessanter: Wir sehen, dass
5 beziiglich - ein Inverses besitzt, denn

5.5=1

Allgemein bezeichnet man ein Element a in einem kommutativen Ring
R mit 1 als Einheit, wenn ein b € R existiert mit

a-b=1.

Die Menge der Einheiten R* bildet beziiglich - eine Gruppe, die Ein-
heitengruppe, zum Beispiel hat (Z/6)” die Gruppentafel
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Dagegen ist 2 keine Einheit, es gilt sogar
2-3=0.
Damit haben wir offenbar auch
4-3=0.

Die Restklassen 2, 3 und 4 sind also Nullteiler von Z/6. Ein Element
kann nicht sowohl Einheit als auch Nullteiler sein, denn ist a eine
Einheit und a-b = 0, dann ist b = a~'ab = 0. In Ubung 2.17 werden
wir zeigen, dass in einem endlichen Ring R jedes Element entweder
Einheit oder Nullteiler ist. Im Allgemeinen gilt dies nicht: In Z gibt
es (auker 0) keine Nullteiler, und die Einheiten sind nur 1 und -1.
Wie in Bemerkung 2.1.4 diskutiert, kann man in einem Integritétsring
durch Einfiithren von Briichen jedes Element aufer 0 zu einer Einheit
machen und erhélt dann den Quotientenkorper Q(R). In einem Kérper
ist jedes Element # 0 eine Einheit ist, das heifst K> = K'\{0}.

2.6.2 Die Eulersche ¢-Funktion

Ein Elemen_t a
gibt mit a-b =

€ Z/n ist invertierbar genau dann, wenn es ein b € Z
1, das heifit, wenn es b, k € Z gibt mit

a-b+k-n=1

Solche b und k erhalten wir mit dem erweiterten Euklidischen Algo-
rithmus, falls

ggT (a,n) =1

Haben wir umgekehrt eine solche Darstellung der 1, dann miissen na-
tiirlich @ und n teilerfremd sein (denn jeder gemeinsame Teiler teilt
auch 1). Somit kénnen wir die Elemente der Einheitengruppe beschrei-
ben:

Satz 2.6.1 FirneN ist
(Z[n)" ={aeZn|ggT (a,n)=1}.

Die Elemente heifflen prime Restklassen. Die Gruppe (Z/n)" be-
zeichnen wir auch als die prime Restklassengruppe.

Als direkte Folgerung sieht man:

Corollar 2.6.2 Der Ring Z/n ist ein Korper genau dann, wenn n
eine Primzahl ist.
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Beispiel 2.6.3 Die Restklasse 8 € Z/15 hat ein Inverses, d.h. 8 €
(Z/15)", denn
geT (8,3-5) =1

Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus erhalten wir eine Dar-
stellung des grofiten gemeinsamen Teilers

1=(2)-8+(-1)-15

also ist
8 =2

Definition 2.6.4 Die FEulersche p-Funktion ¢ : N — 7Z ist defi-
niert durch

v (n) = |(Z/n)"

gibt also fiir n die Ordnung der Einheitengruppe (Z/n)" an.

={rezZ|1<r<n, ggT(r,n) =1}

Beispiel 2.6.5 Mit Satz 2.6.1 st

also

(Z/15)7| = 8.

Satz 2.6.6 (Satz von Fermat-Euler) Fir alle a,n € Z, n > 1 mit
geT (a,n) =1 gilt
a?™ = 1modn.

Beweis. Da die Ordnung jedes Elements g € G die Gruppenordnung
teilt, ist
g =e.

Angewendet auf @ € (Z/n)” erhalten wir
ar™ =T,
[
Fiir Primzahlen p ist offenbar
e(p)=p-1,

also
a'=1modp fallsp+a

und somit (denn fiir p|a ist a? =0 = amodp):
Corollar 2.6.7 (Kleiner Satz von Fermat) Istp eine Primzahl und

a€Z, dann gilt
a? = amod p.
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Zur Berechnung der Fulerschen ¢-Funktion verwendet man, dass
sie multiplikativ iiber teilerfremde Produkte ist:

Lemma 2.6.8 Sind mq,my € N teilerfremd, dann gilt
@ (mims) = ¢ (m1) ¢ (m2) .
Beweis. Mit dem Chinesischen Restsatz ist
Z[mims = Z[my x Z[ms.
Also ist a + mymyZ € (Z/mymsy)™ genau dann, wenn
(a+miZ,a+myZ) € (Z]my x Z[ms)",

dquivalent, wenn a +m;Z € (Z/m;)” Vi, da die Multiplikation kompo-
nentenweise definiert ist. Somit

(Z[mimy)™ = (Z/my1)" x (Z[my)”

]
Insbesondere erhalten wir:

Bemerkung 2.6.9 Ist n = p-q das Produkt von zwei verschiedenen
Primzahlen, so gilt

(n)=(p-1)(¢-1).

Beispiel 2.6.10 ¢ (15) = 2-4 =8, wie oben schon mittels Satz 2.6.1
berechnet.

2.7 RSA Public-Key Kryptographie

Beim RSA-Kryptosystem verwendet der Sender den 6ffentlichen Schliis-
sel des Empfingers zum Chiffrieren einer Nachricht und dieser sei-
nen privaten Schliissel zum Dechiffrieren, d.h. es ist ein sogenanntes
Public-Key Kryptosystem. Das Verfahren wurde von James Ellis, Clif-
ford Cocks und Malcolm Williamson im britischen Nachrichtendienst
entwickelt (und geheim gehalten) und ist nach Ronald Rivest, Adi
Shamir und Leonard Adleman benannt, die es spéter erneut entdeckt
haben. Es basiert auf einer Trapdoor (Geheimtiir) - Einwegfunktion

{Klartextnachrichten} — {verschliisselte Nachrichten}

die man leicht berechnen kann, das Urbild aber nur unter hohem Re-
chenaufwand, sofern man nicht die Geheimtiir-Information (d.h. den
privaten Schliissel) besitzt.

Im Fall von RSA beruht dies darauf, dass die Primfaktorzerlegung
(und damit die Geheimtiir) mit dem heutigen Wissen nur schwer zu
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berechnen ist. Allerdings ist nicht klar, ob nicht in Zukunft schnellere
Verfahren zur Verfiigung stehen. Auch muss man bei der Verwendung
von RSA abschétzen, wie lange die Verschliisselung unter dem erfah-
rungsgeméfen exponentiellen Anstieg der Rechenleistung von Com-
putern (Moores Gesetz) sicher ist.

Typischerweise wird aus Griinden der Geschwindigkeit RSA nur
zum Austausch eines Schliissels fiir ein konventionelles symmetrisches
Kryptosystem (z.B. 3DES, AES, Twofish, Serpent) verwendet (den
dann der Sender zum Verschliisseln und der Empfanger zum Ent-
schliisseln bentitzt).

Das RSA Kyptosystem beruht auf der Multiplikation in Z/n wobei
n = p-q und p,q prim. Allerdings konnen wir nicht alle Elemente
verwenden, um eine Gruppe beziiglich - zu erhalten:

2.7.1 Setup fiir RSA

Man wéhlt eine grofe Zahl N € N und codiert Nachrichteneinheiten
in eine Zahl 0 < m < N (zum Beispiel N = 26* und représentiert
Buchstaben durch Ziffern). In der Praxis verwendet man ein N mit
etwa 200 bis 600 Dezimalziffern.

Jeder Benutzer fithrt nun die folgenden Schritte aus:

1) Wahle 2 Primzahlen p, ¢ mit p-g > N.

2) Berechne
ni=p-q
und den Wert der Eulerfunktion
p(n)=(p-1)(¢-1)
Die Zahlen p und ¢ konnen nun geléscht werden.

3) Wahle eine Zahl e € N mit
ggT (e, p(n)) =1

4) Berechne das Inverse 0 < d < ¢ (n) von e modulo ¢ (n), also mit
ed = 1mody (n)

Nun kann ¢ (n) geloscht werden.

Der offentliche Schliissel ist das Tupel (n,e) und der private
Schliissel d.
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2.7.2 Nachrichteniibertragung

Betrachten wir nun zwei Personen Alice und Bob mit Schliisseln

privat  offentlich
Alice ClA (nA,eA)
Bob d B (n B,€B )

Will Bob an Alice eine Nachricht m senden (wir nehmen an, dass
ggT(m,n4) = 1), verwendet er den oOffentlichen Schliissel von Alice
und berechnet

c:=m“modny

und tibertragt ¢ an Alice.
Diese berechnet nun zum Entschliisseln

m = c® modny
Dann gilt modulo n 4, dass
M = ¢ = (mea) ™ = meada = ke - (m¢("A))k =mmodn,
mit dem Satz von Fermat-Fuler 2.6.6.
Beispiel 2.7.1 Alice wahlt
na=7-11=77

also
v(nsg)=6-10=60
und
€A = 13

Der éffentliche Schlissel von Alice ist dann
(na,ea)=(77,13)
Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus erhalten wir
1=ggT (e, 0 (na))=(-23)-13+(5)-60
und somit das Inverse da von ex modulo @ (na)
da =37

den privaten Schlissel von Alice.
Bob maochte die Nachricht m = 31 wverschliisselt an Alice senden,
berechnet also

mé modny =31 mod 77 = 3mod 77

und tbertragt
c=3

Zum Entschliisseln berechnet Alice
¢ modny =33 =31mod 77

Siehe auch Ubungsaufgabe 2.26.
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2.8 Primfaktorisierung mit dem Verfahren
von Pollard

Gelingt es uns die Faktorisierung n = p-q zu bestimmen, so erhalten wir
e(n)=(p-1)(¢-1). Damit konnen wir aus dem offentlichen Schliis-
sel e den privaten Schliissel d bestimmen und somit jede mit (n,e)
verschliisselte Nachricht mitlesen. Fiir grofte Zahlen n ist Probedivi-
sion nicht praktikabel. Es gibt wesentlich effizientere Methoden, um
einen Primteiler zu finden. Als Beispiel behandeln wir ein Verfahren
von John Pollard, das unter folgender Voraussetzung gut funktioniert
(die wir bei der RSA-Schliisselerzeugung also besser vermeiden soll-
ten):

Algorithmus 2.4 Pollard Faktorisierung

Angenommen ein Primfaktor p von n hat die Eigenschaft, dass p—1
nur kleine Primpotenzfaktoren < B besitzt. Dann ldsst sich ein Vielfa-
ches k von p-1=¢(p) bestimmen, ohne p zu kennen:

k= H q

q Primzahl
| mazimal mit ¢*<B

Sei nun 1 < a < n beliebig gewdhlt. Teste zundchst, ob ggT (a,n) =1
(wenn nicht, haben wir einen echten Teiler gefunden). Sind a und n
teilerfremd, erhalten wir einen Faktor von n als

ggT (ak - 1,n) >1

denn k ist nach Voraussetzung ein Vielfaches von ¢ (p), also k = k'-
©(p). Damit gibt der kleine Fermatsche Satz

ak = (a"”(p))k, = lmodp

also p | ggT (a* - 1,n). Falls wir aufgrund der Wahl von a und B
keinen echten Teiler finden, dndern wir unsere Wahl.

Wir bemerken, dass
gegT (ak - lmodn,n) =ggT (ak - 1,n) ,

wir konnen also a* — 1 modulo n reduzieren. Dies ist auch essentiell,
da k und damit a* — 1 sehr grof8 sein kann.

Beispiel 2.8.1 Sein =21733 und B =10, also
k=2%.32.5.7.
Sei weiter a = 2. Dann ist

geT (28 -1,n) =211
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Sowohl 211 also auch 577 = 103 sind prim, was man z.B. mit Probedi-
viston sieht. Damit haben wir n vollstindig faktorisiert. Man beachte,

dass die gefundenen Teiler im Allgemeinen nicht prim sein miissen.
Siehe dazu auch Ubungsaufgabe 2.37.

Bemerkung 2.8.2 Offenbar ist es fiir RSA und das Pollardverfahren
wichtig, schnell Potenzieren zu konnen. Dies leistet Algorithmus 2.5.
Wenn wir in R = Z[n rechnen, dann reduzieren wir im Algorithmus
nach jeder arithmetischen Operation modulo n, um grofie ganzzahlige
Zwischenergebnisse zu vermeiden.

Algorithmus 2.5 Potenzieren
Input: z in einem kommutativen Ring R mit 1 und n e N
Output: z»
if n =0 then
return 1
: Potenzieren y = zl5]
if n gerade then
return y?
else
return z-y?

g ey

Beispiel 2.8.3 Die Rechnung in Beispiel 2.8.1 konnen wir mittels
schnellem Potenzieren modulo n in JULIA durchfiihren mit

using Nemo

n=27Z(21733)

k=77 (2) ~3*ZZ(3) ~2*ZZ(5)*ZZ(7)

2520

b=powmod (ZZ(2),k,n)-ZZ (1)

16036

ged(b,n)

211

2.9 Primzahltests

Wie schon diskutiert, sind fiir die Probedivision Primzahltests ein we-
sentliches Hilfsmittel. Die Grundlage fiir den einfachsten Primzahltest
ist wieder der kleine Satz von Fermat:
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2.9.1 Fermat Primzahltest

Algorithmus 2.6 Fermat Primzahltest
Wir wollen testen, ob n € N eine Primzahl ist.

1) Zundchst wihlen wir ein a € Z, 1 < a < n und bestimmen
geT (a,n) mit dem Euklidischen Algorithmus. Falls ggT (a,n) #
1, war n nicht prim.

2) Ist ggT (a,n) =1 (und damit @€ (Z/n)" nach Satz 2.6.1), dann
testen wir, ob

a™ ' =1modn

Gilt dies nicht, dann kann n nach dem kleinen Satz von Fer-
mat 2.6.6 auch nicht prim gewesen sein. Man bezeichnet a dann
als Fermat-Zeugen fiir die Zerlegbarkeit vonn.  Anderenfalls
konnen wir keine Aussage machen und gehen zurick zu (1).

Falls n prim ist, bricht dieses Verfahren nicht ab, man kann also
nur durch mehrfaches Durchlaufen der Schleife (mit verschiedenen a)
die Wahrscheinlichkeit erhohen, dass wir n korrekterweise fiir prim
halten. Es gibt auch Zahlen, bei denen der Test in (2) fiir kein a
mit ggT (a,n) = 1 erkennt, dass sie nicht prim sind, die sogenannten
Carmichael-Zahlen. Diese erkennt aber Schritt (1) fiir geeignetes
a (was aber natiirlich sehr ineffizient ist). Man kann zeigen, dass es
unendlich viele Carmichael-Zahlen gibt und sogar quantifizieren wie
viele mindestens, der Beweis ist aber nicht einfach und wurde erst
1994 gefiihrt:

Satz 2.9.1 Sei C(z) die Anzahl der Carmichael-Zahlen < x. Dann
gibt es ein xo mit .
C(z)>z7

fiir alle x > x.
Siehe dazu auch Ubung 2.27.

Definition 2.9.2 Eine Zahl n heifit Fermatsche Pseudoprimzahl
zur Basis a, wenn n nicht prim ist, aber dennoch a™ ! =1modn gilt.

Beispiel 2.9.3 Die Rechnung
2% = 4mod 9
beweist, dass 9 nicht prim ist.

Dagegen gilt
2340 = 1 mod 341
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aber unglicklicherweise ist
341=11-31

nicht prim, also 341 eine Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis a = 2.
Testen wir nochmals zur Basis a = 3 erhalten wir

3340 = 56 mod 341

und haben damit gezeigt, dass 341 keine Primzahl ist.
Man beachte:
Dies konnten wir erkennen, ohne einen Teiler zu finden.

Wir bemerken noch: Erfiillt n den Fermatschen Primzahltest, kann
man mit der folgenden Aussage sicher feststellen, ob n wirklich prim
ist:

Proposition 2.9.4 Sei n € Zsy. Fiir ein a € Z gelte a® ' = 1modn
n—-1
und a » # 1modn fir jeden Primteiler p von n—1. Dann ist n prim.

Der leichte Beweis ist Ubung 2.28. Zur Anwendung von Proposition
2.9.4 muss man aber n—1 faktorisieren konnen, was praktisch oft nicht
moglich ist.

2.9.2 Miller-Rabin Primzahltest

Wie kann man also den Fermatschen Primzahltest so verbessern, dass
er mit beliebig hoher Wahrscheinlichkeit ein korrektes Ergebnis lie-
fert (ohne Riickgriff auf das zufillige Finden von Teilern im Test
ggT (a,n) = 1)? Der Miller-Rabin Primzahltest (auch Selfridge
Primzahltest nach dem eigentlichen Entdecker) leistet dies. Wir be-
merken zunéachst, dass sich mit der Einheitengruppe

(Z/n)" ={aeZ/n|1<a<n, ggT (a,n)=1}

von Z/n der kleine Fermatsche Satz (also die Grundlage des Fermat-
schen Primzahltests) auch formulieren lésst als

—n-1

n prim, a€ (Z/n) = @ '=1

(wobei wir den trivialen Fall n | a ausschlieffen). Diese Idee lésst sich
folgendermafen erweitern:

Proposition 2.9.5 Sein eine Primzahl und @€ (Z/n)”. Schreibe
n-1=2"u
mit u ungerade. Dann gilt entweder

a'=1
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oder es gibt ein s € {1,....t} mit
a2 =1

—9S.
a> =1

Gilt dies nicht, dann nennt man a einen Miller- Rabin-Zeugen fiir
die Zerlegbarkeit von n. Gilt dies, obwohl n nicht prim ist, dann heift
n strenge Pseudoprimzahl zur Basis a.

Beweis. Sei
. —_— w.
s=min{weNg|a> " =1}

Ist n prim, dann gilt mit Satz 2.6.6, dass

also 0 < s <t. Fir s =01ist a* =1, fiir s > 1 haben wir
(62571'114)2 — 62541 — 1

Somit ist @ eine Nullstelle von 22—1 = (z-1)-(z+1) in dem Kérper
Z[n, und damit 1 oder —1. (Dies gilt in jedem Korper, da dieser keine
Nullteiler hat. Speziell fiir Z/n sehen wir das auch elementar, da aus
n| (2?2 -1) und n prim folgt n | (x = 1) oder n | (x +1)). Nach Wahl

von s haben wir also
—9s-1,
a’ t=-1.

|

Aus Proposition 2.9.5 erhalten wir den Primzahltest beschrieben
in Algorithmus 2.7. Wir formulieren diesen Algorithmus nur fiir ei-
ne einzige Iteration, aber die Idee ist natiirlich, dass dieser mehrfach
mit verschiedenen a angewendet wird, um die Wahrscheinlichkeit zu
erhohen, dass eine Zahl korrekt als prim deklariert wird.

Algorithmus 2.7 Miller-Rabin
Input: n € Z.3 ungerade und 0 < a < n.
Output: Wenn false, dann ist n nicht prim, wenn true, dann ist n
wahrscheinlich prim (d.h. prim oder eine starke Pseudoprimzahl
zum Basis a).
Schreibe n —1 = 2t - 4 mit v ungerade.
if ggT(a,n) > 1 then return false
b=a*modn
if b= 1modn then return true
for s=1,....,t do
if b =-1modn then return true
b =b>modn
return false
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Beispiel 2.9.6 Wir betrachten die Folge
A= (@%@, .., @a> ™) e (Z/n)".
Fiir die Primzahl n =5 und a =2 erhalten wir
A=(2,-1,1),

also s =t =2 in in Proposition 2.9.5.
Fiirn=341=11-31 st

2340 = 1 mod 341,

der Fermatsche Primzahltest mit a = 2 erkennt also nicht, dass n nicht
prim ist. Dagegen ist a = 2 ein Miller-Rabin-Zeuge fiir die Zerlegbarkeit
von n, denn

340 =22-85

und

A=(32,1,1),

nach Proposition 2.9.5 kann 341 also nicht prim sein.
Im Gegensatz dazu ist n = 2047 eine strenge Pseudoprimzahl zur
Basis a =2, denn

2046 = 2-1023
und
21023 = 1 mod 2047
also
A=(1,1),
aber
2047 = 23 - 89.

Wiederholen wir den Test mit der Basis a = 3, erhalten wir dagegen
A = (1565,1013)
und erkennen mit Proposition 2.9.5, dass 2047 nicht prim ist.

Beispiel 2.9.7 Fir die zusammengesetzte Zahl n = 25 = 23 -3 + 1
berechnen wir mit dem JULIA-Code
using Nemo

n = ZZ(25)
a = ZZ(1)
while a<=24

a3 = poumod(a,3,n)

a6 = pouwmod(a,6,n)

al2 = poumod(a,12,n)

if ged(a,n)==1 & (a3==1 || a3==24 || a6==24 || a12==24)
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printin(a,"",a3,"",a6,"",al2)
end
global a=a+1;
end

eine Tabelle mit den positiven Miller-Rabin-Tests zur Basis a:

ala @ g2
1171 1 1
7118 24 1
817 24 1

24124 1 1

Keine Miller-Rabin-Zeugen fiir die Zerlegbarkeit von 25 sind also nur
1,7,18,24. Der Anteil der Zeugen unter allen Elementen von (Z]25)"
15t mit

4 4

1-—==

20 5

also ziemlich grofs.
Man kann allgemein zeigen:

Satz 2.9.8 Ist n € N nicht prim, n >9, dann hat n mindestens
3
ZSD(”)

Miller-Rabin-Zeugen fiir seine Zerlegbarkeit.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Miller-Rabin-Test true liefert,
obwohl n nicht prim ist, ist also < 1, denn ¢ (n) = |(Z/n)*| < n. Die
Fehlerwahrscheinlichkeit nach m positiven Miller-Rabin-Tests mit zu-

fallig gewahlten a ist also
1

< —.
4m
Fiir die in der Praxis iibliche Wahl m = 40 ist sie also < 10724 und
damit wesentlich kleiner als die Wahrscheinlichkeit eines Bitfehlers im
Computer.
Der Beweis von Satz 2.9.8 ist relativ aufwendig. Etwas schwicher,
aber einfacher zu zeigen ist:

Satz 2.9.9 Sei n € N nicht prim. Dann sind mindestens die Hdlfte
aller @ € (Z/n)™ Miller-Rabin-Zeugen fiir die Zerlegbarkeit von n.

Zunéchst betrachten wir den Fall, dass n keine Carmichael-Zahl ist
und zeigen, dass schon der Fermat-Primzahltest eine solche Zahl hin-
reichend effizient als nicht prim erkennt (beachte, dass jeder Fermat-
Zeuge auch ein Miller-Rabin-Zeuge ist):
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Lemma 2.9.10 Sei n € N nicht prim und keine Carmichael-Zahl,
dann sind mindestens die Hdlfte aller @ € (Z/n)* Fermat-Zeugen fiir
die Zerlegbarkeit von n.

Beweis. Die Menge

A={ae(Z/n)|n ist Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis @}
={ae(Z/n)" |a" " = 1modn}

ist offenbar eine Untergruppe von (Z/n)*. Fiir n keine Carmichael-
Zahl ist A eine echte Untergruppe und hat somit Index

p(n)

[ ]

Insbesondere sehen wir, dass der Fermat.Primzahltest nicht schlecht
ist, solange wir Carmichael-Zahlen abfangen (z.B. durch eine Tabelle
dieser Zahlen bis zu einer vorgegebenen Schranke).

Wir betrachten nun den Fall, dass n eine Carmichael-Zahl ist. In
Ubung 2.31 beweisen wir:

Satz 2.9.11 Sein € N zusammengesetzt. Dann ist n eine Carmichael-
Zahl genau dann, wenn fir alle Primteiler p von n gilt, dass

P in

und

(p-1)[(n-1).
Beispiel 2.9.12 Die kleinste Carmichael-Zahl ist
561 =3-11-17.

Corollar 2.9.13 FEine Carmichael-Zahl ist das Produkt von wenig-
stens 3 verschiedenen Primzahlen.

Beweis. Ist n = p- ¢ eine Carmichael-Zahl mit p # ¢ prim. Dann gilt
(p—-1)|(n=1)und (¢-1) | (n—-1). Weiter ist

n-1=p(g-1)+(p-1)

und somit (p-1) | (¢—1) oder p = 2. Ebenso sehen wir (¢-1) | (p-1)
oder ¢ = 2. Dies schliesst p = 2 oder ¢ = 2 aus, und somit folgt p—1 =
q -1, ein Widerspruch. m

Corollar 2.9.14 Jede Carmichael-Zahl ist ungerade.



2. SYMBOLISCHES RECHNEN MIT GANZEN ZAHLEN 43

Beweis. Ist n = 2-p- g eine Carmichael-Zahl, dann teilt die gerade
Zahl p —1 die ungerade Zahl n—-1. =

Im Beweis von Satz 2.9.9 fiir n eine Carmichael-Zahl verwenden wir
auferdem noch die folgende allgemeine Aussage iiber endliche Korper:

Satz 2.9.15 Die Einheitengruppe Fy eines endlichen Korpers mit q
Elementen ist zyklisch, insbesondere also (Z[p)* fir p prim.

Den Beweis dieses Satzes werden wir spéter im Zuge der Klas-
sifikation von endlich erzeugten abelschen Gruppen fithren (Corollar
5.2.14).

Wir beweisen nun Satz 2.9.9:

Beweis. Nach Lemma 2.9.10 kénnen wir annehmen, dass n eine Carmichael-
Zahl ist. Nach Corollar 2.9.13 und Satz 2.9.11 ist

n=pi-... Pk

mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen p; und & > 3.
Schreibe
n-1=2"uy

mit ¢,u € Ny und u ungerade.
S={0<w<t|a®"™=1firalle ae (Z/n)"}.

Fiir die Carmichael-Zahl n ist also ¢ € S. Nach Definition von S ist
klar: Falls w e S mit 0 <w < t, dann auch w+1¢€S.

Sei p = p; und ¢ ein Erzeuger der nach Satz 2.9.15 zyklischen
Gruppe (Z/p)*. Dann ist ord(g) = p— 1 und somit gerade. Wegen u
ungerade kann p -1 kein Teiler von u sein, also ist g% # 1 mod p. Dann
ist auch g* # Imodn. Also ist 0 ¢ S. Somit gibt es ein 0 < w < ¢ mit
weSund w+1eS.

Die Menge

G={ae(Z/n)"|a* " =x+1}

ist offenbar eine Untergruppe von (Z/n)”. Alle Basen @, fiir die n eine
starke Pseudoprimzahl ist, liegen sicher in G: Ist @ ¢ GG, dann

a4+l

_ow+1,
a® =1,

Es bleibt zu zeigen, dass G eine echte Untergruppe ist: Wegen w ¢ S
existiert ein @ € (Z/n)” mit

a®"* # 1modn,
es muss also auch fiir ein p; gelten

a®"* # 1 mod p;.
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Der Chinesische Restsatz liefert eine Losung b der simultanen Kon-
gruenzen

b = amod p;
b=1modp; fiir j #1

Dann ist

b # 1mod p;
b*""“ =1#-1modp; fiir j #
also
b*"* # +1modn

und somit b¢ G. m
Bemerkung 2.9.16 Man kann zeigen, dass fiir
n <218
(genauer n < 341 550 071 728 321) ein fir alle
a=2,3,5"711,13,17

positiver Miller-Rabin-Test beweist, dass n prim ist.

2.10 Primfaktorisierung mit dem quadra-
tischen Sieb

2.10.1 Grundidee

Wir haben schon mit der Pollard-Faktorisierung (Algorithmus 2.4) ein
sehr schnelles Verfahren zur Faktorisierung einer Zahl n € N kennen-
gelernt. Dieses funktioniert jedoch nur gut, wenn n einen Primfaktor
besitzt, sodass p — 1 nur kleine Primpotenzfaktoren hat. Eines der
schnellsten Faktorisierungsverfahren, dessen Laufzeit nicht von spezi-
ellen Eigenschaften von n, sondern nur von der Grosse von n abhéngt,
ist das quadratische Sieb. Dieses wurde um 1980 von Carl Pomerance
entwickelt. Die Grundidee ist folgende: Wir suchen Zahlen z,y € Z
sodass
2? = y*modn

aber
x # tymodn

Dann ist n Teiler von 22 - 4% = (z - y) (x +vy), aber n + (x —y) und
n 4 (z +y). Somit ist ggT (z —y,n) ein echter Teiler von n.



2. SYMBOLISCHES RECHNEN MIT GANZEN ZAHLEN 45

Beispiel 2.10.1 Fir n = 7429 ist 2 = y?>modn fir x = 227 und
y =210 erfillt und

geT (x—y,n)=ggT (17,7429) = 17.

Lemma 2.10.2 Ist p ungerade prim, r € N und z € Z ein Quadrat,
dann existieren in Z[p" genau zwei verschiedene Quadratwurzeln von
zZ.

Der Beweis ist Ubung 2.32.

Bemerkung 2.10.3 Ist n ungerade mit k > 2 wverschiedenen Prim-
teilern, dann gibt es zu jedem x mit ggT(x,n) = 1 (andernfalls ha-
ben wir schon einen Teiler von n gefunden) genau 2F verschiedene y
mit 2 = y>modn. Fir genau zwei von diesen gilt x = ymodn oder
x = —ymodn. Die Wahrscheinlichkeit einen nichttrivialen Teiler von
n zu finden ist also gleich

2 1 1
1 - % = 1 - F Z 5
Beweis. Wir zerlegen fiir n = pi*-...-p;* vermdge dem Isomorphismus

ZIn = Z[pi* x ... x Z[p*

fiir festes z = y? die Kongruenz 22 = zmodn mit dem Chinesischen
Restsatz in ein System von Kongruenzen x? = zmod p; und wenden
Lemma 2.10.2 an. m

Wie findet man z und y? Ein Ansatz ist, x zu suchen, sodass

?-n
ein moglichst kleines Quadrat y? ist. Dazu muss x nahe an der Qua-
dratwurzel von n liegen. Wir definieren deshalb m = [\/ﬁJ und die
Funktion
f(s)= (s +m)* —n,

die fiir kleine Werte von s kleine Werte f(s) liefert. Diese sind im
Allgemeinen jedoch kein Quadrat. Ist f(s) =0, dann ist n = (s +m)?
ein Quadrat und wir haben eine Faktorisierung gefunden. Anderenfalls
ist die Idee ist nun, mehrere f(s) so als Produkt zu kombinieren, dass
ein Quadrat entsteht.

Beispiel 2.10.4 Firn = 7429 ist m = 86. Fir kleine |s| berechnen wir
einige Funktionswerte

f(-3)=832-n=-540=-22.3%.5

f(1)=87-n=140=2%.5.7
f(2)=882-n=315=3%.5.7
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Dies zeigt, dass
872 =2%.5-7modn
882 =32-5-7modn

Somit gilt
87%.88%=22.3%2.5%. 7> modn

also x? = y> modn fir
x=87-88=227modn
y=2-3-5-7=210modn

Weiter gilt fir
r—y=17modn

dass
geT (x-y,n)=ggT (17,7429) = 17.

2.10.2 Kombination von Kongruenzen

Der Ansatz ist also fiir kleine s;

f(si)=(s; + m)2 -n= l_[jp‘;i,j

46

zu berechnen, und ein Produkt der rechten Seiten der Kongruenzen

(s;+m)’= [1,p;" modn

zu wahlen, das ein Quadrat ist. Ein Produkt der linken Seiten ist
sowieso immer ein Quadrat. Das heifft wir suchen A; € {0, 1}, sodass

i A4 j
ijj !
ein Quadrat ist, d.h. \; € Fy = Z/2 mit

Y Nia;; = 0mod 2

(2.1)

Zur Losung des Problems miissen wir also viele f(s) moglichst effizi-
ent faktorisieren und ein grofes homogenes Gleichungssystem tiber Fy

16sen.
Beispiel 2.10.5 In Beispiel 2.10.} suchen wir \; sodass

(-1-22.32.5)™ (22.5.7) (32.5.7)"
— (_1))\1 . 22)\1+2)\2 . 32)\1+2/\3 . 5)\1+)\2+>\3 . 7)\2+)\3
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ein Quadrat ist, also \; mit

A1 = 0mod 2
2/\1 + 2/\2 = 0mod?2
2A1 +2X3 = 0mod 2
)\1 + )\2 + )\3 = (0mod?2
)\2 + /\3 = 0mod?2
Dies ist ein lineares Gleichungssystem in Fy = Z[2. Anwenden des
Gauf-Algorithmus gibt linear unabhdingige Gleichungen
A1 = 0mod 2
/\2 + /\3 = 0mod 2

und damit die Losungsmenge

0 0 0
A3 || Az ey = 01,11
A3 0 1

War erhalten also A\ =0 und Ay = A3 =1, d.h.
x =83".87!.88!.

2.10.3 Auswahl der Kongruenzen

Zur Durchfiihrung des Algorithmus miissen wir geeignete s; und kleine
Primzahlen p; wéhlen, sodass in den f(s;) nur Primfaktoren p; vor-
kommen und das resultierende lineare Gleichungssystem eine nichttri-
viale Losung hat. Die p; spezifizieren wir tiber eine Konstante 8 durch
die Faktorbasis

Pg ={p prim [ p < B} u{-1},

wobei wir, um die Notation zu vereinfachen, auch die Einheit -1 da-
zunehmen.

Definition 2.10.6 Eine Zahl m heifst 3-glatt, wenn es a, € Ny gibt

mat
a

m = I—[pEPﬁp v

Diese Eigenschaft lédsst sich durch Faktorisieren priifen, dies ist je-

doch teuer (wie wir schon empirisch festgestellt haben, und im nach-

folgenden Abschnitt quantifizieren werden). Besser finden wir durch

Sieben nach den p € Ps (d.h. Probedivision nach p) in einem durch
eine Konstante C' gegebenen Siebintervall

S={-C,-C+1,..,0,1,..,C-1,C} c Z

alle s € S, sodass f(s) [-glatt ist. Tatséchlich konnen wir diesen An-
satz mit der folgenden Bemerkung noch verbessern:
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Bemerkung 2.10.7 Sei p prim, und
Ve, (f) ={sel, | f(5) =0}

die Menge der Nullstellen von f(z) = (z+m)® -n inF, = Z/p. Da f
Grad 2 hat ist |V, (f)] < 2.
Es qilt dann

{s€Z] f(s)=0modp}= |J s

seVh, (f)

wobei wir s = s+ pZ als Teilmenge von 7 auffassen.

Beweis. Es wird f(s) von p geteilt genau dann, wenn f(s+k-p)
durch p geteilt wird, denn

fs+k-p)=f(s)=(s+k-p+m)*=(s+m)’
=2.s-k-p+k*-p*+2-k-p-m.

Beispiel 2.10.8 In Beispiel 2.10.4 wdhle =T also Pg = {-1,2,3,5,7}
und wahle S ={-3,...,3}. Dann liefert Sieben:

S -3 -2 -1 0 1 2 3
f(s)=(s+m)*—n|-540 -373 -204 -33 140 315 492
Sieb nach 2 -135 - =51 - 35 - 123
Sieb nach 3 -5 - -17 -11 - 35 41
Sieb nach 5 -1 - - - 7 7 -
Sieb nach 7 - - - - 1 1 -

Somit sind f(-3), f(1), f(2) die B-glatten Zahlen in S.
Mit Bemerkung 2.10.7 kénnen wir schon a priori feststellen fiir
welche f(s) durch welche Elemente p der Faktorbasis teilbar sind:

p| fmodp |seF,:f(s)=0|seS: f(s)=0modp
2 22+ 1 1 -3,-1,1,3

3| a2+z 0.2 ~3,-1,0,2,3

5| 22422 +2 13 3,1,2

722 +4x+2 1.2 1,2

Wir teilen also fir s € S die f(s) (eventuell mehrfach) durch die in
der Tabelle korrespondierenden p. Nur die f(s), fir die wir so 1 oder
-1 erhalten (und damit eine Faktorisierung in der Faktorbasis), ver-
wenden wir zum Aufstellen des linearen Gleichungssystem. Dadurch
sparen wir uns Berechnungen von f(s) (z.B. wissen wir schon a prio-
i, dass f(=2) sich nicht in der Faktorbasis schreiben ldsst) und viele
Divisionen mit Rest (etwa ist es sinnlos zu versuchen, f(0) durch 2,5
oder 7 zu teilen). Den Aufwand von Arithmetik und Division mit Rest
werden wir im nachfolgenden Abschnitt diskutieren).
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Bemerkung 2.10.9 Ist die Anzahl der B-glatten f(s), s € S grofler
als 1(B)+1, dann ist das homogene lineare Gleichungssystem 2.1 nicht-
trivial l6sbar.

In Beispiel 2.10.5 hatten wir Gliick. Obwohl das Gleichungssystem
aus 5 Gleichung in 3 Variablen besteht, war der Rang nur 2.

Fiir die praktische Wahl von $ und C' und die Laufzeitanalyse muss
man untersuchen, wieviele S-glatte Zahlen es in einem Siebintervall

S={-C,-C+1,..,0,1,...,C} gibt.

2.11 Arithmetik und Laufzeitvergleich

Fiir eine Laufzeitanalyse des quadratischen Siebs angewendet auf eine
Zahl n miissen wir uns iberlegen, wie man den Aufwand des Algo-
rithmus in Abhéngigkeit von n misst. Wir untersuchen zunéchst den
wesentlich einfacheren umgekehrten Prozess, die Multiplikation. Dazu
rufen wir uns nochmals kurz in Gedéachtnis, wie Zahlen im Computer
repréasentiert werden: Wie in Definition und Satz 2.1.10 diskutiert, ver-
wendet man zur Darstellung von Zahlen die B-adischen Entwicklung

épr: {0,..B-1y — {0,..B -1}

(a7'—17 ‘“JCLO) — Z::_Ol CLiBi

mit B > 2.

2.11.1 Addition und Multiplikation

Die Addition und Multiplikation von Zahlen in der B-adischen Ent-
wicklung lassen sich dann wie in der Schule fiir B = 10 gelernt durch-
fithren, siehe Algorithmus 2.8 und 2.9.

Algorithmus 2.8 Addition
Input: Zahlen n,m € Z.y in B-adischer Entwicklung ¢‘B{T(n) =
(ar-1,--,a0) und ¢3! (m) = (by_1, ..., bo)
Output: ¢, (n+m)
cu=0 7
for:=0,...,r—1do
schreibe (a; +b; +u) =t u- B +¢; mit u € {0,1} und 0 < ¢; < B.
Cr=u
return (c,,...,co)
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Algorithmus 2.9 Multiplikation
Input: Zahlen n,m € Zsy in B-adischer Entwicklung gzﬁélﬂ,(n) =
(ar-1,--,a0) und @5 (m) = (b1, ..., bo)
Output: ¢35, (n-m)
1: cg=... = Cpys-1 =0
2: for1=0,...,mr—1do
3: u=0
for j=0,...,s-1do
schreibe (ciy; +a;-bj +u) =t u- B+ ¢;; mit 0 < u < B und
0<cj<B.
6: Cits = U
7. return (Cpys.1,-.,Co)

Der Multiplikationsalgorithmus ist korrekt:
Beweis. Wir haben a;-b;+c;yj+u < (B-1)?+(B-1)+(B-1) = B>-1,
also stets u < [%J <B. m

Beispiel 2.11.1 Fiir B =10 ist

23+98=(2-10"+3-10") + (9-10' + 8- 10)
=(2-10'+9-10" +1-10") +1-10°
=1-10*+2-10" +1-10°
=121

und

23-98=(2-10"+3-10%)-(9-10" +8-10")
=2-10"-(9-10" +8-10°) + 310"+ (9- 10" + 8- 10°)
=(1-10°+9-10%+6-10") + (2- 10+ 9- 10" + 4-10")
=2.103+2-102+5-10' +4-10°
= 2254
wobet wir im Algorithmus die Terme zu hoheren Stellen des ersten

Faktors tatsdachlich schon bei ihrer Berechnung direkt auf das Ergebnis
aus den niedrigeren Stellen addieren:

103 10 10 10°
3100+ 8-10° 2 4
3-10° - 9-10! 2 9 4
2-100 - 8-10° 4 5 4
2-100 - 9-10' | 2 2 5 4

Bei der Addition von zwei Zahlen mit r Stellen ergibt sich eine Zahl
mit r Stellen oder 7 + 1 Stellen (durch den Ubertrag auf die niichste
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Stelle), bei der Multiplikation von zwei Zahlen mit r und s Stellen eine
Zahl mit r + s Stellen.

Zum Rechnen mit beliebig grofsen Zahlen verwendet man die B-
adische Darstellung mit B eine Zweiterpotenz, typischerweise B = 264
und beliebiges r, also Listen mit r Eintrdgen aus 64-bit Zahlen. Als
B-Operationen bezeichnen wir Addition, Multiplikation und Divi-
sion mit Rest von Zahlen in {0, ..., B — 1}. Diese Operationen haben
dabei konstante Laufzeit, da sie direkt, unabhéngig von Wert, in einer
bestimmten festen Zahl von Taktzyklen vom Prozessor abgehandelt
werden. Als Laufzeit eines Algorithmus bezeichnen wir dann die An-
zahl der B-Operationen. Diese wird meist als Funktion in der Bitgrofse
des Inputs angegeben, d.h. in Termen der minimalen Zahl r, sodass
der Input im Bild von ¢p, liegt.

Um fiir eine Funktion ¢ : R,y - R das Wachstum von g¢(z) fiir
x — oo zu beschreiben, fithren wir folgende Notation ein:

Definition 2.11.2 Fir f : R,y > R se:
O(f)={9:Rso = R|3Fc,zg e R mit |g(x)|<c-|f(z)] Yo >0}

Statt g € O(f) schreibt man in der sogenannten Landau-Notation

auch g = O(f).

Beispiel 2.11.3 224+ 523 -2 € O(a*) denn [22* + 523 - 2| < 9-|z4| fir
x > 1. Wir haben folgende Inklusionen

beschrinkt O(1)
N
logarithmisch O(log(n))
N
polylogarithmisch ~ O(log(n)¢) mit c>1
N
linear O(n)
N
polynomial O(n°) mit ¢ > 1
N
exponentiell O(c™) mit ¢ > 1

Bemerkung 2.11.4 Die Laufzeit des Additionsalgorithmus 2.8 fiir
Zahlen der Bitlinge r ist in O(r).

Beweis. Fiir jede Stelle haben wir 2 Additionen (Addition der Stellen
und des Ubertrags) und eine Division mit Rest, also insgesamt 3r
Operationen. m

Bemerkung 2.11.5 Die Laufzeit des Multiplikationsalgorithmus 2.9
fir Zahlen der Bitlinge r bzw. s ist in O(r-s).
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Beweis. Fiir jede der r Stellen der ersten Zahl und jede der s Stel-
len der zweiten Zahl haben wir 1 Multiplikation (der Stellen a; - b;), 2
Additionen (auf den bisherigen Wert der Stelle ¢;,; und Addition des
Ubertrags u) und 1 Division mit Rest (um den Ubertrag u und den
neuen Wert der Stelle ¢;,; zu bestimmen). Insgesamt also 4rs Opera-
tionen. m

Man beachte: Die Bestimmung des aktuellen Stellenindex ¢ + j in
Zeile 5 von Algorithmus 2.9 kostet praktisch keine Zeit, da hierfiir in
jedem Schritt ein Register (d.h. Zéhler) im Prozessor von i,. .. i+s—-1
hochgezahlt wird.

Asymptotisch kann die Multiplikation deutlich schneller durchge-
fithrt werden:

Algorithmus 2.10 Karatsuba-Multiplikation
Wir teilen eine Zahl der Bitgrofie 2r

2r-1
T = Z a;B'=a+b-B"
i=0
in zwei Zahlen a,b < B™ der halben Bitgréfie r, ebenso
y=c+d-B"
Dann gilt

v-y=b-d-B* +(a-d+b-c)-B" +a-c
=b-d-B*+(a-c+b-d+(b-a)-(c-d))-B" +a-c

Die erste Gleichung ersetzt 1 Multiplikation von Zahlen der Bitlinge
2r durch 4 Multiplikationen

b-d, a-d, b-c, a-c

und 1 Addition der Bitgrofie r. Dadurch wdre nichts gewonnen. Die
zweite Gleichung zeigt aber, dass wir mit 3 Multiplikationen

b-d, a-c, (b-a)-(c—d)

und 4 Additionen der Bitgrofie r auskommen. Dieses Verfahren wendet
man nun rekursiv auf die 3 Multiplikationen an.

Proposition 2.11.6 Die Laufzeit des Karatsuba-Algorithmus 2.10 ist
in O(r1823)) = O(r158-).

Beweis. Fiir die Laufzeit f(r) gilt die Rekursionsgleichung

f(r):3-f(g)+c-r
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mit einer Konstanten ¢ > 0 (wobei der erste Term den 3 Multiplikatio-
nen halber Bitgrofe entspricht und der zweite Term den Additionen).
Wir nehmen an, dass r = 2™ eine Zweierpotentz ist. Mit m = log,(r)
ist also induktiv

FM) =3 f@ ) e 2m =32 f(272) 43¢ 27 v 27 =
=3m'f(1)Jrc-Q""L-WILZ_0 (;)
=3"- f(1)+2¢- (3™ -2M)
<3™-(f(1) +20¢)
=782 . (f(1) +2¢)

c O(r1°g2(3))

wobei wir die geometrische Summenformel

2

3 m
1-3 2

m—1 7 1 _(3 m m _ om
;(3): (2) .32

und

m _ In(3) - In(r) _ logy(3
3 —exp(W)—r (3)

verwenden. m

Wir sparen also einen Grofteil der B-Multiplikationen. Bei kleinem
r fallen allerdings die zusétzlichen Additionen ins Gewicht. Deshalb
verwendet man den Karatsuba-Algoirthmus nur fiir grofte r (praktisch
ab etwa 600 Dezimalstellen der zu multiplizierenden Zahlen).

2.11.2 Division mit Rest

Im diesem Abschnitt wollen wir die Schulbuchdivision formalisieren
und die Laufzeit analysieren. Sei B € Z, B > 2 und seien zwei Zahlen

u—-1 v-1
r=Y aB  y=) bB
i=0

1=0

in B-adischer Entwicklung zur Basis B mit a,_; # 0, b,_1 # 0 gegeben.
Das wesentliche Problem ist die effiziente Bestimmung von ¢ in der
Divisionsgleichung

rT=q-y+r

Bei der Division von Hand in der Schule 16st man dieses Problem wenig
formal, fiir eine Laufzeitanalyse miissen wir genauer vorgehen.

Beispiel 2.11.7 Wollen wir im Dezimalsystem per Schulbuchdivision
x =1000 durch y = 3 teilen, dann multiplizieren wir y in Gedanken mit
der mazimalen 10-er Potenz 10t, sodass noch y - 10t < x. Wir teilen
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also 1000 durch 300. Durch diesen Trick erreichen wir, dass in der
Divistonsgleichung
r=q -y 10"+ 14

also
1000 = 3-300 + 100
die Zahl
= [LJ <10
a1 100

also einstellig ist. Damit haben wir die erste Stelle ¢ = 3 der Zahl
q = 333 in der Divisionsgleichung

1000 =333-3+1
gefunden.
Diesen Prozess kénnen wir iterieren, denn ist ¢; maximal mit
y- 10" <2y <y - 10°

dann muss
t1 <t

sein. Fiir einen einzelnen Divisionsschritt konnen wir also annehmen,
dass .

—-<B

)
gilt. Im Folgenden werden wir zeigen, dass sich unter dieser Voraus-
setzung leicht eine gute Approximation fiir ¢ mit x = ¢ -y + r finden
lasst:

Lemma 2.11.8 Mit Notation und Voraussetzungen wie oben, gilt fiir

die Zahl B
¢ = min {B -1, l%b—%J} e Ny
v—1

dass
q<q.

Wir verwenden dabei die Konvention a; = 0 fiir ¢ > u. Wegen £ < B
kann die Zahl x maximal eine Stelle mehr als y haben, also ist u < v+1.
Man beachte:

Bemerkung 2.11.9 Die Zahl q ldsst sich durch B-Operationen (Mul-
tiplikation, Addition und Division mit Rest) und damit in konstanter
Zeit bestimmen.

Wir kénnen auch noch eine untere Schranke fiir ¢ finden:
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Lemma 2.11.10 Fir
5]
by_1> | —

1st §—2 < q, zusammen mit Lemma 2.11.8 also

q-2<q<q.

Entscheidend ist hier, dass der Fehler von § im Vergleich zu q
nicht von B abhéngt, das Verfahren ist also auch fiir sehr grofe B
z.B. B = 264 effizient. Lemma 2.11.8 und Lemma 2.11.10 zeigt man
durch direktes Nachrechnen, siehe dazu Ubung 2.33.

Beispiel 2.11.11 Im Dezimalsystem teilen wir x = 3000 durch y =

666 und erhalten

_._30 _ 5
q= 6
die moglichen Werte fir q sind also 3,4,5 und durch Ausprobieren
finden wir

qg=4
mit
3000 =4 - 666 + 336.

Fiir den Fall b,_; < [%J berechnen wir § aus einem um eine geeig-
nete ganze Zahl k erweiterten Bruch. Man beachte, dass sich

R

durch Erweitern nicht dndert.

-y

Lemma 2.11.12 Ist

2
dann ersetze x und y durch kx und ky mit
k= [ B J .
bv—l +1
Es gilt dann wieder
§—-2<q<q.

Beispiel 2.11.13 Teilen wir x = 2000 durch y = 299, dann ist k = 3
und wir betrachten

kx = 6000 und ky = 897.

Daraus erhalten wir
q=1,

und wir finden durch Ausprobieren q =6 mit

2000 = 6 - 299 + 206.
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Zum Beweis von Lemma 2.11.12:
Beweis. Schreibe w = b,_;. Es ist

k‘-w:[ B J-w>( B —1)-w
w+1 w+1

25—1>[§J—1,
2 2

denn wegen 1 < w < [gJ ist

() (B) (o) o

(als Ubung zeige man die Gleichheit der beiden Ausdriicke und
erstelle fiir B = 10 in Abhéngigkeit von w einen Plot der Parabel
(2 -w-1)-(w-1) und der Funktion (£ -w-1)-(w-1)--L;). Somit

2
k-leEJ
2

muss

sein. Um Lemma 2.11.10 anwenden.zu kénnen, miissen wir aber noch
zeigen, dass bei der Berechnung der (v - 1)-ten Stelle w’ von k -y
kein Ubertrag auf die v-te Stelle stattfindet. Bei der Berechnung des
Produkts von k mit y erhalten wir die (v—1)-te Stelle w’ von k-y (mit
einem eventuellen Ubertrag aus niedrigeren Stellen) als

k
Bv—l

w’:k-w+l (y-b,1B"1)].

Um dies nach oben abzuschitzen bemerken zunéchst, dass
Y- bv,le_l < Bv—l -1
(denn y — b,_1 Bv"! hat maximal v — 1 Stellen) und

B—k:B—l B Jz[B— B J:[B'szl B J-w:k-w.
w+ 1 w+1 w+1 w+1

Damit folgt

, Bv1t-1
wSB—k+[k ol J
Bv1-1
<B-k+k B <B.

Die hochste Stelle von k -y ist also tatséchlich w’ und
w >k-w> [EJ .
2

]
Mit Lemma 2.11.10 und Lemma 2.11.12 folgt dann sofort:
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Corollar 2.11.14 Fuir

x

-< B

Y
lasst sich bei der Division mit Rest die Zahl q in hochstens 3 Versuchen
bestimmen.

Bemerkung 2.11.15 Sind x,y € N mit Bitldnge u > v dann hat q =
[ J Bitlange < u—v+1 (Ubung). Was ist die minimal mogliche Bitlinge

z
Y
von q?

Satz 2.11.16 Fiir die Division mit Rest
rT=q-y+r
von zwei Zahlen x,y € N der Bitlinge u > v gentigen
O(t-v)cO((u-v+1)-v)cO(u-v)
B-Operationen, wobei t die Bitgrofie von q bezeichnet.

Beweis. Wie in Beispiel 2.11.7 schon diskutiert gehen wir im allge-
meinen Fall iterativ vor. Seien z,y € N mit Bitlangen u bzw. v. Wir
dividieren x durch y wie folgt: Wahle ¢ maximal mit yB! < z. Setze
Zo := x und fiihre fir £k =0,...,t -1 iterativ den Elementarschritt

1=k
Tp=qr-yB T + 1

durch. Damit erhalten wir
t-1
q=> qB"™" = lzJ
k=0 Y

mit
r=q-y+rund 0<r<y.

Geméf Corollar 2.11.14 lasst sich die Bestimmung von ¢ in jedem
Elementarschritt in 3 Versuchen durchfiihren. Mit Bemerkung 2.11.4
zur Addition und Bemerkung 2.11.5 zur Multiplikation kann man den
Rest bei jedem der 3 Versuche im Elementarschritt in O(v) Opera-
tionen berechnen: Eine Multiplikation von y mit der 1-stelligen Zahl
¢x und eine Addition von zwei Zahlen mit v Stellen (beachte, dass die
letzten ¢ —k Stellen von g, -yBt~* alle Null sind). Die komplette Divisi-
on mit Rest im Elementarschritt benotigt also O(v) Operationen. Da
t Elementarschritte durchgefiihrt werden, bené6tigt die Division hoch-
stens

O(t-v)

Operationen. Mit Bemerkung 2.11.15 folgt O(t-v) c O((u-v+1)-v).
n
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Beispiel 2.11.17 Bei der Division von x = 9000 durch y =44 istt =2
und der erste Elementarschritt fir k =0 berechnet

9000 = 2 - 4400 + 200.
Im k=1 Schritt finden wir
200 = 0-440 + 200,
im k =2 Schritt schliefSlich
200 =4-44 + 24.
Insgesamt ist also q = 204 und die wir erhalten den Divisionsausdruck
9000 =204 - 44 + 24.

Mit dem Satz konnen wir die Laufzeit des Euklidischen Algorith-
mus abschétzen:

Corollar 2.11.18 Flir die Berechnung des gréfsten gemeinsamen Tei-
lers von zwei Zahlen der Bitlinge u und v mit dem Fuklidischen Al-
gorithmus 2.1 gentigen

O(u-v)
B-Operationen.

Zum Beweis zeigen wir in Ubung 2.34 zunichst eine obere Schranke
fiir die Anzahl der Divisionen mit Rest im Euklidischen Algorithmus
und schétzen damit dann in Ubung 2.35 die Laufzeit ab.

2.11.3 Quadratisches Sieb

Beim Quadratischen Sieb héngt die Laufzeit von der Wahl des Siebin-
tervalls {-C,...,C} und der Faktorbasis P = {p prim | p < §} ab. Zur
Beschreibung der Laufzeit und der Konstanten C' und  betrachten wir
eine Schar von Funktionen, die zwischen polynomial und exponentiell
interpoliert:

ne L, [U,U] _ ev(logn)“(loglogn)l_"

Dabei ist logn = log, n die Bitgrofe von n.

Beispiel 2.11.19 Insbesondere haben wir

L, [0,v] = (logn)" polynomial
L,[1,v] =evlen  exponentiell
in logn

Also Ly, [u,v] mit w € ]0,1[ ist eine Funktion, die schneller als po-
lynomial und langsamer als exponentiell wdchst. Fine solche Laufzeit
bezeichnet man auch als subexponentiell.
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Man kann zeigen, dass unter plausiblen, iiberpriifbaren Annahmen
die Laufzeit des quadratischen Siebs in

1 1+&(n)
O (L[5 1+m]) = 0 ((evmmmemen) )
liegt, wobei lim,,,o £(n) = 0, falls wir

C:Ln[1,1]:e¢m

2
B=1 [1 l]:ewm:@
"l272

wahlen. Eine vollstiandige Laufzeitanalyse gibt es jedoch noch nicht.
Das quadratische Sieb hat also subexponentielle Laufzeit. Die Lauf-
zeit der Probedivision ist dagegen exponentiell:

Bemerkung 2.11.20 Die Laufzeit der Probedivision: Wir testen alle
Primzahlen p <m = |\/n].

1) Die Division mit Rest von n durch p hat Zeitaufwand in
O ((logp) (log 2)) .
p

2) Fir die Anzahl
m(m) ={p Primzahl|p <m}

der Primzahlen <m gilt nach dem Primzahlsatz 2.5.6
m

m(m) = Inm

3) Damit ist der Gesamtaufwand der Probedivision in

O ((lo?g/—j}ﬁ) (logv/n) (logn)) = 0 (Vnlogn) = O(e2'5™ -logn)

also exponentiell in logn.

Dennoch ist die Probedivision das effizienteste Verfahren fir Zah-
len bis etwa zu der Grossenordnung 10°.

Konkret gibt der Vergleich zwischen Multiplikation und Faktori-
sierungsverfahren

Multiplikation quadratisches Sieb Probedivision
(logn)? < eVisMmoglosm)  « ezlogn . logp
polynomial subexponentiell exponentiell

sieche Abbildung 2.1 fiir diese Funktionen in Abhéngigkeit von r =
logn. Fiir die zweite Abschétzung beachte, dass

Vlog(n) -log(log(n)) « \/i log(n) -log(n) = %log(n)

fiir grofles n.
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Abbildung 2.1: Laufzeitvergleich zwischen Multiplikation, quadrati-
schem Sieb und Probedivision

2.12 Ubungen

Ubung 2.1 Installieren bzw. starten Sie JULIA, NEMO, SINGULAR,
GAP, und SURFER und probieren Sie die Beispiele aus Kapitel 1 aus.
Schlagen Sie die verwendeten Kommandos in der Online-Hilfe nach.

Ubung 2.2 Zeigen Sie:
1) Auf M =Ny x Ng ist durch
(a,b) ~(¢,d) <= a+d=b+c

eine Aquivalenzrelation gegeben (das heifst, ~ ist reflexiv, sym-
metrisch und transitiv).

2) Die Verknipfungen

[(a,0)]+[(c; )] = [(a+c,b+d)]
[(a,0)] - [(c,d)] =[(a-c+b-d,a-d+b-c)]

auf
7 = (NOXNQ)/N

sind wohldefiniert (das heifst, das Resultat hingt nicht von der
Wahl des Reprasentanten (a,b) von [(a,b)] ab).

3) Mit der Identifikation a —b = [(a,b)] korrespondieren sie zu den
tblichen Verkniipfungen auf Z.
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4) Das neutrale Element beziiglich der Addition ist 0 =[(0,0)] und

das Inverse
- [(a7 b)] = [(b7 CL)]
5) (Z\{0},-) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element 1 =[(1,0)].

Ubung 2.3 Sei R ein Integrititsring und S = R\ {0}. Wir konstruie-
ren den Ring von Briichen

Q(R):{gyre}z,ses}

als Q (R) = (Rx S) [ ~ mit der Aquivalenzrelation

(r,s) ~(r',s") <= rs —sr'=0
und schreiben & = [(r,s)]. Addition und Multiplikation sind gegeben
durch

(a1 T 1S9 + 17257
—_ 4 === = -

S1 82 5152
r ro Trire

51 S22 5152

Zeigen Sie:

1) Addition und Multiplikation sind wohldefiniert, und Q(R) ist ein
Korper.

2) Die Abbildung j: R — Q(R), r— % ist ein Monomorphismus.

I
Ubung 2.4 Sei B >2 und r > 1. Beschreiben Sie einen Algorithmus
zur Berechnung der B-adischen Entwicklung einer natirlichen Zahl
n € {0,...,B" =1} zur Basis B. Beweisen Sie, dass Ihr Algorithmus
mit einer B-adischen Entwicklung mit maximal r Stellen terminiert.

Erproben Sie Ihr Verfahren fir n = 125 und n = 131 jeweils mit
B =2 und B =10.

Ubung 2.5 1) Implementieren Sie den Euklidischen Algorithmus
zur Berechnung des grifiten gemeinsamen Teilers ggT (a,b) von
a,be’.

2) Kiirzen Sie
90189116021

18189250063
Ubung 2.6 Seien a,b,d € Z. Zeigen Sie:

1) Die Gleichung
axr +by =d

ist genau dann nach (z,y) € Z? losbar, wenn

ggT(a,b) | d.
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2) Ist (x,y) eine Losung, dann auch

( +k b k a )
x . —’ y —_ - —_—
ggT(a,b) ggT(a,b)
mit k € Z, und alle Lésungen sind von dieser Form.
3) Bestimmen Sie alle Losungen (x,y) € Z? von

42-x+55-y=1.

Ubung 2.7 Sei F,» der Kérper mit p~ Elementen.

1) Zeigen Sie, dass die Einheitengruppe Fy,. zyklisch ist.

2) Beschreiben Sie einen Algorithmus, der alle zyklischen Erzeuger
von I, findet.

8) Bestimmen Sie alle zyklischen Erzeuger von F,.

4) Beschreiben Sie eine Implementierung der arithmetischen Ope-
rationen in Fyr mit effizienter Multiplikation.

Ubung 2.8 Testen Sie den Primzahlsatz:
1) Schreiben Sie eine Prozedur zur Berechnung von
m(z) =[{p<z|peN prim}|
fur x> 0.

2) Plotten Sie W(;) und ln(lz) und vergleichen Sie fiir grofes x.

Hinweis: Das JULIA/NEMO Kommando prime, das MAPLE Kom-
mando nextPrime oder das SINGULAR Kommando prime kénnen niitz-
lich sein.

Ubung 2.9 Zeigen Sie: Ist 7 € N und p = 27 =1 prim, dann ist r prim.

Ubung 2.10 1) Istr e N und p=2"+1 prim, dann ist r = 2" mit
n e No.

2) FEine Fermat-Primzahl ist eine Primzahl der Form
F,=2"+1

mit n € Ng. Zeigen Sie, dass die nach dem Primzahlsatz erwar-
tete Zahl von Fermat Primzahlen endlich ist.
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Ubung 2.11 Sei Py die Wahrscheinlichkeit, dass zufillig gewdhlte
natirliche Zahlen n,m < N teilerfremd sind. Zeigen Sie, dass fir den
Grenzwert gilt

6

— 00 7'('2
Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis die Formel

| _12
;ﬁ"(sﬂ

die man z.B. mit Hilfe von Fourierrethen beweisen kann.

Ubung 2.12 Sei f = 23+ 622+ 142+ 9 und g = 22 + 5z + 6. Fihren
Sie sowohl in Q[x] als auch in F3[x] die Division mit Rest von f
nach g durch. Uberprifen Sie Ihr Ergebnis mit JULIA/NEMO oder
SINGULAR.

Ubung 2.13 Bestimmen Sie den gréfiten gemeinsamen Teiler
geT (2% -1, 2*+23+22% +2+1) e Q[x].
Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis in SINGULAR und JULIA.

Ubung 2.14 Sei p eine Primzahl und F, = Z/p = {0,...,p—1} der
Korper mit p Elementen.

1) Finden Sie, analog zum Sieb von Eratosthenes, alle irreduziblen
Polynome in Fa[x] vom Grad < 3.

2) Faktorisieren Sie x5+ 22 + x + 1 € Fy[x] in ein Produkt von irre-
duziblen Polynomen.

Ubung 2.15 Bestimmen Sie die Einheiten und Nullteiler von 712
und die Multiplikationstabelle der Einheitengruppe.

Ubung 2.16 Schreiben Sie eine Prozedur, die fir n € N den Wert
©(n) der Eulerschen p-Funktion berechnet.

Die folgenden JULIA /NEMO-Kommandos kénnen niitzlich sein: ged
zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers, while, end fiir Schlei-
fen, <f, end fiir bedingte Anweisungen, function, return, end, um
aus Threm Code eine Prozedur zu erzeugen. Schlagen Sie die Syntaz
der Kommandos in der Online-Hilfe nach.

Ubung 2.17 Zeigen Sie:

1) Jeder Integritditsring mit endlich vielen Elementen ist ein Kor-
per.

2) In einem endlichen Ring ist jedes Element entweder eine Einheit
oder ein Nullteiler.
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Abbildung 2.2: Zwei Konfigurationen von drei Zahnréadern

Ubung 2.18 Bestimmen Sie die Menge L c Z. aller Losungen = der
simultanen Kongruenzen

z =1mod3
z =2modH
z=3mod7

Ubung 2.19 Zeigen Sie: Sind n,m € Zsyteilerfremd, dann gilt
Zlnm = (Zn)x(Z[m).
Berechnen Sie das Urbild von (1,2,3) unter dem Isomorphismus
Z,J105 2 (Z]3)x(Z]5)x(Z]7).

Ubung 2.20 Lassen sich die beiden Konfigurationen von Zahnridern
in Abbildung 2.2 durch Drehung ineinander diberfihren? Falls ja, um
wieviele Schritte muss man dafir drehen?

Ubung 2.21 Zeigen Sie: Die simultanen Kongruenzen

T = aymodny

T = ay mod ne
sind genau dann l6sbar, wenn
a; —as =0mod ggT (ny,ns)
Die Losung ist eindeutig modulo dem kgV (nq,ns).

Ubung 2.22 Bestimmen Sie die Menge L ¢ 7 aller Losungen = der
simultanen Kongruenzen

z = 1 mod 108
z = 13mod 40
r = 28 mod 225
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Ubung 2.23 Fiir f,g,h € K[x] und h # 0 schreiben wir f = gmodh
falls | (f - 9).

1) Bestimmen Sie die Menge L c R[x] aller Losungen f der simul-
tanen Kongruenzen

f=2+3(z-1)mod (z - 1)
f=1+2(z+1)mod (z+1)°

Entwickeln Sie dazu ein Losungsverfahren analog zu dem Ver-
fahren zur Losung simultaner Kongruenzen tber Z.

2) Zeigen Sie, dass L ein eindeutiges Polynom f € K[z] vom Grad
deg(f) <3 enthalt mit

f)=2  f()=3
f-D=1  f(-1)=2

Ubung 2.24 Sei R = Z[i] = {a1 +i-as | a1, a2 € Z} ¢ C mit i2 = -1.
Zeigen Sie, dass R zusammen mit

d: R\{0} - N
a+b-i = a2+0b2

ein euklidischer Ring ist.

1) Geben Sie ein Verfahren an, um die Division mit Rest durchzu-
fiihren.

2) Bestimmen Sie den grossten gemeinsamen Teiler
geT(3+4i, 1-4i)eZ][i].
Inwiefern ist der grofite gemeinsame Teiler eindeutig?

Hinweis: Berechnen Sie zur Division mit Rest von a + b -1 durch
c+d-1 zundchst

a+b-1
c+d-1

eQi]={ar+i-az|ar,a2 € Q}.

Ubung 2.25 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Element q € R,
q#0, qg¢ R* heifst irreduzibel, wenn gilt

g=a-b mita,be R=—=>ae R* oder be R*.

Ein Integrititsring R heifst faktoriell, wenn jedes a € R, a # 0, a ¢
R* ein bis auf Permutation und FEinheiten eindeutiges Produkt von
wrreduziblen Elementen ist.
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1) Bestimmen Sie die Einheitengruppe Z[\/-3]*.
2) Zeigen Sie, dass Z[\/-3] nicht faktoriell ist.
3) Beweisen Sie, dass Hauptidealringe faktoriell sind.

4) Zeigen Sie, dass jeder Fuklidische Ring ein Hauptidealring ist.
5) Folgern Sie, dass Z[\/—3] nicht Euklidisch ist.

Ubung 2.26 Der iffentliche RSA-Schliissel von Alice ist

na = 191372480359498044048987808676864667665690167017...
...15016380980864967040643145079939623918556381963
€p = 216 + 1

Bob hat eine verschlisselte Nachricht

c = 121978834654428055255075945545662678549944846762...
...9280403230915896766073244057188154749914872022

an Alice geschickt. Was war der Inhalt der Nachricht?
Hinweise: Alice hat ungeschickterweise einen Primfaktor p von
na =p-q gewdhlt, sodass ¢ (p) nur Primpotenzfaktoren < 200000 hat.
Um fiir a,b,n € N effizient a®>modn zu berechnen, gibt es in JU-
LIA/NEMO das Kommando

poumod(a,b,n).

(das im wesentlichen sukzessive modulo n mit a multipliziert).
Testen Sie, ob auch die JULIA-Funktion factor zum Ziel fihrt.

Ubung 2.27 Der Fermatsche Primzahltest: n heifit Fermatsche Pseu-
doprimzahl zur Basis a, wenn n nicht prim ist, aber dennoch a™ ' =
1 modn gilt.

1) Bestimmen Sie mit Computerhilfe jeweils alle Pseudoprimzahlen
n < 2000 zur Basis a mit a = 2,3,5 und vergleichen Sie deren
Anzahl mit der Anzahl der Primzahlen.

2) FEine Zahl n heifst Carmichael-Zahl, wenn sie zu jeder Basis a
mit ggT(a,n) = 1 eine Fermatsche Pseudoprimzahl ist. Haben
Sie eine Vermutung fir eine Carmichael-Zahl?

Hinweis: JULIA /NEMO-Funktionen prime und rem.

Ubung 2.28 Sei n € Zsy. Fiir ein a € Z gelte a®! = 1modn und

a'r # 1modn fir jeden Primteiler p von n—1. Zeigen Sie, dass dann
n prim ist.
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Ubung 2.29 Sei  in einem kommutativen Ring R mit 1 und n e N.

Ubung 2.30 1) Zeigen Sie:Die Anzahl der Multiplikationen in Al-
gorithmus 2.5 zur Berechnung von z™ ist in O(logy(n)).

2) Wenden Sie das Verfahren an, um 3'* in Z und 3 in Z]T zu

berechnen.

Ubung 2.31 1) Sei n € N zusammengesetzt. Zeigen Sie, dass n
eine Carmichael-Zahl ist genau dann, wenn fir alle Primteiler
p von n gilt, dass

P tn
und
(p-1)[(n-1).
2) Ist ke N mit 6k + 1, 12k + 1 und 18k + 1 prim, dann ist
(6k+1)-(12k+1)-(18k +1)

eine Carmichael-Zahl.

3) Konstruieren Sie eine Carmichael-Zahl > 10°°. Kénnen Sie die
Zahl mit JULIA/NEMO faktorisieren? Fihrt das Pollard-Verfahren
aus Abschnitt 2.8 zu Ziel?

Ubung 2.32 Sei p ungerade prim, r € N und z € Z ein Quadrat.
Zeigen Sie, dass dann in Z[p" genau zwei verschiedene Quadratwurzeln
von z ewxistieren.

Ubung 2.33 Sei BeZ, B>2 und seien zwei Zahlen

m-1 n—1

T = ZaiBi y:ZbiBi
i=0

in B-adischer Entwicklung zur Basis B mit an,_1,b,-1 # 0 und
r <B
Yy

gegeben. Sei weiter x =q-y+r mit 0 <r <y das Resultat der Division
mit Rest von x durch y. Wir definieren q als das Minimum von B —1

und
{an -B+ an_lJ
bn—l

Wir setzen dabei a; =0 fiir i >m.
1) Bestimmen Sie q und q fir B =10 und

z=3142351  y=G677688.
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2) Zeigen Sie allgemein, dass

q<q.
3) Zeigen Sie weiter: Ist
ol
2
dann gilt
qg-2<q.

4) Folgern Sie, dass unter den obigen Voraussetzungen bei der Di-
vision mit Rest die Zahl q in hochstens 3 € O(1) Versuchen ge-
funden werden kann.

Ubung 2.34 Seien a; > ay >0 ganze Zahlen und
a1 =¢1-az+as
Aj =G5 Qi1+ Aje2
Ap-2 = (Qp-2 " Qp-1 + Qn
QAp-1 = Gn-1"Qpn + 0

die sukzessive Division mit Rest im Fuklidischen Algorithmus, und sei

_1+\/3

0=

der goldene Schnitt.
1) Zeigen Sie, dass firi=n,...,2 gilt
a; > "t
2) Folgern Sie, dass

111(@2)

"= me)

Ubung 2.35 Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 2.3/: Fir die Berech-
nung des grofiten gemeinsamen Teilers von zwei Zahlen der Bitldngen
u und v mit dem Euklidischen Algorithmus geniigen

2.

O(u-v)

B-Operationen.
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2.13 Praktische Aufgaben

Ubung 2.36 Implementieren Sie
1) das Sieb des Eratosthenes und
2) die Faktorisierung von ganzen Zahlen mittels Probedivision.

3) Faktorisieren Sie mit Ihrer Implementierung in Z die Zahl

18372087826953276106601320802155916959672811542669411876403.

Ubung 2.37 Implementieren Sie das Faktorisierungsverfahren von
Pollard.

Testen Sie Ihre Implementierung an
16193582284064670754749147755570104509669721475765293619

und weiteren Beispielen (siehe insbesondere auch Aufgabe 2.26), und
vergleichen Sie die Performance mit der Funktion factor wvon JU-
LIA/NEMO.

Ubung 2.38 Auf dem Ring der Gaufischen Zahlen
R:Z[’L] = {CL1+Z"CL2 |(11,GQEZ} cC

mit 12 = =1 st durch

a+b-i ~ a’+b?
eine Buklidische Norm gegeben.

1) Implementieren Sie einen Algorithmus zur Durchfihrung der Di-
vision mit Rest in (R, d).

2) Verwenden Sie Ihren Divisionsalgorithmus, um den Eukldischen
Algorithmus in R zu implementieren.

3) Berechnen Sie damit
geT(3+4i, —1+12i)¢R.

Ubung 2.39 Schreiben Sie eine Funktion, die die Losungsmenge der
simultanen Kongruenzen

T = apmodn,

z = a, modn,

fur ay,...,a, € Z und paarweise teilerfremde Moduli ny,...,n, € Zsg

bestimmt. Vergleichen Sie mit der JULIA/NEMO-Funktion crt.
Erweitern Sie die Funktionalitdt Ihrer Implementierung so, dass

sie auch im Fall nicht paarweise teilerfremder n; korrekt funktioniert.
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Ubung 2.40 Sei M ={0,...,264 -1},

1) Schreiben Sie eine Funktion add64, die fir a,be M Zahlen c € M
und d € {0,1} bestimmt mit

a+b=c+d-2°

2) Schreiben Sie eine Funktion mult64, die fir a,b € M Zahlen
c,d e M bestimmt mit

a-b=c+d-2°.

3) Erproben Sie Ihre Funktionen an Beispielen.

Ubung 2.41 Sei B =264 und

pr: {0, . B=1) — {0,... B -1}
(CLT717 cee 70‘0) — Z:;Ol aiBi

die B-adische Entwicklung zur Basis B mit r Stellen.

1) Schreiben Sie eine Funktion, die aus zwei Zahlen in B-adischer
Darstellung a,b € {0,..., B-1}" mittels Schulbuchmultiplikation
das Produkt bestimmt, d.h. fir minimal magliches s € Ny ein
ce{0,...,B-1}" mit

¢Bs(c) = dpr(a) ép,(b).

2) Implementieren Sie fir r = 2% eine Zweierpotenz die rekursi-
ve Anwendung der Karatsuba-Multiplikation zur Berechnung des
Produkts von a und b.

3) Erproben Sie Ihre Funktionen an Beispielen und vergleichen Sie
die Performance.

Hinweis: Verwenden Sie [hre Funktionen add64 und mult6j.

Ubung 2.42 Implementieren Sie den Miller-Rabin Primzahltest. Er-
proben Sie Ihr Programm an Beispielen.

Ubung 2.43 1) Implementieren Sie die Faktorisierung mit dem
quadratischen Sieb.

2) Vergleichen Sie anhand von Beispielen die Laufzeit mit der Pro-
bedivision und dem Pollard-Verfahren. Kénnen Sie jeweils ein
Beispiel produzieren, bei dem das quadratische Sieb schneller ist
als das Pollard-Verfahren und umgekehrt?
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Symbolisches Rechnen in
endlichen Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir kurz einen Blick auf Computeralgebra
in der Gruppentheorie werfen. Das Konzept der Gruppe hat wichtige
Anwendungen in fast allen Bereichen der Mathematik und Informa-
tik. Es erlaubt uns Symmetrien in mathematischen Objekten und Pro-
blemstellungen zu beschreiben und dadurch das Problem zu vereinfa-
chen. Vom praktischen Standpunkt, kann dies Berechnungen beschleu-
nigen, da diese nur bis auf Symmetrie durchgefithrt werden miissen.
Fiir Untergruppen der S,, implementiert das Computeralgebrasystem
GAP, siehe [16], im Wesentlichen alle bekannten Algorithmen. Mit
Hilfe des Begriffs der Gruppenoperation werden wir sehen, dass man
damit schon in allen endlichen Gruppen rechnen kann.

3.1 Gruppenoperationen

Wie konnen wir alle Symmetrie des Oktaeders in Abbildung 3.1 be-
stimmen, d.h. alle Drehungen, Spiegelungen und Drehspiegelungen,
die den Oktaeder wieder auf sich selbst abbilden? Die Symmetrien
bilden eine Gruppe, die Symmetriegruppe des Oktaeders, denn die
Komposition von Symmetrien ist wieder eine Symmetrie und jede
Symmetrie hat eine inverse Symmetrie. Die identische Abbildung ist
das neutrale Element. Formal definiert man die Symmetriegruppe als
Untergruppe der Bewegungsgruppe:

Definition 3.1.1 Eine Fuklidische Bewegung f : R* - R" ist eine
Abbildung, die den FEuklidischen Abstand

|=] = v Eiti2?

erhdlt, d.h. mait
|z =yl =1f(z)- (W)l

71
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1

6
Abbildung 3.1: Oktaeder

Abbildung 3.2: Beispiel einer Bewegung des R2.

fur alle x,y € R™. Abbildung 3.2 zeigt eine Bewegqung, die sich aus ei-
ner Translation und einer Drehspiegelung zusammensetzt. Die Menge
E(n) der Euklidischen Bewegungen des R™ ist mit der Komposition
eine Gruppe, die Bewegungsgruppe.

In der linearen Algebra zeigt man, dass sich jede Bewegung schrei-
ben ldsst als die Komposition von einer Translation und der Multipli-
kation mit einer orthogonalen Matriz, d.h.

flx)=v+Q- -z

mit v € R” und Q € O(n), also Q- Q' = Q- Q = E. Wiederholen Sie
den Beweis, er ist eine leichte Ubungsaufgabe mit Skalarprodukten.
Ser M c R™ eine Teilmenge. Die Gruppe

Sym (M) ={AeE(n)|A(M) =M}
heifst Symmmetriegruppe von M.

Da Symmetrien des Oktaeders den Mittelpunkt wieder auf sich
selbst abbilden miissen, ldsst sich also jede Symmetrie als orthogo-
nale Matrix darstellen, ist also ein Vektorraumhomomorphismus. Ein
Homomorphismus ist durch die Bilder einer Basis festgelegt. Da die
Menge der Ecken des Oktaeders eine Basis von R? enthélt, sind die
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Symmetrien des Oktaeders durch ihre Wirkung auf den Ecken eindeu-
tig bestimmt. Durch Nummerieren der Ecken kénnen wir jede Symme-
trie also als ein Element der der symmetrischen Gruppe Sg auffassen,
und damit G als Untergruppe

G‘—>Sﬁ.

Zum Beispiel ist die Drehung um 90 Grad gegen den Uhrzeigersinn
um die Gerade durch 1 und 6 gegeben durch die Permutation

(2,3,4,5) € S

(in Zykelschreibweise) und die Spiegelung an der Ebene durch 2,3,4,5
durch die Transposition
(1,6) € S.

Ist £ c G eine Teilmenge, dann natiirlich auch das Erzeugnis (E) c G,
d.h. die kleinste Untergruppe von G die alle Elemente von E enthélt. In
GAP konnen wir die Elemente des Erzeugnisses wie folgt berechnen:
gap> G:=Group((2,3,4,5),(1,6));;
gap> Order(G);
8
gap> Elements(G);
[0), (2,3,4,5), (2,4)(3,5), (2,5,4,3), (1,6), (1,6)(2,3,4,5),
(1,6)(2,4)(3,5), (1,6)(2,5,4,3)]

Es ist also leicht Elemente von G zu finden, aber wie kbnnen wir
sicher sein, dass wir alle Erzeuger von G gefunden haben? Dazu ver-
wenden wir den Begriff der Gruppenoperation:

Definition 3.1.2 Sei (G,o) eine Gruppe und M eine Menge. Eine
Operation von G auf M ist eine Abbildung

GxM — M
(g,m) + g-m

mat
fur alle m e M und

(aob)-m=a-(b-m)
fir alle a,b e G und m € M.

Bemerkung 3.1.3 Anders formuliert ist eine Operation von G auf
M ein Gruppenhomomorphismus

p: G — S(M)
g = 90(9):(

von G in die Gruppe der Selbstabbildung
S(M)={p: M — M | ¢ bijektiv}

m — g-m

M—>M)

von M.
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Analog zu Definition 3.1.2 kann man auch Operationen M xG — M
von rechts definieren.

Beispiel 3.1.4 S,, operiert auf {1,...,n} durch

{1,...,n
a(J)
Beispiel 3.1.5 Wir beschreiben die Symmetriegruppe Sym (D) des
gleichseitigen Dretecks D.

Sy x{1,...,n}

(o, 7) —

}

1 2

Wir kénnen leicht Symmetrien aufzdhlen:

i
0 A

N 2

Sym (D) x {1,2,3} — {1,2,3}

Die Operation

von Sym (D) auf der Menge der Ecken von D gibt einen Homomor-
phismus ¢ : Sym (D) — S3. Bezeichnet etwa

o)

S~
die Drehung um 120°, dann gibt die Operation die Zuordnung
(r120,1) = 2, (r120,2) = 3, (1120,3) = 1

also
¢(r120) = (1,2,3)
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in Zykelschreibweise. Da jede Symmetrie durch ihre Wirkung auf den
Ecken festgelegt ist, ist ¢ injektiv, da wir schon 6 Symmetrien gefun-
den haben also auch surjektiv. Wir haben also einen Gruppenisomor-
phismus

Sym (D) = {id Q /;/\ Al AL Lo

@ I
Ss= {id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)}

Fiir die Symmetriegruppe des Tetraeders (der 3-dimensionalen Va-
riante des gleichseitigen Dreiecks) siehe Ubungsaufgabe 3.6.

Beispiel 3.1.6 Gegeben ein Punkt des gleichseitigen Dreiecks D, wol-
len wir untersuchen, auf welche anderen Punkte dieser unter der Ope-
ration

Sym (D) x D — D

abgebildet werden kann. Diese Menge nennt man die Bahn, die Anzahl
der Elemente die Linge der Bahn. Beispiele von Bahnen sind

3 3

[ ] [ ]
Ps Py 2

1 2 1 2 1

Fiir einen Punkt p € D kénnen wir andererseits auch die Menge aller
Symmetrien betrachten, die p festhalten, den sogenannten Stabilisator:

p  Bahn Stabilisator

1 {1,2,3}  {id,(2,3)} 3-2=6
m  {m} Sym (D) 1-6=6
pi Apy,pe} {id} 6-1=6

Wir beobachten, dass die Stabilisatoren stets Untergruppen von Sym (D)
sind, und das Produkt der Gruppenordnung mit der Linge der jewei-
ligen Bahn stets |Sym (D)| =6 ergibt.

Man kann auch eine Bahn der Linge 2 konstruieren: Die Operation
auf D induziert eine Operation

Sym (D) x 2P —s 2P

auf der Potenzmenge (d.h. der Menge aller Teilmengen) von D. In
der Bahn der schwarzen Teilmenge liegt aufSerdem noch die weisse
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Teilmenge:

1 2

Der Stabilisator der schwarzen (und ebenso der weissen) Teilmenge
i1st die Untergruppe
((1,2,3))

der Ordnung 3.

Definition 3.1.7 Sei Gx M — M eine Operation. Fir m e M heifst
die Menge
G-m={gm|geG}cM

die Bahn (oder der Orbit) von m und
Stab(m) ={geG|gm=m}

der Stabilisator von m.
Die Menge der Bahnen bezeichnen wir mit M |G.

Bemerkung 3.1.8 In der gleichen Bahn zu sein ist eine Aquivalenz-
relation, insbesondere sind Bahnen entweder gleich oder disjunkt.

Dies zeigen wir in Ubung 3.3.

Bemerkung 3.1.9 Fliiro € S, zerlegt die Operation von (o) die Men-
ge {1,...,n} in Bahnen. Wenn wir uns noch merken in welcher Rei-
henfolge die Bahnen durchlaufen werden erhalten wir die Zykelschreib-
weise von o. Zum Beispiel fiir

(12345
7131 2 5 4

st die Bahnenzerlegung
{1,...,5}={1,2,3} u{4,5}
und die Zykelschreibweise
o=1(1,3,2)(4,5).

In GAP konvertieren wir o von der Abbildungsschreibweise in die
Zykelschreibweise durch:

gap> PermList([3,1,2,5,4]1);

(1,3,2)(4,5)
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Definition und Satz 3.1.10 Sei G x M — M eine Operation. Ein
vollstandiges Reprdsentantensystem der Bahnen ist eine Teil-
menge R c M, sodass jede Bahn Gm genau ein Element von R enthdilt.
Dann ist M die disjunkte Vereinigung

M = UG-T
reR

Insbesondere gilt also fiir eine endliche Menge M, dass

(M| = 3 |G -]

reR

Fiir eine Anwendung dieser Formel siche Aufgabe 3.11.

3.2 Satz von Cayley

Ein wichtiges Beispiel einer Operation ist die einer Gruppe (G, o) auf
sich selbst

GxG—G
(g,h) > goh

gegeben durch die Verkniipfung (dies ist eine Operation sowohl von
links als auch von rechts). Sie spielt die entscheidende Rolle im Beweis
des folgenden Satzes, der eine zentrale Bedeutung fiir das praktische
Rechnen mit Gruppen hat: Er erlaubt es, jede endliche Gruppe als
Untergruppe einer S,, aufzufassen. In dieser Darstellung kénnen wir
die Gruppe dann im Computer handhaben.

Satz 3.2.1 (Cayley) Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Unter-
gruppe der Gruppe der Selbstabbildungen S (G).

Inbesondere fir n = |G| < oo kénnen wir G als Untergruppe von
Sn 2 S(G) auffassen.

Beweis. Die Abbildung
p: G - S(G)
N G - G
g h +— goh
ist ein Gruppenhomomorphismus und
Kerp={geG|goh=hVheG}={e}
(mit der Eindeutigkeit des neutralen Elements) also ¢ injektiv. Somit

gilt
G 2 Bild(y) c S(G).



3. SYMBOLISCHES RECHNEN IN ENDLICHEN GRUPPEN 78

Fiir endliche Gruppen kann man die Verkniipfung

GxG—3d
(g,h) = goh

mittels einer Tabelle angeben, der Verkniipfungstafel.
Beispiel 3.2.2 Die Gruppe
G=7/4={0,1,2,3)

hat die Verkniipfungstafel

wl Nl | Ol +
wl N | O Ol
Ol Wl DI | ]
=1 Ol Wl Nl ol
ro| | O wl wl

In jeder Zeile und Spalte steht jedes Element genau einmal. Die Zeilen
der Verkniipfungstafel spezifizieren p(g), in dem Beispiel ist etwa

Eine Gruppe ist abelsch genau dann, wenn ihre Verkniipfungstafel
beziiglich der Diagonalen symmetrisch ist. Das Assoziativgesetz lasst
sich der Tabelle nicht unmittelbar ansehen.

Analog zur Operation einer Gruppe auf sich selbst kann man auch
die Operation einer Untergruppe betrachten:

Definition 3.2.3 Sei H c G eine Untergruppe. Dann definiert die
Verkniipfung in G eine Operation von H auf G

HxG— G, (h,g)—hog
von links, und ebenso eine von rechts

GxH—G, (h,g)—>goh.
Fiir g € G heiffen die Bahnen dieser Operation

Hg:=Hog:={hog|heH}

bzw.
gH:=goH:={goh|heH}

rechte bzw. linke Nebenklassen von g.
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Satz 3.2.4 Sei H c G eine Untergruppe. Je zwei Nebenklassen von H
haben gleich viele Elemente.

Beweis. Seien a,b € G. Dann stehen aH und bH in Bijektion zuein-
ander durch Multiplikation mit ba—! von links

g > boalog
¢ = G

U @]

aH — OH

aoh > boaloaoh=boh

(was ist die Umkehrabbildung?). Die rechten und linken Nebenklassen
Ha und aH stehen in Bijektion vermoge der Konjugation mit a

g — aogoa‘l
¢ = d

U u

Ha — aH

hoa +— aohoaoal=aoh
(was ist die Umkehrabbildung?). =
Corollar 3.2.5 (Indexformel) Sei H c G eine Untergruppe. Es gilt
G| =|G/H]|- |H|
insbesondere in einer endlichen Gruppe teilt |H| die Gruppenordnung |G|.
Aus der Indexformel (Satz 3.2.5) erhalten wir mit H = (g):

Corollar 3.2.6 In einer endlichen Gruppe G ist die Ordnung eines
Elements g € G ein Teiler der Gruppenordnung |G|, d.h. ord (g) | |G].

Wir beweisen nun die Indexformel:
Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass

H —-aH
h~ ah

eine Bijektion ist (siche den Beweis von Satz 3.2.4), also
laH| =|H].

Nach Definition und Satz 3.1.10 ist G die disjunkte Vereinigung aller
aH mit a aus einem vollstandigen Représentantensystem R, also falls
|G| < 00 so gilt
G|= Y || = |R|-|H]
acR
(mit Satz 3.2.4). Ist |G| = oo, dann auch |G/H| = oo oder |H|=oc0. ®
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Beispiel 3.2.7 Die Gruppe
G = ((1727374)7 (173)) = S4

ist eine Untergruppe der Ordnung 8 | 24. Wir zeigen dies mit Hilfe von

GAP:

gap> G:=Group((1,2,3,4),(1,3));
gap> Order(G);

8

Beispiel 3.2.8 Die Ordnung von o = (1,4,3,2)(5,9) (6,8) € Sy kon-
nen wir elementar durch Potenzieren herausfinden:

(1,4,3,2)%(5,9)%(6,8)% = (1,3)(2,4)
(1,2,3,4)(5,9)(6,8)
id

2
3
4

Q 9 9

oder mit Hilfe von GAP:

gap> sigma:=(1,4,3,2)(5,9)(6,8);

(1,4,3,2)(5,9)(6,8)

gap> sigma”2;

(1,3)(2.4)

gap> sigma”3;

(1,2,3,4)(5,9)(6,8)

gap> sigma"4;

9

Somit gilt ord(o) = 4. Dies berechnet GAP auch durch:

gap> Order(sigma);

4

Dabei potenziert GAP natirlich nicht, sondern verwendet die bekann-
te kgV-Formel fiir die Ordnung von Permutationen in disjunkter Zy-
kelnotation

ord(o) =kgV(4,2,2) =4.

Bei der Arithmetik mit Permutationen in GAP ist zu beachten,
dass man, abweichend von der iblichen Konvention, zur Berechnung
von oot firo,TeS, in GAP 70 eingeben muss (d.h. Abbildungen
nehmen thr Argument auf der linken Seite). Wir iberprifen in GAP,
dass mit T = (2,5) gilt

oot =(1,4,3,2)(5,9) (6,8) 0 (2,5)
=(1,4,3,2,9,5)(6,8).
gap> tau:=(2,5);;

gap> tau*sigma;

(1,4,3,2,9,5)(6,8)
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In Aufgabe 3.10 haben Sie die Chance die Arithmetik in der S,
in der gewohnten Form zu implementieren. Permutationen in Zykel-
notation konnen Sie z.B. als Listen von Listen darstellen. Um eine
Eindeutigkeit der Darstellung zu erreichen ist es sinnvoll, den ersten
Eintrag in einem Zykel minimal zu wéhlen und bei Produkten von dis-
junkten Zykeln diese wiederum nach dem ersten Eintrag zu sortieren.

Beispiel 3.2.9 Die Gruppe G = Z/6 der Ordnung 6 hat die Unter-
gruppen
(0,...5)

(0,2,3) (0.3}
{0}

mit den Ordnungen 1,2,3 und 6.

Bemerkung 3.2.10 Man beachte, dass es in einer Gruppe nicht zu
jedem Teiler eine Untergruppe geben muss, z.B. hat die

A4 = {0’ € S4 | Sign(a) = 1}

keine Untergruppe der Ordnung 6. Der folgende GAP-Code berechnet
alle maéglichen Ordnungen von Untergruppen der Ay:
gap> G:=AlternatingGroup(4);;
gap> Order(G);
12
gap> L:=ConjugacyClassesSubgroups(G);;
gap> List(List(L,Representative),Order);
[1, 2, 3, 4, 12 ]
Tatsdchlich werden hier Reprasentaten der Bahnen der Konjugati-
onsoperation

GxS — S
(9.,H) — gHg':={gohog'|ueH}

von G auf der Menge S der Untergruppen von G bestimmt. Man be-
achte, dass Konjugation die Gruppenordnung nicht dndert (sieche den
Beweis von Satz 3.2.4). Fiir ein weiteres Beispiel zur Konjugation sie-
he auch die Aufgaben 3./ und 3.5.

Im Kontext der sogenannten Sylowsdtze kann man zeigen, dass es
zumindest zu jedem Primpotenzteiler von |G| eine Untergruppe gibt.

Bemerkung 3.2.11 Hat die Bahn der Untergruppe H c G unter der
Konjugationsoperation genau ein Element, d.h. gilt

gHg'=H
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fiir alle g € G, so bezeichnet man H als Normalteiler von G. Dann
i1st die Menge der Nebenklassen

G/H
mit der von G induzierten Verkniifpung
aHobH :=(aob)H

eine Gruppe (und w: G - GJH, a v~ aH ein Gruppenepimorphimus).
Man rufe sich in Erinnerung, dass die induzierte Verkniipfung fir
einen Normalteiler H wohldefiniert ist.

Beispiel 3.2.12 Die Kleinsche Vierergruppe

Vi=1{0,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4) (2,3)}

st ein Normalteiler von Sy und fir die Quotientengruppe gilt
54/‘/21 = Sg.

Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 3.9, wo wir den Isomorphismus geo-
metrisch interpretieren, indem wir die Sy als Symmetriegruppe des
Tetraeders auffassen.
Man kann S,/Vy 2 Ss auch mit Hilfe von GAP beweisen:
S4 :=SymmetricGroup (4);;
NormalSubgroups (S4);
[ Group(()),
Group ([ (1,4)(2,3), (1,3)(2,4) 1),
Group ([ (2,4,3), (1,4)(2,3), (1,3)(2,4) 1),
Sym( [ 1 .. 4] ) 1]
V4:=Group((1,4)(2,3),(1,3)(2,4));;
Elements(V4);
[ (), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) ]
Q:=84/V4;;
Order(§) ;
6
IsomorphismGroups (g, CyclicGroup (6));
fail
IsomorphismGroups (§, SymmetricGroup (3));
[ f1, f2 ] > [ (2,3), (1,2,3) ]

3.3 Bahnenformel

Wir betrachten nun wieder die Operation einer Gruppe G auf einer
Menge M und fragen nach der Beziehung zwischen der Bahn eines
Elements m € M und dem Stabilisator von m.
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Satz 3.3.1 Se:
GxM-—M

eine Operation, m € M und
H :=Stab(m).
Dann ¢ibt es eine natiirliche Bijektion

G/H — Gm
gH —  gm

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert: Ist gH = ¢’H, dann ¢’ € gH,
also ¢’ = gh mit h e H. Es folgt

g'm = ghm = gm,

da m von h stabilisiert wird. Die Abbildung ist offenbar surjektiv. Sie
ist auch injektiv, denn

gm=gom = g;'gye H=
G2=9197" g2 € 1 H = g1 H = go H.

Satz 3.3.2 (Bahnenformel) Sei G x M — M eine Operation. Fir
jedes m e M gilt
|Gm| - |Stab (m)| = |G].

Beweis. Es ist

Gm| = |G/H]

mit Satz 3.3.1 und
|G/H|-|H|=|G]

nach der Indexformel 3.2.5. =

Beispiel 3.3.3 Mit Hilfe der Bahnenformel kénnen wir die Ordnung
der Symmetriegruppe G = Sym(O) des Oktaeders O (Abbildung 3.1)
bestimmen: Der Punkt p =1 hat sicher die Bahn

G1={1,....6}.

Jede Symmetrie des Oktaeders, die 1 festhdlt, ist auch eine Symmetrie
des Quadrats Q in Abbildung 3.3 und umgekehrt. Somit ist

Stab(1) = Sym(Q)

die Symmetriegruppe des Quadrats. Unter der Operation von Sym(Q)
wiederum hat 2 die Bahn

Sym(Q)2=1{2,3,4,5},
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5 4

2 3
Abbildung 3.3: Quadrat im Oktaeder

wdhrend 2 nur von der Identitit () und der Spiegelung (3,5) stabili-
siert wird. Damat ist mit der Bahnenformel

[Sym(Q)| =4-2=8.

Siehe auch Aufgabe 3.4, in der wir die Symmetriegruppe des Quadrats
explizit bestimmen. Es folgt also wieder mit der Bahnenformel

|G| =8-6=48.
Wir verwenden GAP um zu zeigen, dass
G=((2,3,4,5),(1,3)(5,6))

Offenbar sind die angegebenen Permutationen Symmetrien des Okta-
eders: Wie oben schon gesehen, entspricht (2,3,4,5) der Drehung um
90 Grad um die Gerade durch 1 und 6. Weiter ist (1,3)(5,6) die Spie-
gelung an der in Abbildung 3.4 gezeigten Ebene. Wir miissen also nur

1

6

Abbildung 3.4: Spiegelung (1,3)(5,6) als Symmetrie des Oktaeders

tberpriifen, dass die beiden Symmetrien eine Gruppe der Ordnung 48
erzeugen:
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gap> G:=Group((2,3,4,5),(1,3)(5,6));;
gap> Size(G);

48

Natiirlich kénnen wir statt der Ecken auch die Seiten des Okta-
eders nummerieren und erhalten dadurch seine Symmetriegruppe als
Untergruppe der Sg. Siche dazu Aufgabe 3.7. In den Ubungen 3.4
und 3.8 bestimmen wir die Symmetriegruppen des Quadrats und des
Ikosaders.

3.4 Ubungen

Ubung 3.1 Basteln Sie Papiermodelle der Platonischen Kérper Te-
traeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder. Bitte in die
Ubung mitbringen.

Ubung 3.2 Finden Sie fiir alle Platonischen Korper jeweils eine Dreh-
symmetrie und eine Spiegelsymmetrie und beschreiben Sie diese als
Elemente der symmetrischen Gruppe S, mit n die Anzahl der Ecken
des Platonischen Korpers.

Ubung 3.3 Sei G x M — M eine Operation der Gruppe G auf der
Menge M. Zeigen Sie, dass fiir a,be M durch

a~bi<= Ga=Gb
eine Aquivalenzrelation gegeben ist.

Ubung 3.4 Sei G die Symmetriegruppe des Quadrats, wie in Abbil-
dung 3.5.

1) Berechnen Sie die Gruppenordnung von G.
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4 3

1 2

Abbildung 3.5: Quadrat mit Nummerierung

2) Bestimmen Sie Erzeuger von G als Untergruppe von Sy. Bewei-
sen Sie Ihre Behauptung mit Hilfe von GAP.

Ubung 3.5 Sei G eine Gruppe. Zwei Untergruppen Uy, U, ¢ G heiflen
konjugiert, wenn es ein g € G gibt mat

gUlg_l = {g ouog’1 | u € Ul} =U,.

1) Zeigen Sie, dass konjugiert sein eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Untergruppen von G ist.

2) Bestimmen Sie die Konjugationsklassen von Untergruppen der
Symmetriegruppe des Quadrats. Welche Untergruppen sind Nor-
malteiler?

Hinweis: Sie kénnen die Klassen direkt bestimmen oder den GAP-
Befehl ConjugacyClassesSubgroups verwenden.

Ubung 3.6 Sei G die Symmetriegruppe des Tetraeders (Abbildung
3.0). Zeigen Sie, dass

3

Abbildung 3.6: Tetraeder mit Nummerierung

G§S4.

Ubung 3.7 Sei G = Sym (0O) die Symmetriegruppe des Oktaeders O.
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1) Durch Nummerieren der Seiten von O (Abbildung 5.7) ist ein
Monomorphismus f1: G — Sg gegeben. Finden Sie Erzeuger von
f1(GQ) und zeigen Sie Ihre Behauptung mit Hilfe von GAP.

.

Abbildung 3.7: Oktaeder mit Seitennummerierung

2) Durch Nummerieren der Ecken von O (Abbildung 3.8) ist ein
Monomorphismus fo: G — Sg gegeben. Finden Sie Erzeuger von
f2(G) und zeigen Sie Ihre Behauptung mit Hilfe von GAP.

6

5

Abbildung 3.8: Oktaeder mit Eckennummerierung

3) Interpretieren Sie die in (a) und (b) gefundenen Erzeuger geo-
metrisch.

4) Bestimmen Sie mit GAP einen Isomorphismus von fo(G) —

[(G).

Hinweis:
Verwenden Sie die GAP Befehle Group, Size und IsomorphismGroups.
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Ubung 3.8 Sei G die Symmetriegruppe des Ikosaeders (Abbildung
3.9).

—

N
($)}

Abbildung 3.9: Tkosaeder mit Nummerierung

1) Berechnen Sie die Gruppenordnung von G.

2) Bestimmen Sie Erzeuger von G als Untergruppe von Si2. Bewei-
sen Sie Ihre Behauptung mit Hilfe von GAP.

Ubung 3.9 Jede Symmetrie des Tetraeders T ¢ R3 mit den Ecken
er=(1,-1,-1) ey=(-1,1,-1) e3=(-1,-1,1) e4=(1,1,1)

permutiert die Koordinatenachsen von R3.

2

Dies induziert einen Gruppenhomomorphismus

p:89;—> S3.
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Zeigen Sie mit Hilfe von o, dass die Kleinsche Vierergruppe

Vi={0).(1,2)(3,4),(1,3) (2,4),(1,4) (2,3)}
ein Normalteiler in Sy ist und fir die Quotientengruppe gilt

54/‘/21 = Sg.

3.5 Praktische Aufgaben

Ubung 3.10 Schreiben Sie eine Funktion, die Permutationen von der
Abbildungsschreibweise

1 ... n
U_(O(l) a(n))esn
in die Zykelnotation konvertiert.

1) Implementieren Sie die Berechnung von sign(c) und ord(c).

2) Seien o,7 € S, jeweils in (disjunkter) Zykelnotation gegeben.
Schreiben Sie eine Funktion die oot als Produkt disjunkter Zykel
darstellt.

Ubung 3.11 Ein Graph ist ein Tupel (V, E) aus einer Menge V und
einer Teilmenge E c (‘2/) Dabei bezeichnet (‘2/) die Menge der zweiele-
mentigen Teilmengen von V', und V' heifst Menge der Vertices und E
Menge der Kanten des Graphen. Zwei Graphen (Vi, Ey) und (Va, Es)
heifien isomorph, wenn eine bijektive Abbildung o : Vi — Vy ewistiert,
sodass

{vow} e By <= {p(v),p(w)} € By
fur alle v,w € V4. Die folgende Abbildung zeigt zwei isomorphe Gra-

phen:
2 3 2 3

1 1

1) Wieviele Graphen gibt es auf einer n-elementigen Vertexmenge?

2) Zeigen Sie mit Hilfe der Bahnenformel, dass es genau 4 Isomor-
phieklassen von Graphen mit 3 Vertices gibt.
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3) Schreiben Sie eine Funktion, die fir gegebenes n alle Isomor-
phieklassen von Graphen mit n Vertices bestimmt, indem sie fiir
jede Isomorphieklasse einen Reprdsentanten berechnet.

Hinweis: Zwer Graphen sind isomorph, wenn sie in derselben Bahn
unter der Operation der S,, auf der Menge aller Graphen mitn Vertices
liegen.



4

Computeralgebra in
Polynomringen

In der algebraischen Geometrie untersucht man Verschwindungsmen-
gen von Polynomen. Rechnungen mit solchen Mengen kann man also
in Rechnungen in multivariaten Polynomringen iibersetzen. In diesem
Abschnitt diskutieren wir den grundlegenden Algorithmus fiir solche
Rechnungen, den Buchbergeralgorithmus zur Berechnung von Grob-
nerbasen. Weiter stellen wir in Anwendungen die Beziehung zur Geo-
metrie her.

4.1 Algebraische Mengen

Definition 4.1.1 FEine algebraische Menge ist die gemeinsame Null-
stellenmenge

V(fl,---,fr) = {p € K" | fl(p) = 07"'7fr(p) = 0}

von multivariaten Polynomen f1, ..., fr € K [x1, ..., 2, ] tiber einem Kor-
per K.

Die algebraische Geometrie studiert mit Methoden der kommuta-
tiven Algebra solche algebraischen Mengen.

Beispiel 4.1.2 FEinige algebraische Mengen sind auch aufSerhalb der
algebraischen Geometrie allgemein bekannt, zum Beispiel:

) V(1)=®,
e V(0)= K",

e die Menge aller Losungen x € K™ eines linearen Gleichungssy-
stems

A-xz-b=0
mit Ae K™ ynd be K",

91
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e cin Kreis
V(2?3 +23-1) c R?
oder allgemeiner Kegelschnitte (Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln).

o der Graph
' (g9) =V (z2-b(21) - a(21)) € K

einer rationalen Funktion

a
QZEEK(Zﬁl).

Zum Beispiel ist der Graph von g(x1) =

3
z7-1
1

[(g) = V(xawr -2t +1) c K2,

siehe Abbildung 4.1 fiir K =R. Den Plot kénnen wir in MAPLE

Abbildung 4.1: Graph einer rationalen Funktion

als Funktionsgraphen erstellen durch

plot((xz1°3-1)/z1, z1=-5..5, view =[-5..5, -5..5]);
und als algebraische Menge durch

with(plots):

implicitplot (z1#x2-(21°3-1), zl1=-5..5, z2=-5..5,
numpoints=10000) ;

Nicht jede Kurve in K? ist ein Graph (z.B. der Kreis ist kein
Graph). In Abschnitt 1 haben wir bereits Beispiele von algebrai-
schen Flichen gesehen, z.B. die Kummerquartik (Abbildung 1.8),
die Togliattiquintik (Abbildung 1.9), und die Barthsextik (Abbil-
dung 1.10).
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Viele polynomiale Gleichungssysteme haben die selbe Losungsmen-
ge, etwa ist
ZE1=0 }@{ x1+x2=0
T = 0 1 —T9 = 0

(mit dem Gaufalgorithmus). Gibt es auf Seite der Algebra eventuell
eine Struktur, die genau die Geometrie abbildet? Eine leichte aber sehr
wichtige Beobachtung in Bezug auf die algebraische Menge V' (f1, ..., fs)
mit f; € R = K [x1,...,2,] ist die folgende: Ist f1 (p) =0,..., fs (p) =0
fiir p e K™, dann verschwindet auch jede R-Linearkombination der f;
auf p, d.h.

(zs;nfz) (p) = én (p) fi (p) =0

fiir alle r; € R. Dies fithrt auf einen der wichtigsten Begriffe in der
Algebra:

Definition 4.1.3 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal ist
eine nichtleere Teilmenge I ¢ R mit

a+bel

rael

fiir alle a,be I undre R.
Fiir S ¢ R bezeichnet

(S) =A{Zcnasicnri - fil ri € R, fie S} c R
das von S erzeugte Ideal (Ubung: dies ist ein Ideal).

Aufgrund der obigen Beobachtung betrachtet man statt der Null-
stellenmenge von festgelegten Gleichungen besser die Nullstellenmenge
eines Ideals:

Definition 4.1.4 Ist [ ¢ K [x1,...,x,] ein Ideal, dann heifst die Null-
stellenmenge

VI)={peK"|f(p)=0Vfel}

die Verschwindungsmenge von I.

Wie gerade gesehen gilt dann
V(fin f) = V{1, fs)).

Andererseits ist V() immer eine algebraische Menge, denn jedes Ideal
I c K[xy,...,x,] ist endlich erzeugt, also von der Form I = (fi,..., fs)
mit f; € R. Ringe mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als Noe-
thersch.
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Definition 4.1.5 Fin kommutativer Ring R mit 1 heifst Noethersch,
wenn jedes Ideal I ¢ R endlich erzeugt ist.

Diese Ringe heifsen Noethersch nach Emmy Noether (1882-1935),
die die allgemeine Strukturtheorie dieser Ringe formuliert hat. Der
Hilbertsche Basissatz zeigt, dass R = K [z1,...,z,] Noethersch ist.
Dies werden wir im folgenden Abschnitt beweisen.

Es bleibt dann immernoch die Frage ob das Ideal I = (f1, ..., f,) alle
Gleichungen enthélt, die auf V(I) verschwinden. Damit kénnten wir
eine Bijektion zwischen Idealen und algebraischen Menge herstellen.
Diese Frage zu beantworten ist, wie wir sehen werden, etwas kompli-
zierter.

4.2 Der Basissatz

Zum Beweis des Basissatzes verwenden wir die folgende Charakterisie-
rung von Noetherschen Ringen, die auch im algorithmischen Rechnen
in multivariaten Polynomringen eine zentrale Rolle spielen wird:

Satz 4.2.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Die folgenden Bedin-
gungen sind dquivalent:

1) R ist Noethersch, d.h. jedes Ideal I ¢ R ist endlich erzeugt.

2) Jede aufsteigende Kette
ILiclyclyc...cl,c...
von Idealen wird stationdr, d.h. es gibt ein m, sodass
Ipy=Ini1=1no=...
gilt.

3) Jede nicht-leere Menge von Idealen besitzt beziiglich Inklusion ein
mazimales Element.

Beweis. Wir beweisen die Implikation (1) = (2), die im Folgenden
die entscheidende Rolle spielen wird. Die Implikation (2) = (3) und
(3) = (1) sind ebenfalls nicht schwer (siche dazu Ubung 4.2).

Sei I; c I, c ... eine Kette von Idealen. Dann ist

ebenfalls ein Ideal: Sind a,b € I, so existieren ji,j, € N mit a € [;,

bel;,, und somit ist

a+b € Lnax(j o) C 1.
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(Ubung: Uberpriifen Sie die Bedingung zu skalaren Vielfachen). Nach
(1) ist I endlich erzeugt, also gibt es aq,...,a, € I mit [ =(ay,...,a,).
Fiir jedes a;, existiert ein j; mit ay € [;,. Fir

m:=max{jx | k=1,...,n}
gilt dann a4, ..., a, € I,, also
I={ay,...,ap)clpclyp c...cl
und somit
[m: m+l =
]

Beispiel 4.2.2 1) Der Ring der ganzen Zahlen 7 ist Noethersch,
denn die Ideale von 7 sind alle von der Form

(n)=nZ={nk|keZ},
also endlich erzeugt (von einem einzigen Element).

2) Ein Kérper K besitzt nur die Ideale (0) und K = (1), siehe auch
Ubungsaufgabe 4.1. Insbesondere ist K Noethersch.

Hilbert hat 1890 gezeigt, dass der Polynomring K[z, ...z,]| Noe-
thersch ist.

Satz 4.2.3 (Hilbertscher Basissatz) Sei R ein Noetherscher Ring,
dann ist R[x] ebenfalls Noethersch.

Daraus erhalten wir mit Induktion nach der Anzahl der Variablen
Rl[z1,... 2] = R[x1,. .., Zn 1][20],
und da Korper Noethersch sind:

Corollar 4.2.4 Sei K ein Kérper und n € N. Dann ist der Polynom-
ring K[x1,...x,] in n Variablen Noethersch.

Der Beweis des Hilbertschen Basissatzes betrachtet die Leitkoeffi-
zienten in R von Polynomen in R[z]:

Definition 4.2.5 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fin Element

=t o e Rlxy, .

heifst Monom, ein Element c-x® mit c € R heifit Term. Jedes Poly-
nom f € R[x1,...,x,] ist eine endliche Summe [ =Y cox® von Ter-
men. Der Grad deg(f) von f ist das mazimale |af ==y + ... + v, € Z
mit c, # 0.
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Ist > eine Totalordnung auf der Menge der Monome von R[4, ..., T, |
und f € R[x1,...,x,], dann heifst der grofite Term

LT(f)=c-a*
der Leitterm von f,
LO(f) =
der Leitkoeffizient von f, und
L(f)=a®

das Leitmonom von f.
Ist der Leitkoeffizient ¢ = 1, so bezeichnet man f als normaiert.

Beispiel 4.2.6 Fir univariate Polynome in R[x] gibt die Ordnung
nach dem Grad eine Totalordnung > auf der Menge aller Monome.

Wir werden sehen, dass Totalordnungen auf der Menge der Mo-
nome eine wichtige Rolle bei der Verallgemeinerung der Division mit
Rest auf den multivariaten Fall und dadurch im Buchbergeralgorith-
mus spielen.! Wir beweisen nun Satz 4.2.3:

Beweis. Sei R[z] nicht Noethersch. Dann gibt es ein nicht endlich
erzeugtes Ideal I ¢ R[x]. Sei fi € I mit deg(f1) minimal, fy € I\ {f1)
mit deg( f2) minimal, und induktiv

Jeer € I\N(f1,o o0, fr)

mit deg( f+1) minimal. Man beachte, dass (fi,..., fx) £ [ firallek e N
(sonst wére I von fi,..., fx erzeugt). Damit gilt

deg(f1) <deg(fz2) <...<deg(fr)<...

und wir erhalten eine aufsteigende Kette von Idealen in R

(LC(f1)) e (LC(f1),LC(f2)) € ... e (LC(f1), ..., LC(fr)) © ...

wobei wir die Totalordnung der Monome nach maximalem Grad aus
Beispiel 4.2.6 verwenden. Wir zeigen, dass diese Kette strikt aufstei-
gend und somit R nach Satz 4.2.1 nicht Noethersch ist: Angenommen

(LC(f1), -, LC(f) = (LC(f1). .., LC(finn))

Dann konnen wir schreiben

k
LC(fre1) = Z; b; LC(f;)

'Hier braucht man aber im Allgemeinen noch eine wichtige Zusatzbedingung
an die Totalordnung, die tatséchlich von der Ordnung aus Beispiel 4.2.6 erfiillt
und implizit im Beweis von Satz 4.2.3 auch verwendet wird.
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mit b; € R. Aus dieser Gleichung kénnen wir ein Element g € (f1,.. ., fi)
konstruieren, das denselben Leitkoeffizienten und sogar den selben
Leitterm wie fj,; hat. Dazu betrachten wir die Linearkombination
der f; mit den Koeffizienten b;, wobei wir alle Leitterme auf den Grad
des Leitterms von f;.1 hochmultiplizieren, also

k
g:= Z bj . pdes(frv1)-deg(fy) . fj € (fl, o ,fk) .
j=1

Da der Leitterm von xdes(fis1)=des(f;) . f, genau der Leitterm von f;
multipliziert mit zdes(fes1)-des(£) jst? und alle diese Terme den selben
Grad haben, folgt

LT(g) = LT(fx+1)-

In der Differenz von g — fr,1 kiirzten sich dann die Leitterme, also ist

deg(g - fk:+1) < deg(fk+1)7

ein Widerspruch, da g— fxy1 € I\ (f1,-.., fx), und fi,1 in dieser Menge
mit minimalem Grad gewéhlt war. m

4.3 Univariate Systeme

Es gibt zwei Spezialfille von algebraischen Gleichungssystemen, die
wesentlich einfacher zu handhaben sind, univariate Systeme (n = 1)
und lineare Gleichungssysteme (deg(f1) = ...deg(f.) = 1). Zunéchst
zu den univariaten Systemen: Fiir K ein Korper ist, wie in Abschnitt
2.2 diskutiert, K[X] ein Euklidischer Ring. Wir konnen also den Eu-
klidischen Algorithmus zur Bestimmung des ggT durchfithren (wobei
die Division mit Rest durch die Polynomdivision realisiert ist). Ideale
in Euklidischen Ringen haben eine besonders einfache Struktur, denn
jedes Ideal wird von einem einzigen Element erzeugt.

Definition 4.3.1 Einen kommutativen Ring mit 1, in dem jedes Ideal
von einem einzigen Element erzeugt ist, bezeichnet man als Haupt-
idealring.

Bemerkung 4.3.2 1) Jeder Hauptidealring ist also Noethersch.

2) Der Polynomring in (mindestens) zwei Variablen K[x,y] dber
einem Korper K ist kein Hauptidealring, siehe Ubung 4.5.

Satz 4.3.3 Fuklidische Ringe sind Hauptidealringe.

Dies ist fiir die von uns verwendete Totalordnung nach Grad offensichtlich
korrekt. Diese Kompatibilitdt der Ordnung mit der Multliplikation ist die oben
angesprochene fiir Division und Buchbergeralgorithmus notwendige Zusatzbedin-

gung .
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Beweis. Sei (R,d) ein euklidischer Ring und I ¢ R ein Ideal. Das
Ideal I = (0) ist ein Hauptideal. Sonst betrachten wir b € I\ {0} mit
d (b) minimal.

Sei a € I beliebig und a = g-b+r mit r =0 oder d(r) < d(b). Da
mit @ und b auch r € I ist, muss r = 0 sein, denn sonst héitten wir ein
Element kleinerer Norm gefunden. Also ist a € (b).

Damit folgt I c(b)cI. m

Bemerkung 4.3.4 Der Ring 7Z [%__19] st ein Hauptidealring, aber
kein euklidischer Ring (ohne Beweis).

In euklidischen Ringen kann man analog zu Z die Division mit
Rest und den euklidischen Algorithmus 2.1 zur Bestimmung des ggT
durchfiihren, da bei jedem Divisionsschritt die Euklidische Norm klei-
ner wird. Somit hat man eine Methode, den gg'T effizient zu berechnen.

Beispiel 4.3.5 Wir berechnen den ggT von
fizxt+23 und fo=2*-1
in Q[x] mit dem Euklidischen Algorithmus
x4+m3:1-(:1c4—1)+(:1c3+1)
at-l=z-(2*+1)+ (-2 -1)
d+1=(-2?+2-1)-(-2-1)+0

also
geT(f1, fo2) =x+1.

Mit dem Euklidischen Algorithmus kénnen wir fiir ein durch Er-
zeuger gegebenes Ideal sofort einen einzigen Erzeuger angeben, denn
es gilt allgemein fiir Hauptidealringe:

Satz 4.3.6 Sei R ein Hauptidealring und fi, ..., fs € R. Dann gilt:

(fla ---7fr> = <ggT(f17 7fs)>

Beweis. Da R ein Hauptidealring ist, ist

(fi,- f5) = {d)

mit einem d € R, und somit d | f; fiir alle . Andererseits gibt es a; € R
mit
d= Oélfl +...+ Oésfs.

Somit teilt jeder Teiler von allen f; auch d. Damit ist

d=ggT (f1,.., fs),

(wobei diese Gleichung nur bis auf Einheiten Sinn macht). m
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Beispiel 4.3.7 In Z gilt
(120,84) = (ggT (120,84)) = (12) .
In Beispiel 4.3.5 qult
(zt+2® 2'-1)=(x+1)
Dies zeigt, dass
Vigt+2? 2 -1)=V(z+1)={-1}.

Allgemein wird f = ggT(f1,..., f-) € K[z] ein Polynom héheren
Grades sein. Um die Losungen von f(z) = 0 zu bestimmen, miissen wir
die Primfaktorisierung von Z auf Polynome verallgemeinern und iiber
einer geeigneten Korpererweiterung L von K also in L[z] anwenden.
Auf Polynomfaktorisierung werden wir spater zuriickkommen. Ein al-
ternativer Ansatz ist, die Losungen von f mit numerischen Methoden
approximativ zu bestimmen.

Bemerkung 4.3.8 Ist K = K algebraisch abgeschlossen, dann zer-
fallt f nach dem Fundamentalsatz der Algebra in Linearfaktoren. All-
gemein konnen wir ein beliebiges K zu K zum Zerfillungskorper von
f erweitern.

Die Linearfaktoren von f korrespondieren zu den Losungen von
f =0, das heif$t zu den Elementen von V(f): Ist

f=(x-a)q

dann gilt f(a) =0 und ist umgekehrt f(a) =0, dann liefert Division
mit Rest von f durch x —«a eine Gleichung

f=(@-a)-q+r
wobei der Rest r eine Konstante ist. Fir diese gilt
0=f(a)=r(a)=r.

Ist K nicht algebraisch abgeschlossen, dann muss f nicht in Line-
arfaktoren zerfallen:

Bemerkung 4.3.9 Uber K = Q haben wir V(z2 + 1) = @, wdihrend
V(x?+1) ={-i,i} iber K =C.
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4.4 Lineare Gleichungssysteme

Der zweite Spezialfall von algebraischen Gleichungssystemen, fiir die
wir bereits einen Algorithmus zur Bestimmung der Losungsmenge ken-
nen, ist der eines linearen Gleichungssystems. Wir kénnen den Gaufs-
algorithmus zur Bestimmung einer Zeilenstufenform wie folgt formu-
lieren. Diese Formulierung erlaubt uns spéter zu sehen, wie sich der
Gaukalgorithmus zum Buchbergeralgorithmus verallgemeinert.

Algorithmus 4.1 Gaufs

Seien 0 # f1,..., fr € K[x1,...,x,] lineare Polynome. Wir ordnen die
Monome der f; durch

T1> x> ...>T, > 1.

Solange es f; und f; gibt mit L(f;) = L(f;) ersetze f; durch das S-
Polynom (oder Syzygienpolynom,)

spoly(fi, f;) = LC(fi) f; - LC(f;) fi-
Ist f; =0 dann losche f;.

Sortieren wir die f; noch nach der Grofe von L(f;), dann termi-
niert dieser Algorithmus mit einer Zeilenstufenform.

Bemerkung 4.4.1 Subtrahieren wir von allen f; geeignete Vielfache
aller f; mit L(f;) < L(f;), so kénnen wir erreichen, dass kein Term
von

tail(f;) = f; - LT(f;)
ein Vielfaches von L(f;) ist, weiter durch Multipikation von f; mit

dem Inversen von LC(f;), dass LC(f;) =1 fiir alle j. Damit erhalten
wir die eindeutige reduzierte Zeilenstufenform.

Beispiel 4.4.2 Wir lésen das System

f1 = T1 *+ X9 + 1 =0
fg = 1 + X9 + 2£L'3 + 21’4 + 1 =
fg = 1 + T9 + I3 + X4 + 1 =0

tiber Q. Der Gaufalgorithmus liefert das dquivalente System

f1 = xr1 + xT9 + + 1 =
spoly(fi, f2) = 2r3 + 214 =
spoly(fi, f3) = T3 o+ Xy =0

und schliefllich, da das S-Polynom der letzten beiden Polynome ver-
schwindet, das dquivalente System

fi = X1 + Xy + + 1 =0
spoly(fi, f2) = 205 + 214 = 0
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Mit dem (allgemeiner auf jedes algebraische Gleichungssystem an-
wendbaren) Buchbergeralgorithmus erhalten wir in SINGULAR die re-
duzierte Zeilenstufenform durch:
ring R = 0, (x(1..4)),1lp;
ideal I = z(1) + x(2) + 1,

z(1) + x(2) + 2*x(3) + 2*x(4) + 1,
z(1) + x(2) + x(3) + z(4) + 1;
option(redSB);

groebner(I);

_[1] = z(3) + x(4)

_[2] = x(1) + z(2) + 1

Hier miissen wir die Option redSB setzen, um eine reduzierte Stu-
fenform zu erhalten. Die Nullstellenmenge konnen wir dann direkt in
parametrischer Form schreiben als

—T9 — 1
T2
—1y4
Ty

V(f1, fa, f3) =

|5E2,!L"4€@

Fiir ein Beispiel zur Losung des Interpolationsproblems mittels
linearen Gleichungssystemen siehe Ubung 4.5. Dieses Problem kann
man auch mit Hilfe des chinesischen Restsatzes fiir univariate Poly-
nomringe (das heifft mittels des Euklidischen Algorithmus) lésen, siehe
Ubung 2.23.

4.5 Algebraische Gleichungssysteme und der
Nullstellensatz

Bemerkung 4.5.1 Sei K ein Korper Ein multivariates algebraisches
Gleichungssystem in Variablen 1, ..., x, tber einem Korper K ist durch
ein Ideal I ¢ K[z1,...,x,] gegeben. Nehmen wir fir den Moment der
Einfachheit halber an, dass V(I) eine endliche Menge ist. Wir kin-
nen V(1) bestimmen, indem wir das Problem auf den univariaten Fall
zurickfihren. Bezeichne mit

T - K" — K7 (ala "'7an) = ay
die Projektion auf die i-te Koordinatenachse. Offenbar gilt
m(V(I)) e V(InK[z]) c K,

denn jedes Polynom in I n K[x;] verschwindet, aufgefasst als univa-
riates Polynom, auf m;(V (I)).

Algorithmus 4.2 (Endliche algebraische Menge) Damit erhalten
wir den folgenden Algorithmus zur Bestimmung der endlichen alge-
braischen Menge V (I):
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1) Berechne I n K[x;] = (f;) mit f; € K[x;]. Man beachte, dass
K|[x;] ein Hauptidealring ist.
2) Bestimme V(f;) ¢ K wie im univariaten Fall.

3) Uberpriife, welche Punkte von V(f1) x ... x V(f,) in V(I) ent-

halten sind.

Siehe dazu Abbildung 4.2 fir den Durchschnitt von zwei Ellipsen
aus Abschnitt 1. Siehe auch Ubung /.6.

2
10
0®
10
2 e O . L @
-2 -1 0 1 2

Abbildung 4.2: Projektionen des Durchschnitts von zwei Ellipsen

Damit dieses Verfahren in der Praxis algorithmisch funktionie-
ren kann, miissen natiirlich die V(f;) endlich sein. Wir wissen, dass
mi(V(I)) c V(i) endlich ist, aber die beiden Mengen sind i.A. nicht
gleich:

Beispiel 4.5.2 Sei I = (a2 +23) ¢ R[xy,22]. Offenbar ist V(I) =
{(0,0)} c R2, jedoch InR[x;] = {0}. Wir miissten also fir alle (unend-
lich vielen) x1 € V(f1) = R und x5 € V(f2) = R prifen, ob 22 + 23 =0
erfullt ist, um am FEnde festzustellen, dass dies nur fir x1 = 0 bzw.
z9 =0 der Fall ist.

Wir beobachten aber, dass tiber K = C die Menge V (22 + 2) nicht
endlich ist, denn fiir jedes x1 € C erhalten wir Losungen (1, £i-x1) €
V(z?+x3).

Tatséchlich tritt das obige Problem nicht auf, wenn K algebraisch
abgeschlossen ist, d.h. falls V(I) endlich ist, dann ist f; # 0. Um dies
zu sehen, miissen wir die Korrepondenz von algebraischen Menge und
Idealen etwas genauer beschreiben. Dazu verwenden wir die folgende
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Charakterisierung von leeren algebraischen Mengen, die direkt den
Fundamentalsatz der Algebra verallgemeinert (und die wir hier nicht
beweisen kénnen):

Satz 4.5.3 (Schwacher Nullstellensatz) Sei K ein algebraisch ab-
geschlossener Korper und I ¢ K[x1,...,x,] ein Ideal. Dann ist

V(D= <= 1=K[zx1,...,1,]
Definition 4.5.4 Sei S ¢ K" eine Teilmenge. Dann ist

1(S)={feK[z1,..0,] | f(p) =0 Vpe S}

ein Ideal (wie wir uns oben schon dberlegt hatten), das sogenannte
Verschwindungsideal von S.

Wir hétten gerne ein Resultat, das besagt, dass ein Ideal J =
(f1,..., fs) schon alle Gleichungen enthilt, die auf V(J) verschwin-
den. Darauf konnen wir sicher nicht hoffen:

I(V({2?))) = {x),

wir haben also Information iiber die Vielfachheit der Nullstelle von
2% in der Verschwindungsmenge V({z?)) und damit auch im Ideal
I(V({x?))) der Verschwindungsmenge verloren. Der folgende Satz be-
sagt, dass fiir K algebraisch abgeschlossen, das das einzige ist, was
passieren kann und wird:

Satz 4.5.5 (Nullstellensatz) Sei K ein algebraisch abgeschlossener
Korper und J c K[x1,...,x,] ein Ideal. Dann gilt

I(V(J)) =V,

wobet

VI={feK[ry, .. x,]|Ja e N mit f*e J}
das Radikal von J bezeichnet. Ist J =/J, so heift J ein Radikal-
ideal.

Beispiel 4.5.6 Das Radikal vergisst die Information tiber mehrfache
Nullstellen, beispielsweise ist

I(V({#%))) = V(a?) = {2).

Genauso haben z.B. die Ideale (x2, zy,y?), (x2,y?) und (z2,y) alle das
selbe Radikal (x,vy).
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Beweis. Nach dem Basissatz konnen wir J schreiben als J = (f1, ..., f).
Fir feI(V(J)) sei

L:=(J, y-f-1)cK[z1,...,2n,y].

Da f auf allen gemeinsamen Nullstellen von fi,..., fs verschwindet
und damit y - f — 1 nicht verschwindet, ist V(L) = @. Nach Satz 4.5.3
ist also L = K[xy,...,2,,y], d.h. es gibt ¢;,d € K[z1,...,2,,y] mit

l=ci-fi+.otes- fo+d-(y-f-1).

Setzen wir y = % sind die Koeffizienten von der Form ¢;(z1, ..., Ty, %)
Multiplizieren wir die Gleichung mit einer geniigend hohen Potzenz a
von f, dann kiirzen sich die Nenner und f% ¢ J.

Die andere Inklusion ist eine leichte Ubung. m

Mit Hilfe des Nullstellensatzes konnen wir die Geometrie algebrai-
scher Mengen in die Algebra iibersetzen:

Bemerkung 4.5.7 Fiir K algebraisch abgeschlossen ist durch
I
{algebraische Menge X c K™} e {Radikalideale in K[z1,...,x,]}

eine inklusionsumkehrende Bijektion gegeben, also insbesondere

V(I(X))=X
1(V(J)) =17

fur alle algebraischen Mengen X und Radikalideale J.

Beweis. Dass [ und V inklusionsumkehrend sind, ist nach Definition
klar. Satz 4.5.5 zeigt I(V(J)) = J fur J radikal. Ist weiter X eine
algebraische Menge, dann verschwindet jedes f e I(X) auf X, d.h.
X c V(I(X)). Schreiben wir umgekehrt X =V (f1,..., f.), dann sind
fioo frel(X), also (fi,..., fr) c I(X) und somit

V(X)) e V({fir s i) = X.

Bemerkung 4.5.8 Die Gleichung V(I(X)) = X ist nur fir algebrai-
sche Mengen X korrekt: Sei

S = {(xl,xQ) eR*|zi+223=1 and 71,25 2 0}

der in Abbildung 4.5 in schwarz eingezeichnete Ellipsenabschnitt. Wir
haben

I(S) = (x%+2x%— 1)
also ist V(I(S)) die komplette Ellipse, die kleinste algebraische Men-
ge, die S enthdlt. Dies ist der Abschluss von S in der sogenannten

Zariskitopologie (in der die algebraischen Mengen genau die abge-
schlossenen Menge sind).
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Abbildung 4.3: Ellipsenabschnitt

Bemerkung 4.5.9 Sei K ein beliebiger Korper. Der Beweis von Be-
merkung 4.5.7 zeigt, dass auf der Menge der algebraischen Mengen die
Abbildung X — 1(X) injgektiv ist, da J — V (J) linksinvers dazu ist.

Nun zuriick zu unserem System aus Bemerkung 4.5.1:

Bemerkung 4.5.10 Um in unserem Setup zu zeigen, dass InK[x;] #
(0), konnen wir z.B. verwenden, dass offenbar

9i = aevy (@i —a;) e I(V(I)),

siehe Abbildung /.4. Da fiir K algebraisch abgeschlossen mit dem Null-

2

Iz

2 ;
-2 -1 0 1 2

Abbildung 4.4: Elimination fiir den Durchschnitt von zwei Ellipsen

stellensatz I(V(I)) = /I gilt, ist eine Potenz g € I und nach Kon-
struktion gilt natirlich auch g¢ € K[x;].
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Das zentrale algorithmische Problem ist nun die Bestimmung der
Ideale

I'nK[z:]=(fi).
Analog zum Gaufalgorithmus eliminiert man dazu Variablen, aller-
dings in nichtlinearen Gleichungen. Ein erst mal leichteres Problem
als die Bestimmung von f; ist die Frage, ob ein gegebenes Polynom
fi € K[x;] in dem Ideal I enthalten ist. Dies ist das sogenannte Ideal
Membership Problem. Wir werden sehen, dass beide Fragestellun-
gen tatsichlich auf dasselbe algorithmische Grundproblem fiihren und
mit Buchbergeralgorithmus gelost werden konnen.
Allgemein lédsst sich das Ideal Membership Problem formulieren
als: Entscheide fiir ein gegebenes Polynom

feK[xy,...,z,]

und ein gegebenes Ideal
IcK[xy,...,x,]

ob
fel

ist.

4.6 Monomordnungen

Zur Elimination von Variablen werden wir den Buchbergeralgorithmus
zur Berechnung einer Grobnerbasis verwenden, der wiederum den Eu-
klidischen Algorithmus im univariaten Fall und den Gaufalgorithmus
im linearen Fall verallgemeinert. Dazu benotigen wir eine Verallgemei-
nerung der Polynomdivision auf mehrere Variablen.

Um in der iiblichen Weise durch iteratives Abziehen des Leitterms
eine Division mit Rest durchzufiihren, miissen wir natiirlich zunachst
festlegen, welcher Term eines Polynoms der Leitterm ist. Fiir Monome
verwenden wir wie {iblich die Multiindexschreibweise 2 = 2" -...- 23"
mit dem Exponentenvektor o = (o, ..., o) € Nj.

Definition 4.6.1 Eine Monomordnung (oder Semigruppenord-
nung) auf dem multiplikativen Monoid der Monome in den Variablen
T1,...,Tp 1St

1) eine strenge Totalordnung >, sodass
2) > die Multiplikation respektiert, das heifit
x> 2P = 2% > 2P

fur alle o, B, 7.
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Wir erinnern uns: Eine strenge Totalordnung > korrespondiert zu
einer Totalordnung > durch

7% > 28 < (2% > 2° oder 2% = 27)
%> 2% < (2% > 2” und 2 # 2°).
Bemerkung 4.6.2 Die Definition schlief$t nicht aus, dass 1 > x. Tei-

len wir zum Beispiel 1 durch 1 — x unter dieser Festlegung, so gibt
Division mit Rest

1=1-(1-2)+=x
=(l+z2)-(1-2)+x”

= (22pr') - (1-2)+0
Wir erhalten somit die Entwicklung der geometrischen Reihe

1 o i
m =YicoT"

Division mit Rest funktioniert also wie erwartet, gibt aber keine Ant-
wort in endlich vielen Schritten.

Dieses Problem kann man durch Verwendung einer sogenannten
globalen Ordnung vermeiden:

Definition und Satz 4.6.3 FEine globale Ordnung ist eine Mono-
mordnung > mit den folgenden dquivalenten Eigenschaften:

1) > ist eine Wohlordnung

(d.h. jede nichtleere Menge von Monomen hat ein kleinstes Ele-
ment).

3) x*>1 fiir alle 0 # o € N

4) Falls 2P | 2% und x® # 28 dann z® > 2P

(d.h., > verfeinert die Halbordnung nach Teilbarkeit).
Ist x; <1 Vi, dann heifst > eine Lokalordnung.

Beweis. Die Implikationen (1) = (2) = (3) = (4) sind leicht zu se-
hen, sieche Ubung 4.10. Fiir (4) = (1) zeigen wir im folgenden Lemma,
dass jede nichtleere Menge von Monomen nur endlich viele minimale
Elemente beziiglich Teilbarkeit hat. Dann miissen wir nach Annahme
(4) nur diese minimalen Elemente betrachten, und, da > eine Total-
ordnung ist, gibt es unter diesen endlich vielen ein minimales Element.
]
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Lemma 4.6.4 (Dickson, Gordan) Jede nichtleere Menge von Mo-
nomen hat nur endlich viele minimale Elemente beziiglich Teilbarkeit.

Beweis. Sei M # @ eine Menge von Monomen in den Variablen
T1,...,Zy, und sei (M) c K[xy,...,z,] das Ideal erzeugt von den
Elementen von M. Nach dem Hilbertschen Basissatz 4.2.3 ist (M) =
(f1,..., fs) mit Polynomen f; = Y%, r; ym; wobei r;; € K[xy,...,7,]
und myq,...,m, € M. Damit ist

(M) c(mq,...,my)c(M).

Unter den myq, ..., m, nechmen wir die minimalen Elemente in Bezug
auf Teilbarkeit. m

Das im Beweis betrachtete Ideal ist ein Beispiel eines monomialen
Ideals:

Definition 4.6.5 FEin Ideal I c K[x1,...,x,] heifst monomiales Ide-
al, wenn es von Monomen erzeugt wird.

In dem Beweis haben wir auch die folgende triviale, aber sehr wich-
tige

Lemma 4.6.6 Sei I = (M) ein monomiales Ideal erzeugt von den
Monomen in M. Ist f €I, dann ist jeder Term von f in I.

Insbesondere falls f € I ein Monom ist, dann g¢ibt es ein m € M
mit m | f.

Beweis. Ist f = Y7 rym; € [ mit r; € K[zy,...,2,] und m; € M,
dann ist jeder Term von f ein Vielfaches von einem Term von einem
(eventuell mehreren) r;m; und damit ein Vielfaches von m,;. m

Corollar 4.6.7 Jedes monomiale Ideal hat ein eindeutiges minima-
les Erzeugendensystem aus endlich vielen Monomen.

Beweis. Folgt direkt aus dem Beweis vom Lemma 4.6.4. Alternativ
kénnten wir das Lemma auf die Menge der Monome in dem Ideal
anwenden. m

Wir diskutieren nun einige Beispiele von Monomordnungen. Zu-
néachst bemerken wir:

Beispiel 4.6.8 In einer Variablen x ist durch x > 1 eine eindeutige
Monomordnung festgelegt, denn mit Definition 4.6.1(1) folgt x**! > z?
fur alle i. Genauso ist durch x < 1 eine eindeutige Monomordnung
bestimmt. Alle globalen Monomordnungen sind also dquivalent zu x >
1, alle lokalen Ordnungen zu x < 1.

Beispiel 4.6.9 Die folgenden Ordnungen sind globale Monomordnun-
gen
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1)

2)

Die lexikographische Ordnung:

1% > 2P < der erste Eintrag #0 von links in o — (3 ist positiv

In SINGULAR wird diese Ordnung abgekiirzt als lp. Interpretie-
ren wir x* als das Wort

T1...L1...Tp...Tp
N— —— [ —

a1 Qn

dann funktioniert die lexikographische Ordnung also wie die Ord-
nung von Worten in einem Lexikon.

Die lexikographische Ordnung ist tatsachlich eine globale Mono-
mordnung:

o Fir a# [ hat a— [ einen ersten Fintrag + 0 von links und
auf diesem verwenden wir die tbliche Totalordnung auf Z.

e Die Ordnung ist multiplikativ, denn

xa . a;,’y - xOL+“{

8.V = P

und

(a+7)=(B+7)=a-p.
e Esist x; > 1 fiir alle i, denn x; = 2* mit o = e; und 1 = 28
mit 3 =0.

Die Grad-reverse-lexikographische Ordnung:
x> 28 < degx® > degx? oder (degax® = dega® und 31 <i<n:
Un = By ooy Qi1 = Bis1, @ < Bi).
In SINGULAR wird diese Ordnung mit dp abgekiirzt. In Ubungs-
aufgabe 4.11 zeigen wir, dass dp eine global Monomordnung ist.

Ein Beispiel einer lokalen Ordnung ist die negative lexikogra-
phische Ordnung:

xOé

> ¥ <= der erste Eintrag # 0 von links in o — 3 ist negativ

In SINGULAR wird diese Ordnung mit ls abgekiirzt.

Beispiel 4.6.10 Fir lp auf den Monomen in x,y, z haben wir (wobei
wir Monome und Ezponentenvektoren identifizieren)

z=(1,0,0) >y = (0,1,0) > z = (0,0,1)
ry? = (1,2,0) > (0,3,4) =9°2*
w3y22t = (3,2,4) > (3,1,5) = a3y 2P
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Andererseits erhalten wir fir dp
x=(1,0,0)>y=(0,1,0) > 2 =(0,0,1)

zy® = (1,2,0) < (0,3,4) = y°z*
2y’ = (3,2,4) > (3,1,5) = 2y2°

und fiir ls

2 =(1,0,0)<y=(0,1,0) < 2 = (0,0,1)
vy’ =(1,2,0) < (0,3,4) = ="
w3221 = (3,2,4) < (3,1,5) = 23y2°

In SINGULAR. konnen wir Monome folgendermaflen vergleichen:

ring R=0, (z,y,2),1lp;
>Y;

1

Y>2;

1

TXY"2>Y"3%274;

1

T3*Y " 2*27Y>T " I*y*2”5
1

ring R=0, (z,y,2),dp;
z>Y;

1

Y>2;

1

THY“2>Y"3*¥274;

0

T 3*Y " 2*27Y>T " I*Yy*2z"5
1

ring R=0, (z,y,2),1ls;
1>z;

1

z>Y;

1

Y>T;

1

THY“2>Y"3*¥274;

0

T 3*Y " 2*27Y>T " I*Yy*2z"5
0

Beispiel 4.6.11 Fir lp haben wir (siehe Definition /.2.5)

L(52%y +yz?) = 2%y.

110
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In SINGULAR bestimmen wir den Leitterm, das Leitmonom und
den Leitkoeffizienten wie folgt:
ring R=0, (z,y,2),1lp;
poly f = b*xx 2*y+x*y~2;
lead(f);
bz2y
leadcoef(f);
5
Leadmonom(f);
T2y

4.7 Division mit Rest und Grobnerbasen
Im Folgenden sei K ein Korper und
R=K[x1,...,x,].

Dann lasst sich wie in Algorithmus 4.3 beschrieben die Division mit
Rest durchfiihren.

Algorithmus 4.3 Division mit Rest

Input: feR, g1,...,95 € R, > eine globale Ordnung auf den Monomen
von R.

Output: Einen Ausdruck

f=q+r=Yi_10,9;+r

sodass L(r) durch kein L(g;) teilbar ist.

1: ¢q=0
2:r=f
3: while r # 0 and L(g;) | L(r) fiir ein ¢ do
4:  Kirze den Leitterm von r:
) _ LT(r)
% 4= IT(g)
6: g=q+a-g
7

r=r-a-g;

Beweis. In jeder Iteration wird der Leitterm von r kleiner beziiglich
>, somit terminiert der Algorithmus, da > eine Wohlordnung ist. m

Wie wir in Bemerkung 4.6.2 gesehen haben, konnen wir fiir nicht-
global Ordnungen im Allgemeinen nicht erwarten, dass die Division in
endlich vielen Schritten terminiert.

Man beachte, dass es keinen Sinn macht, im Divisionsalgorithmus
die stérkere Bedingung L(r) < L(g;) fir alle ¢ zu fordern: Teilen wir
etwa bezliglich lp z; durch x5, so ist der Rest x; und damit grosser
als xo.
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Beispiel 4.7.1 Beziiglich der lexikographischen Ordnung auf K|[x,y]
mit x >y teilen wir f =2?y+x durch G ={y-1,22-1}

r’y+r= 22(y-1)+1-(x?-1)+x+1
x2y — x?

r’+ux

x2-1

x+1

und erhalten den Rest x + 1. Leitterme notieren wir in rot, Reste in
grin.
In SINGULAR kénnen wir diese Rechnung durchfiihren mit:
ring R = 0, (z,y),lp;
poly f = xz"2*y+zx;
1deal I = y-1, © ~2-1;
reduce(f,I);
T+1

Fiir ein weiteres Beispiel siche Ubung 4.7.

Wir zeigen nun, dass Algorithm 4.3 fiir jedes Polynom f € R und
jedes Ideal I c¢ R das Ideal-Membership-Problem 16st, d.h. f € I ent-
scheidet. Wir werden sehen, dass dies aber nur unter der Vorausset-
zung funktioniert, dass wir nach einem geeigneten Erzeugendensystem
G von [ teilen. Um das Ideal-Membership-Problem zu entscheiden
miissen wir in der Lage sein, jeden moglichen Leitterm eines Ele-
ments von / mit einem Leitterm eines Elements von G zu
kiirzen. Wir formulieren diese Bedingung mit Hilfe der beiden fol-
genden Definitionen in dem Begriff der Grébnerbasis:

Definition 4.7.2 Gegeben eine Monomordnung > und eine Teilmenge
G c R, definieren wir das Leitideal von G als

L>(G) = (L(f) | f e G\{0}) € R,

das von den Leitmonomen erzeugte monomiale Ideal. Wenn die Wahl
von > klar ist, schreiben wir einfach L(G) = L. (G).

Definition 4.7.3 (Grébnerbasen) Sei I ein Ideal und > eine glo-
bale Monomordnung. Fine endliche Menge

Gcecl
mit 0 ¢ G heiffit Grobnerbasis von I beziiglich >, falls
L(G) = L(I).

Man beachte, dass die Inklusion c fiir jede Teilmenge G von [
erfiillt ist. Die Existenz einer Grobnerbasis sieht man leicht:
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Satz 4.7.4 Jedes Ideal I ¢ R hat eine Grobnerbasis.

Beweis. Da L(I) endlich erzeugt ist, ist nach Corollar 4.6.7 L(I) =
(mq,...,ms) mit Monomen m;. Weiter ist nach Lemma 4.6.6 jedes m;
teilbar durch L(g;) fiir ein Element g; € I. Damit ist

L(I) = (mh- . ,m5> c <L(gl)7 : 7L(gs)> c L(I)7

also bilden ¢y, ..., gs eine Grobnerbasis von /. ®

Von der Definition ist es erst mal nicht klar, ob G tatséchlich
ein Erzeugendensystem von [ ist. Indem wir das Ideal-Membership-
Problem l6sen, werden wir auch diese Frage beantworten.

Um transparent die Division mit Rest verwenden zu koénnen, for-
malisieren wir zunéchst die abstrakten Eigenschaften von Algorithmus
4.3 in der Definition einer Normalform.

Definition 4.7.5 Sei > eine globale Monomordnung auf R. Fiir eine
Menge G = {g1,...,9s} von Polynomen g; € R, ist eine Normalform
beziiglich > eine Abbildung NF(-,G): R - R mit

1) NF(0,G) = 0.
2) Ist NF(f,G) #0 dann ist LINF(f,G)) ¢ L(G).
3) Fir alle 0+ f € R gibt es a; € R mit
f-NF(f,G) = Ei.10:9: (4.1)
und L(f) > L(a;g;) fir alle i mit a;g; 0.

Einen Ausdruck wie in Gleichung /.1 bezeichnen wir auch als Stan-
dardausdruck. Wir sagen auch, dass NF eine Normalform ist, falls
NF(-,G) eine Normalform fiir alle G ist.

Lemma 4.7.6 Gegeben G = {g1,...,9s} und jede gewdhite Ordnung
der g; in der Division, liefert Algorithm 4.3 eine Normalform NF(-,G).
Diese nennen wir die Buchberger Normalform.

Beweis. Wir bilden f auf NF(f,G) := r ab. Falls der Algorithmus
r # 0 zuriickgibt, dann ist L(r) durch kein L(g;) teilbar, also L(r) ¢
L(G) nach Lemma 4.6.6. Bedingung (3) gilt, da in jeder Iteration des
Algorithmus L(a-g;) = L(r) < L(f). m

Mit Hilfe von Grobnerbasen und einer Normalform kénnen wir nun
das Ideal-Membership-Problem losen:

Satz 4.7.7 (Ideal-Membership) Sei I c R ein Ideal und f € R. Ist
G ={g1,...,9s} eine Grobnerbasis von I und NF eine Normalform,
dann gilt

fel < NF(f,G)=0.



4. COMPUTERALGEBRA IN POLYNOMRINGEN 114

Beweis. Betrachte einen Standardausdruck f = Y, a;g; + r with r =
NF(f,G), a; € R. Falls r =0 dann ist f = ¥, a,9; € (G) ¢ I und damit
f e 1. Ist andereseits r # 0 dann ist nach Definition 4.7.5 (2.)

L(r) ¢ L(G) = L(I).
Nach der Definition des Leitideals haben wir also
réel,

und damit f=3,a;,9;,+7r¢ 1. m
Satz 4.7.7 zeigt auch, dass eine Grobnerbasis ein Erzeugendensy-
stem ist, denn fiir jedes f € I haben wir einen Standardausdruck

f=2la9:=NF(f,G) =0

mit a; € R. Diese Beobachtung kann man auch elegant wie folgt for-
mulieren:

Lemma 4.7.8 Sind J c I c R Ideale mit L(J) = L(I), dann ist I = J.

Beweis. Sei G = {g1,...,9s} eine Grobnerbasis von J, NF eine Nor-
malform, f € [ and f = },a;9; + r ein Standardausdruck fir r =
NF(f,G). Also ist r € I. Falls » # 0, dann muss nach Definition
175 (2)

L(r) ¢ L(G) = L(J) = L(T)

gelten. Nach der Definition des Leitideals ist dann aber r ¢ I, ein
Widerspruch. =

Corollar 4.7.9 Ist G eine Grobnerbasis von I, dann gilt
I=(G).

Beweis. Wir haben L(I) = L(G) c L({G)) c L(I), also L({G)) = L(I)
und (G) c I. Gleichheit folgt aus Lemma 4.7.8. m

Beispiel 4.7.10 Die Erzeuger des Ideals I = (x* =1,y - 1) bilden schon
eine Grobnerbasis beziiglich lp: Weil x ¢ L(I) (Ubung) haben wir

L(I) = (2*,y) .

Mit Hilfe einer Grobnerbasis konnen wir insbesondere iiberpriifen,
ob ein gegebenes Ideal monomial ist:

Beispiel 4.7.11 Das Ideal

I = (a:y3 +ay?, oyt - 2yl 2oy, $2y4>
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ist monomial. Um dies zu sehen, bestimmen wir eine Grobnerbasis G
von I und testen mit Division mit Rest ob jeder Term jedes g € G in
I liegt:

ring R = 0, (z,y),lp;

1deal I = xry~3+x"2*xy~2, T*xY 3-T 2*Y"2,x 5%y, x"2*Yy"4;
tdeal G = std(I);
G;

_[1]=xy3
_[2]=z2y2-zy3
_[3]=zby

reduce (z2y2,G);

0

reduce (zy3,G);

0

Somit ist

I=(zy’, 2y, 2°y).
Abbildung 4.5 zeigt die Monome in I.

A

6

Abbildung 4.5: Monome in (zy3, x2y?, 25y)

Die Losung des Ideal-Membership-Problems vermége Division mit
Rest ist sogar dquivalent zur Grébnerbaseneigenschaft:

Proposition 4.7.12 Sei I ¢ R ein Ideal, > eine globale Monomord-
nung, und 0 ¢ G = {g1,....,9s} ¢ I und NF(-,G) eine Normalform.
Dann sind dquivalent:

1) L(G) = L(I), d.h. G ist eine Grébnerbasis von I,
2) NF(f,G)=0 < fel.
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Beweis. (1) = (2) haben wir in Satz 4.7.7 gezeigt.
(2) = (1): Fur f el ist NF(f,G) =0 und nach Definition 4.7.5(3)

haben wir einen Ausdruck

f= Zf:ﬂz‘gz‘

mit L(f) > L(a;g;) fir alle i. Somit muss es ein i geben mit L(f) =
L(a;g;), was wiederum impliziert, dass L(g;) | L(f). Somit ist L(f) €
L(G). =

4.8 Elimination

Mit Hilfe der lexikograpahischen Ordnung und dem Begriff der Grob-
nerbasis konnen wir das Eliminationsproblem l6sen.

Satz 4.8.1 Sei I ¢ K[x,...,x,] ein Ideal und G eine Grébnerbasis
von I beziiglich der lexikographischen Ordnung. Dann ist fir jedes m

Hy, ={9€G|L(g9) € K[Zms1,..., 5]}

eine Grobnerbasis von Jp, = I 0 K[ X1, .. T ]
Wir bezeichnen J,, auch als das m-te Eliminationsideal.

Beweis. Man beachte, dass L(g) € K[zps1,...,2,] impliziert, dass
g€ K[Tmi1, oy Tp ]

Insbesondere ist also H,, c J,,. Sei nun f € J,,,. Da GG eine Grébner-
basis von [ ist und J,,, c I, gilt NF(f,G) =0. Da f € K[zpmi1, ..., Tn],
kénnen wir zum Kiirzen des Leitterms nur Elemente g € G verwenden
mit L(g) € K[zms1,---, Tn], also mit g € H,,. Das Resultat liegt dann
offenbar wieder in K[z1, ..., ¥, ]. Induktiv verwendet die Division al-
so nur Elemente aus H,, und terminiert nach Annahme mit 0. Nach
Proposition 4.7.12 ist damit H,, eine Grobnerbasis von J,,. m

Beispiel 4.8.2 Betrachte das Ideal
I = <2x2—xy+2y2—2, 2x2—3xy+3y2—2)

aus Abschnitt 1. Dort haben wir schon eine Grébnerbasis von I beziig-
lich der lexikographischen Ordnung mit y > x berechnet:

ring R=0, (y,z),lp;

1deal I = 2+x 2-xxy+2*xy~2-2, 2*x"2-3*r¥y+3+y~2-2;
groebner(I);

_[1]=4z4-5x2+1

_[2]=3y+8z3-8z

Dies zeigt, dass

InK[z]= (42" -52% + 1) = ((z + 1)(z - 1)(2z + 1) (22 - 1))..
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Um x zu eliminieren, verwenden wir analog die lexikographische Ord-
nung mit x > y:
ring R=0, (z,y),1lp;
1deal I = 2+x 2-x*xy+2*xy~2-2, 2*x"2-3*xHy+3+y~2-2;
groebner(I);
_[1] = y3-y
_[2]= 2zy-y2
_[3]= 2z2-3zy+3y2-2
Somit ist
InK[yl=(y*-y) = (uly+1)(y-1)),

msgesamt also

11
V([) c {_17 17_57 5} X {07_17 1} .

Indem wir testen welche dieser 12 Punkte

202 —xy +2y* -2 =0 und
222 - 3zy+3y2-2=0

erfillen, erhalten wir

vr-{00 0. (1) (3}

siehe Abbildung /.2.

Fiir ein anderes Beispiel siche Ubung 4.8. Eine weitere wichtige
Anwendung der Elimination ist die Bestimmung von impliziten Glei-
chungen von durch Parametrisierungen gegebenen Mengen. Siehe dazu
Ubung 4.9.

4.9 Buchbergeralgorithmus

Die wesentliche Eigenschaft einer Grobnerbasis eines Ideals ist, dass
die Division nach der Grébnerbasis das Ideal-Membership-Problem
16st. Ist also G eine Grobnerbasis von [ ¢ R = K[y, ...,x,] beziiglich
> und NF (-, @) eine Normalform, dann ist

fel<« NF(f,G)=0.

Dies fithrt direkt auf einen Algorithmus zur Berechnung einer Grob-
nerbasis.

Beispiel 4.9.1 Betrachten wir zum Beispiel die Fragestellung, ob

f:xz—y2€I=<m2+y, xy+x).
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Division mit Rest von f beziiglich lp nach dem FErzeugendensystem
G={22+y, zy+x} von I gibt

wr-y?= 1 (2 +y)+ (-y” - y)
2 +y
-y’ -y

Also erhalten wir NF(f,G) = -y?> -y 0, jedoch

a:z—yQ:—y(az2+y)+x(acy+x)e],

insbesondere ist G keine Grobnerbasis von 1.

Das Problem wird dadurch verursacht, dass sich in dieser Darstel-
lung von f € I die Leitterme kiirzen, denn eine solche Darstellung
wiirde nie von der Division mit Rest erzeugt. Wie 16st man dieses
Problem? In dem obigen Beispiel konnen wir einfach 32 + y zu G hin-
zufiigen und dann die Division mit dem Rest 0 beenden.

Die Idee ist also systematisch zu G Elemente von I hinzuzunehmen,
bis aus der Inklusion

L(G)c L(I)

eine Gleichheit wird, d.h. der Leitterm jedes Elements von I ein Viel-
faches des Leitterms eines Elements von G ist (siehe Lemma 4.6.6).
In dem Beispiel haben wir das Polynom z? — y? € I durch Kiirzen der
Leitterme der zwei Erzeuger 22 +y und zy +x von I erhalten. Wie wir
sehen werden, ist es auch allgemein ausreichend, die Leitterme von je
zwei Elementen von G zu kiirzen. Das Kiirzen realisiert man durch die
Bildung des S-Polynoms:

Definition 4.9.2 Das S-Polynom (oder Syzygienpolynom) von f, g €
K|xy,...,x,] ist definiert als

kgV(L(f),L(9)) , keV(L(/f),L(9))
LT(f) LT(g)

Fiir I = (G) ist mit f,g € G auch spoly(f,g) € I und sollte deshalb
zu 0 reduzieren, falls G schon eine Grébnerbasis war. Wir bilden also
spoly(f,g) fir f,g € G, priifen ob Division mit Rest nach G Null
ergibt, falls nicht fligen wir

NF(spoly(f,9),G) €l

f

spoly(f,g) =

zu G hinzu und iterieren, siehe Algorithmus 4.4. Dieses Verfahren be-
zeichnet man als den Buchbergeralgorithmus.
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Algorithmus 4.4 Buchberger
Input: [ =(gi,...,9s) ¢ R ein Ideal, und die globale Ordnung >.
Output: Eine Grobnerbasis G von I beziiglich >.

1 G= {917 -‘-793}

2: repeat

3 H=G
4. for all f,ge H do
5 r=NF(spoly(f,9), )
6: if » # 0 then
7
8:

G=Gu{r}
until G = H

Beweis. Sind f,g € H und r = NF(spoly(f,g),H) # 0 dann L(r) ¢
L(H) nach Definition 4.7.5(2.), also

L(H) & L(H u{r}).

Da K[x1,...,2,] nach Satz 4.2.3 Noethersch ist, terminiert der Algo-
rithmus nach Satz 4.2.1.
Es bleibt noch zu zeigen, dass

NF(spoly(f,g),G) =0

fiir alle f, g € G impliziert, dass G eine Grobnerbasis ist. Darauf werden
werden wir in Abschnitt 4.12 iiber das Buchbergerkriterium zuriick-
kommen. m

Zunéchst erproben wir den Algorithmus an einem Beispiel:

Beispiel 4.9.3 In obigem Beispiel 4.9.1 bilden wir
spoly(z” +y, xy +x) = -2 + 17,
reduzieren dies mit Division mit Rest zu
NF(-z* + 9%, G) =y* +y
und erhalten

G={x*+y, zy+z, y*+y}.

In der ndachsten Iteration missen wir nun noch

spoly(zy +z, y* +y) =0

und
spoly(z” +y, y* +y) = -z’y +y°
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bilden. Division mit Rest liefert

=ty +yt = (-y)- (@ +y)+y- (PP +y) +0
_ny_yZ
B
yP+y°
0

Somit erhalten wir keine neuen Elemente mehr, und der Buchbergeral-
gorithmus terminiert.

Beispiel 4.9.4 In SINGULAR kionnen wir diese Rechnung folgender-
mafen durchfiihren:

ring R = 0, (z,y),lp;

1deal I = z~2+y, xT*y+zT;

groebner(I);

_[1]=y2+y

_[2]=zy+tz

_[3]=z2+y

Bemerkung 4.9.5 Fiir den Buchbergeralgorithmus /. angewendet
in n Variablen auf ein Erzeugendensystem mit Elementen vom Grad
mazximal d ist, wie von Dubé 1990 gezeigt wurde, der Grad der Poly-
nome in der Grébnerbasis beschrinkt durch

1 2n71
2 (—d2 + d)
2
1st also polynomaial in d, und doppelt exponentiell in n d.h. in

O(exp(exp(n))).

Ausgehend von der Gradabschditzung kann man zeigen, dass auch die
Laufzeit doppelt exponentiell ist.

Anhand eines expliziten Beispiels wurde von Mayr und Meyer schon
1982 gezeigt, dass der worst-case der obigen Formel tatsdchlich ange-
nommen wird, indem sie eine Familie von Idealen konstruiert haben,
bei denen der Grad der Polynome in einer Grébnerbasis doppelt ex-
ponentiell mit der Zahl der Variablen n steigt. In vielen praktischen
Beispielen verhdlt sich der Buchbergeralgorithmus allerdings wesent-
lich besser. Man beachte, dass das Beispiel von Mayr und Meyer allein
mit der Grifie des Outputs argumentiert und nicht iber den Algorith-
mus, der diesen produziert. In ihrem Beispiel wird also jeder Algorith-
mus zur Berechnung von Grébnerbasen doppelt exponentielle Laufzeit
zeigen.

Beispiel 4.9.6 Die Ordnung dp bietet iblicherweise die beste Perfor-
mance, besonders bei der Berechnung von Grébnerbasen von homoge-
nen Idealen. Ein homogenes Ideal ist ein Ideal erzeugt von homo-
genen Polynomen. FEin homogenes Polynom ist eine Summe von
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Termen, die alle denselben Grad haben. Homogene Ideale treten auf,
wenn man algebraische Mengen im projektiven Raum (z.B. in der Ebe-
ne inklusive dem unendlich fernen Horizont) beschreiben will, siehe
Bemerkung 4.9.7 im Anschluss.

Wir vergleichen den Buchbergeralgorithmus fiir die Ordnungen dp
und lp anhand eines zufdllig erzeugten homogenen Ideals mit 4 Erzeu-
gern vom Grad 12 und Koeffizienten vom Betrag < 2:

LIB random.lib";

ring R=0, (z,y,2),dp;
ideal I = randomid(maxzideal (12),4,50);
wnt t = timer;

ideal J = groebner(I);
timer - t;

10

size(J);

109

ring S=0, (z,y,2),1lp;
ideal I = imap(R,I);

t = timer;

ideal J = groebner(I);
timer - t;

15

size(J);

146

Die Rechnung liefert also mit dp schneller eine Grébnerbasis, und
diese hat auch deutlich weniger Elemente. Trotzdem hat die Ordnung
Ip eine wichtige Anwendung in der Elimination von Variablen.

Ein Beispiel fiir die explizite Durchfiihrung des Buchbergeralgo-
rithmus unter Verwendung der Ordnung dp gibt Ubung 4.12.

Bemerkung 4.9.7 Der n-dimensionale projektive Raum iber K
151

P"(K) = {1-dimensi0nale Untervektorraume von K””}

Ist ((po,---,pn)) € PP(K), also (po,...,pn) # 0, dann schreibt man

(Po: i pn) = {(Pos - Pn)) -

Die reelle 2-dimensionale projektive Ebene P?(R) konnen wir uns als
eine Halbkubel vorstellen, bei der gegeniiberliegende Punkte identifi-
ziert werden (da sie ja den selben 1-dimensionalen Untervektorraum
erzeugen), siche Abbildung 4.6. Um algebraische Teilmengen von P*(K')
zu spezifizieren, verwendet man homogene Polynome: Ist f € R homo-
genen vom Grad d, dann gilt

F - (pos---.pn)) =A% f(po, - - pn)
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Abbildung 4.6: Projektiver Raum P2?(R).

fir A #0, die Bedingung f(po : ... : pn) =0 ist also fir (po: ... : pn) €
P (K) wohldefiniert (wihrend der Wert von f an einem Punkt es nicht
ist). Fir ein homogenes Ideal I ¢ R sind (analog zu der Situation von
monomialen Idealen) mit einem Polynom f € I auch alle homogenen
Summanden von f in [ (Ubung) Deshalb macht es Sinn, zu definieren

V(I)={peP"(K)| f(p) =0V homogenen fel}.
Durch die bijektive Abbildung
P K" - U
(pr,-opn) = (Liprioipn)
(%,...,I;—Z) < (poipri..ipn)

von K™ auf

U={peP"(K)|po+0}cP"(K)

kann man K™ als eine Teilmenge von P*(K) auffassen. Das Komple-
ment ist die unendlich ferne Hyperebene

H={peP"(K)|po=0}.

Vermége der Abbildung ¢ korrespondieren die Punkte der Parabel V (x3-
xa) € R? zu Punkten der projektive Parabel V (23 -x910) ¢ P?(R). Die-
se hat einen weiteren Punkt tm Unendlichen, den Punkt

(0:1:0)e H.
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Siehe dazu die Abbildung /.7 der Parabel in R? und Abbildung 4.7
der projektiven Parabel (wobei wir einen 1-dimensionalen Untervek-
torraum von R3 mit seinem Erzeuger auf der oberen Einheitshalbkugel
identifizieren. Projizieren wir diese in die (x1,x2)-Ebene, kénnen wir
ein Bild der projektiven Parabel als Teilmenge des Finheitskreisscheibe
zeichnen, siehe Abbildung 4.9. Hier sehen wir schon einen Vorteil der
projektiven Geometrie: Alle Kegelschnitte (Parabeln, Hyperbeln und
Ellipsen) sehen gleich aus. Ein anderer Vorteil (der viel allgemeiner
eine Rolle spielt) ist, dass sich je zwei (verschiedene) Geraden in ge-
nau einem Punkt schneiden, auch parallele Geraden (Ubung: Zeichnen
Sie das Bild der Geraden V (x1) und V(x1-1) in R? auf der Einheits-
kreisscheibe. Was ist der Schnittpunkt?).

Abbildung 4.7: Parabel z; — 23 =0 in R2.

4.10 Zur Eindeutigkeit des Rests
Fir I = (G) besagt die Eigenschaft
fele NF(f,G)=0

einer Grobnerbasis G beziiglich >, dass falls f in [ liegt, jede Normal-
form NF(-, G) beziiglich > den eindeutigen Rest 0 liefert.Fiir f ¢ [ ist
der Rest jedoch nicht eindeutig:

Beispiel 4.10.1 Teilen wir f = 22y + x durch G = {y - 1,22 - 1} mit
Algorithmus 4.3 unter Verwendung von Ip und bevorzugen y—1 wann
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Abbildung 4.8: Projektive Parabel

maglich, so erhalten wir

’y+x= 22(y-1)+1-(?-1)+x+1
x?y — a2
T’ + T
2 -1

x+1

(siche Beispiel 4.7.1). Bevorzugen wir dagegen x? — 1, liefert der Al-
gorithmus
2y+x= y-(x2-1)+x+y
2y -y
T+Yy

also einen anderen Rest.

Dies ist ein Problem, wenn wir Reste verwenden wollen, um im
Quotientenring R/I zu rechnen. Die zentrale Anwendung liegt darin,
dass die Elemente von f € R/I die Polynomfunktionen f: V(1) » K
beschreiben: Ist g = f + h mit h € I, dann gilt

9(p) = f(p) +h(p) = f(p)

fir alle pe V(7). Um in R/I zu rechnen gehen wir analog zum Fall

ZinZ={a=a+nZ|acl}
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Abbildung 4.9: Projektive Parabel auf der Einheitsscheibe.

vor, wo wir etwa die Reste 0, ...,n—1 bei ganzzahliger Division nach n
als Représentanten der Klassen wéhlen kénnen (siehe Lemma 2.1.5).
Eine solche Arithmetik erfordert aber die Eindeutigkeit des Rests, da
wir sonst nicht Gleichheit entscheiden kénnen. Zu der algorithmischen
Beschreibung von R/I mit Hilfe von Grébnerbasen und Division mit
Rest siehe auch die Ubungen 4.15 und 4.16.

Um einen eindeutigen Rest bei der multivariaten Polynomdivision
zu erhalten, geht man wie folgt vor:

Definition 4.10.2 FEin Polynom f € R heift reduziert beziiglich ei-
ner Teilmenge G c R, wenn kein Term von f in L(G) liegt.

FEine Normalform NF(-, G) heifit reduzierte Normalform, wenn
NF(f,G) beziglich G reduziert ist fir alle f € R.

Algorithmus 4.5 liefert eine reduzierte Normalform, die reduzierte
Buchberger Normalform.

Beispiel 4.10.3 Verschieben wir also auch Terme in Zwischenschrit-
ten in den Rest, dann kénnen wir die Division mit Bevorzugung von
2?2 -1 in Beispiel /.10.1 fortfihren

’y+x= y-(?-D+x+1-(y-1)+1
T’y -y

T+y

)

y—1

1
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Algorithmus 4.5 Reduzierte Division mit Rest

Input: feR, g1,...,9s € R, > eine globale Ordnung auf den Monomen
von R.

Output: Einen Ausdruck

f=q+r=Yi_10,9;+r

sodass kein Term von r durch ein L(g;) teilbar ist.

1: ¢=0

2:r=0

3 h=f

4: while h #0 do

5. if L(g;) | L(h) fir ein i then
6: Kiirze den Leitterm von h:

_ LT(n)

v = TT(q,)

8: qg=q+a-g

9: h=h-a-g;
10:  else
11: Verschiebe den Leitterm in den Rest:
12: r=r+LT(h)
13: h=h-LT(h)

was wieder zu dem Rest x + 1 fiihrt. Tatsdachlich ist der Rest jetzt
eindeutig, falls wir nach einer Grobnerbasis teilen:

Satz 4.10.4 Sei > eine globale Ordnung, I c R ein Ideal, und G eine
Grobnerbasis von I. Ist NF(-,G) eine reduzierte Normalform, dann
ist die Abbildung NF(—,G) : R - R eindeutig bestimmt durch > und I.
Schreibe fiir diese NF(—,1).

Beweis. Seien G = {g1,...,9,} und G’ = {g1, ..., g, } Grébnerbasen von
I beziiglich > und

f= Zf:laigi +7r

s /
= i1 + T

Dann ist
r—r'=¥laaig; - Yiqaigi € 1
(nach Corollar 4.7.9). Falls r —r’ # 0, dann L(r—r") e L(I) = L(G) =

L(G"). Da L(r —r'") ein Monom von r oder r’ ist, wére also r oder 7’
nicht reduziert beziiglich G bzw. G'. =

Bemerkung 4.10.5 Tatsdchlich hingt NF(f,I) nur von der Klasse
feR/I und von > ab, wie eine leichte Modifikation des obigen Bewei-
ses zeigt, siehe Ubung 4.16.
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Bemerkung 4.10.6 Man beachte: Eine beliebige Normalform NF (-, G)
liefert auch fir jedes f € R ein eindeutiges Ergebnis NF(f,G), denn
NF(-,G) : R - R ist ja eine Abbildung. Allerdings kann fir f =G €
R/I dann NF(f,G) + NF(g,G) sein: Wie in Beispiel 4.10.1 berechnet
liefert die Division von [ = x?y+x durch G = {y — 1,22 — 1} mittels
Algorithm 4.3 und Ip mit Prdferenz fir y —1 den Rest x + 1. Dage-
gen berechnet sie fiir g =x +y den Rest x +y. Man beachte, dass dies
passiert obwohl G eine Gréobnerbasis von I = (G) ist (siehe Beispiel
4.7.10). Wegen
y+ax=y- (22 -1)+z+y

sind f=geR/I.

Beispiel 4.10.7 In SINGULAR konnen wir die reduzierte Buchberger
Normalform in Beispiel J.10.5 bestimmen durch:

ring R=0, (z,y),lp;

1deal I = xz72-1,y-1;

Wir diberpriifen zundchst nochmals, dass die Erzeuger von I eine Gréb-
nerbasis bilden:

I=groebner(I);

I;

I[1]=z-1

I[2]=22-1

reduce (z 2*y+x,I);

T+l

Bemerkung 4.10.8 Wenn wir eine reduzierte Normalform verwen-
den und nach einer Grobnerbasis teilen, ist in der Darstellung [ =
Yiq,a;g; +r zwar der Rest r eindeutig, die a; im Allgemeinen jedoch
nicht. In Beispiel 4.10.1 und 4.10.5 haben wir

m2y+x:y-(m2—1)+1-(y—1)+:1:+1

bzw.
rly+r=a?(y-1)+1- (2’ -1)+z+1

erhalten.

Teilen wir f durch G = {g1,...,9s}, konnen wir eine eindeutige
Darstellung

f=Yagi+r

erreichen, indem wir fordern, dass kein Term von a;L(g;) durch kein
L(g;) mit j <1 teilbar ist.

In dem Beispiel wiirden wir die erste Darstellung dann fiir g, =
x2-1 und go = y-1 erhalten und die zweite fir g, = y—1 und go = 2>—1.
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4.11 Zur Eindeutigkeit von Grobnerbasen

In Analogie zur reduzierten Zeilenstufenform wollen wir die Eindeu-
tigkeit von Grobnerbasen untersuchen.

Beispiel 4.11.1 Wir wenden den Buchbergeralgorithmus auf die Er-
zeuger von
I= <t2 —x, P -y, t —z) c K[t zy, ]

fur die lexikographische Ordnung t > z >y > x an. In jedem Schritt
steht die erste Spalte fiir das S-Polynom und die zweiten Spalte fiir
die Division mit Rest.

P o —tx+y| P tx+z|p -ty+z| r ty-2x
tP—x t 12 x —ty
-y | -1 t
-z -1 -1 x
tx -y 1 —3 -y
z —2? -1 -1 x
ty — 22 1
y? — a3 -1

wobei wir die reduzierte Buchberger Normalform verwendet haben. Fiih-
ren Sie als Ubung die Divisionen mit Rest durch und priifen Sie dass
die restlichen S-Polynome zu 0 reduzieren. Fine Grobnerbasis ist damait
gegeben durch

G={t’-z,t’ -yt -2 tex-y ty-2* 2z-2°9y* - %}

Bemerkung 4.11.2 Nach Satz /.8.1 gilt in dem Beispiel somit
(t2 -z, t3 —y,t4—z) NnK[x,y,z]= (z—xz, y? —$3>.
Wir haben also fiir die durch die Parametrisierung
0 K - K3 tw (2,14

gegebene Kurve C' = Bild(y) implizite Gleichungen gefunden.

Abbildung /.10 zeigt die beiden Flichen V (z —x?) und V (y? — z3)
und die Kurve C'. Mit Methoden der algebraischen Geometrie kann
man genau beschreiben, inwiefern jeder Punkt von V (z — 22, y? — 3)
im Bild der Parametrisierung Bild(y) liegt, und auch das wesentlich
schwerere umgekehrte Problem losen: Gegeben eine Kurve in impli-
ziter Form C =V (J), kann man entscheiden, ob sich C durch eine
Parametrisierung beschreiben ldsst, und falls ja diese bestimmen.

Fine typische Anwendung ist die Bestimmung des Durchschnitts
einer Fliche S = V(f) ¢ K3, f € K[x,y,z] mit einer parametrisch
gegebenen Kurve C' = Bild(y). Dazu bestimmt man die Nullstellen von
fope K[t] und setzt diese in ¢ ein.
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Abbildung 4.10: Kurve gegeben durch eine Parametrisierung bzw. im-
plizite Gleichungen

Benotigen wir alle Polynome in der Grébnerbasis G?7

Definition 4.11.3 Eine Grobnerbasis G = {q, ..., gs} heifst minimal,
wenn L(g;) + L(g;) fir alle i+ j.

Wenn auferdem LC(g;) = 1 und tail(g;) = g; = LT(g;) reduziert ist
beziiglich G fiir alle i, dann heifst G reduziert.

Bemerkung 4.11.4 Aus einer Grébnerbasis kénnen wir durch Strei-
chen von Elementen eine minimale Grébnerbasis erhalten.

Beweis. Sei G = {¢1,...,9s} eine Grobnerbasis von I, also L(I) =
(L(g1), ..., L(gs)). Das monomiale Ideal L(I) hat ein minimales Erzeu-
gendensystem (siche Corollar 4.6.7), das aus den minimalen Elementen
von {L(q1),...,L(gs)} beziiglich Teilbarkeit besteht. m

Eine reduzierte Grobnerbasis erhalten wir durch Reduktion des
Tails:

Bemerkung 4.11.5 Ist > global, NF eine reduzierte Normalform und
G = {q,...,gs} eine minimale Grébnerbasis von I = (G), dann ist
H-= {hl,...,hs} mit

hi = NF(gw {glv ey Gi-15 Gi+1, 795})

etne reduzierte Grobnerbasis von I.

Beweis. Ist G minimal, dann ist L(g;) durch kein L(g;) mit i # j
teilbar, also L(g;) = L(h;). Nach Konstruktion ist tail(h;) reduziert
beziiglich h; fiir j # i. Auerdem ist kein Term von tail(h;) durch
L(h;) teilbar, da nach Definition und Satz 4.6.3 die globale Ordnung
> Teilbarkeit verfeinert. m
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Satz 4.11.6 Sei > eine globale Ordnung. Jedes Ideal hat beziiglich >
eine (bis auf Permutation der Elemente) eindeutige reduzierte Grib-
nerbasis.

Beweis. Die Existenz haben wir schon in Bemerkung 4.11.5 gezeigt.
Zur Eindeutigkeit: Seien G und H reduzierte Grobnerbasen von [.
Wegen

L(G) = L(I) = L(H)

und da G und H minimal sind, gibt es fiir jedes g € G ein h € H mit
L(g) = L(h). Dann ist

s=g—h=tail(g) —tail(h)

und, da kein Term von tail(g) oder tail(h) durch einen Leitterm teilbar
ist, haben wir

s =NF(s,G).
Da selist NF(s,G)=0. m

Beispiel 4.11.7 In Beispiel J.11.1 ist eine minimale Grobnerbasis
G={t’-mntr-yty-2°2-229y*-23}.

SINGULAR liefert stets eine minimale Grobnerbasis. Fir Beispiel /.11.1:
ring R=0, (t,z,y,z),lp;

1deal I = t°2-z,t°3-y,174-2;

groebner(I);

_[1]=y2-z3

_[2]=z-z2

_[3]=tz-y

_[4]=ty-z2

_[5]=t2-z

Hier ist das Ergebnis von groebner schon reduziert. SINGULAR ver-
wendet, wie auch wir in dem obigen Beispiel 4.11.1 standardmdfig die
reduzierte Buchberger Normalform, die Tails sind deshalb schon teil-
weise reduziert. Das heifit aber nicht, dass wir immer eine reduzierte
Grébnerbasis erhalten:

Beispiel 4.11.8 Auch bei Verwendung einer reduzierten Division mit
Rest und Minimierung muss das Resulat des Buchbergeralgorithmus
keine reduzierte Grobnerbasis sein. Beispielsweise kann einer der ur-
spriinglichen Erzeuger ein Element der Grobnerbasis sein kann und
dieser wird ja nie reduziert:

ring R=0, (z,y),lp;

1deal I = z+y, z-y;

groebner(I);

_[1]=y

_[1]=z-y
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Beispiel 4.11.9 Um in SINGULAR die reduzierte Grobnerbasis zu be-
rechnen, miissen wir die Option redSB setzen. Fir ein lineares Glei-
chungssystem erhalten wir dann die reduzierte Zeilenstufenform:
ring R = 0, (x(1..4)),1lp;

LIB random.l2b";

ideal I = randomid(mazideal(1),3,101);

groebner(I);

option(redSB);

groebner(I);

4.12 Buchbergerkriterium

4.12.1 Idee

Um zu zeigen, dass der Buchbergeralgorithmus eine Grobnerbasis be-
rechnet, miissen wir zeigen, dass fiir I = (G) mit G = {¢1,...,9:} ¢
R = K[x1,...,x,] der Buchbergertest NF(spoly(g,h),G) = 0 fiir alle
g, h € GG impliziert, dass G eine Grobnerbasis ist.

Wir miissen zeigen, dass fiir f € I das Leitmonom L(f) € L(G) ist.
Nach Voraussetzung gibt es a; € R mit

/= Z$=1aigi-

Offenbar ist L(f) < max; L(a;g;). Falls L(f) < max; L(a;g;), dann
miissen Leitterme von Summanden Y;_, a;g; sich kiirzen, etwa L(a;,g:,)
und L(a;,g:,). Nach Annahme haben wir einen Standardausdruck

0= SpOIY(giugiQ) - Ziz;:lcigi

Eine solche Relation zwischen den g¢; bezeichnet man als Syzygie.
Subtrahieren wir ein geeignetes Vielfaches dieser Gleichung von der
Gleichung f = '_,a;g; erhalten wir eine neue Darstellung von f mit
kleinerem max; L(a;g;). Wir werden sehen, dass nach endlich vielen
Schritten L(f) = max; L(a;g;), also L(g;) | L(f) fiir ein ¢, also L(f) €
L(G).

Mit diesem Argument erhalten wir dann die folgende Charakteri-
sierung der Grobnerbaseneigenschaft:

Satz 4.12.1 (Buchbergerkriterium) Sei> eine globale Monomord-
nung auf R, NF eine Normalform, I c R ein Ideal und G c I endlich
mit 0 ¢ G. Dann sind dquuialent:

1) L(G) = L(I), d.h. G ist eine Grobnerbasis von I.
2) NF(f,G) =0 fiir alle f 1.
3) I =(G) und NF(spoly(g,h),G) =0 fir alle g,h € G.
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Die Aquivalenz (1) < (2) haben wir bereits in Proposition 4.7.12
gesehen. Die Implikation (2) = (3) ist klar, da spoly(g,h) € I und
eine Grobnerbasis von I ein Erzeugendensystem ist (Corollar 4.7.9).
Unser Ziel ist es jetzt unter der Voraussetzung (3) zu beweisen, dass
fiir alll

Um die Darstellung von f mittels Syzygien systematisch auf einen
Standardausdruck zu reduzieren, verwenden wir wieder das Konzept
von Grobnerbasen, allerdings betrachten wir Vektoren (a;) mit poly-
nomialen Eintrégen statt nur Polynome. Wir miissen also den Grob-
nerbasenbegriff von Idealen in R auf Untermoduln von R! verallge-
meinern.

4.12.2 Buchbergeralgorithmus fiir Untermoduln

Definition 4.12.2 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein R-Modul
(M, +,-) ist eine Menge M mit Abbildungen

+  MxM— M
RxM —M

sodass
1) (M,+) eine abelsche Gruppe ist,
2) Die Skalarmultiplikation - distributiv iber die Addition + ist, d.h.
r-(my+mg)=r-my+7r-ms
(m §r2)~m:r1 M ATy M
fir alle r,r1,79 € R und m,my,mo € M,
3) fiir alle r,s € R und m € M
(r®s)-m=r-(s-m)
gilt, und
4) 1-m=m.

Beispiel 4.12.3 1) Sei R= K ein Korper. Dann ist ein K-Modul
nichts anderes als ein K-Vektorraum.

2) FEin Z-Modul G ist nichts anderes als eine abelsche Gruppe (G, +).
Die Skalarmultiplikation ist

ZxG— @G
(n,g)—mn-g:== g+..+g
—_——
n-mal

mit (-1)-g:=—-g.
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Dann ist I ¢ R ein Ideal
genau dann, wenn (I,+,-) ein R-Modul ist.

Sind My und My Moduln iiber R, dann ist auch das direkte Pro-
dukt My x My ein R-Modul mit r - (mq,mg) = (r-mq,7-ms),
insbesondere:

Ist R ein Ring, dann ist

R'= Rx..xR
|

ein R-Modul, der freie Modul von Rang n.

Sei (M,+,-) ein R-Modul. Ein Untermodul U c M ist eine
Untergruppe von (M,+), auf die sich die Skalarmultiplikation
einschrdankt, d.h. mit

r-meU

fir alle m € U und r € R. Ein Untermodul ist wieder ein R-
Modul.

Eine Teilmenge U ¢ M st ein Untermodul genau dann, wenn
U=#a und

m1+m26U

r-meU
fiir alle m;,m e U und r € R.

Ser M ein R-Modul und U ¢ M ein Untermodul. Dann ist die
Quotientengruppe M |U wieder ein R-Modul (der Quotienten-
modul) mit der Skalarmultiplikation

r-(m+U)=r-m+U
fiirre R und me M.
Fiir eine Matrixz M € R™* sind Kern, Bild und Cokern

ker(M)={veR*|M-v=0}cR®
Bild(M)={M -v|ve R} cR
coker(M) = R'/ Bild(M)

R-Moduln.
Fiir eine Teilmenge G c Rt ist
(G) = {Z cnaticnrivi | ri € R, v € G}

ein R-Modul, der von G erzeugte Untermodul von Rt.
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Definition 4.12.4 FEin R-Modulhomomorphismus ist ein R-linearer
Gruppenhomomorphismus f: M — N zwischen R-Moduln, das heif$t

1) f(mi+mg) = f(ma)+ f(me) fiir alle my,mye M
2) f(r-m)=r-f(m) fir alle meM undreR.
Es gilt der Homomorphiesatz fiir Moduln

M /ker (f) = Bild (f)

Sei im Folgenden sei wieder R = K[xy,...,2,]. Um das Grébner-
basenkonzept auf Untermoduln von R? zu iibertragen, miissen wir zu-
néchst festlegen, was ein Monom ist. Schreibe dazu e; fiir den i-ten
Standardbasisvektor von R!. Dann kann jedes Element von R! ge-
schrieben werden als eine Summe von Termen c,x%¢;, die wiederum
K-Vielfache von Monomen z%¢; sind. Zum Beispiel in K[z, y]?

( 22 + y?

. ) = (27 +y%)es + xey

= 21’61 + y2€1 + Tes.

Definition 4.12.5 Die Monome in Rt haben eine natirliche Ordnung
durch Teilbarkeit

z%; | 1Pe; &= i=j und z* | 2”
Fiir zwei Terme cix®e; und chﬂej mit x%e; | xf’ej definieren wir

Be.
coxle;  conh _& pacp

cr®e; Cr®*

Aus der Defintion von Teilbarkeit konnen wir eine Notation fir das
kleinste gemeinsame Vielfache von zwei Monomen

Definition 4.12.6 FEine Monomordnung auf Rt ist eine
1) strikte Totalordnung > auf den Monomen von R, die
2) die Multiplikation respektiert, d.h.

x%e; > :Eﬁej = x%"e; > xﬁxvej
fir alle o, B,7,1,7, und
3) x%e; > xPe; <> x%e; > xPe; fir alle o, 5,1, 7 erfillt.

Bemerkung 4.12.7 Wegen (3) ist durch x® > 28 < x%; > 2Pe; ei-
ne eindeutige Monomordnung auf R gegeben (die wir wieder mit >
bezeichnen).
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Beispiel 4.12.8 Gegeben eine Monomordnung > auf R, kann man
auf die folgenden zwei kanonischen Weisen eine Monomordnung auf
Rt erhalten:

1) Prioritdt fir die Monome (>,c¢):

z%e; > xPej = 1 > 1P oder (x* =aP undi<j)

2) Prioritat fir die Komponenten (c,>):

x%e; > xPej =i < j oder (i=j und z® > 2P)

Beispiel 4.12.9 In SINGULAR kénnen wir den Monomen Prioritdit
geben durch:
ring R = 0, (z,y), (lp,c);
[1,0]>[0,1];
1
[z,0]>[y,0];
1
[0,z]>[y,0];
1
und den Komponenten Prioritat geben durch
ring R = 0, (z,y), (c,lp);
[y,0]>[0,z];
1
Ersetzt man C durch ¢, dann wird die Anordnung der Standardba-
sisvektoren umgekehrt.

Bemerkung 4.12.10 Es dbertrdgt sich direkt von R auf R,

1) die Definition einer globalen Ordnung als Wohlordnung,

2) die Definition des Leitterms, Leitmonoms, und Leitkoeffizi-
enten,

3) die Definition eines monomialen Untermoduls,

4) der Begriff Noethersch in dem Sinne, dass jeder Untermodul
von R endlich erzeugt ist (darauf kommen wir noch genauer
zurick),

5) die Definition von reduziert, und

6) die Division mit Rest und die reduzierte Division mit Rest.
Teilen wir zum Beispiel in K[z, xq, 3, 14]?
0 —T2 T3

f=1 —xoxy | durch g, = 0 und go = | —x4
T1X3 T 0
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beziiglich (Ip,c), so erhalten wir

Tol3
f=x3-g1+| —22m4
0

=$3'91+ZE2'92+O.

7) die Definition des S-Polynoms

kgV(L(f), L(g))
LT(f)

wober wir fir f,g € R die folgende Definition des kleinsten ge-
meinsamen Vielfachen verwenden:

kgV(L(f),L(g))
LT(g)

spoly(f,g) = f-

Definition 4.12.11 Das kleinste gemeinsame Vielfache von Mo-
nomen re; und a:ﬁej in Rt ist

kgV(z®, 2P)-e; fallsi=j

kgV(2%¢;, 27¢;) ={ 0 falls i #

Bemerkung 4.12.12 Nicht-triviale S-Polynome gibt es also nur zwi-
schen Vektoren f und g, deren Leitterme in der selben Komponente
liegen.

Definition 4.12.13 Flir eine Monomordnung > und eine Teilmenge
G c Rt, definieren wir den Leitmodul von G als den Untermodul

L(G) = L.(G) = (L(f) | f e G\{0}) ¢ I’

erzeugt von den Leitmonomen. Der Begriff der Normalform tiber-
trigt sich dann auch direkt von R auf Rt.

Definition und Satz 4.12.14 Sei U c R! ein Untermodul und > ei-
ne globale Monomordnung auf Rt und NF eine Normalform. Eine end-
liche Teilmenge 0 ¢ G c U heifit Grobnerbasis von U beziiglich >, falls
die folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt sind:

1) L(G) =L(U).
2) NF(f,G)=0 < feU.
Beweis. Identisch zum Beweis von Proposition 4.7.12. =

Bemerkung 4.12.15 Der Buchbergeralgorithmus tbertrdgt sich, wie
in Abgorithmus 4.4, formuliert direkt von Idealen I ¢ R auf Untermo-
duln U c R!.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass der Buchbergeralgorithmus
fiir eine globale Ordnung > nach endlich vielen Schritten mit einer
Grobnerbasis terminiert. Dies schlieft dann insbesondere den Fall ¢ = 1
von Idealen ein.
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4.12.3 Beweis des Buchbergerkritierums und die
Berechnung von Syzygien
Um die Notation einfach zu halten, schreiben wir im Folgenden G =

{q1,..-,9s} ¢ R! fir die Menge G zusammen mit der angegebenen Num-
merierung der Vektoren, d.h. fiir das Tupel (g1, ..., gs).

Definition 4.12.16 Fir die Familie von Vektoren G = {g1,...,gs} C
R definiere
Maz: R® - Rt

€; = g

Wir konnen diese Abbildung als die Matrizc Mg = (g1 | ... | gs) € R>®
mit Spalten g; darstellen.
Der Syzygienmodul von G ist der Kern

Syz(G) =ker(Mg) c R.
Bemerkung 4.12.17 Jede Syzygie
v =Y ve; € Syz(G) c R*
i=1

korrespondiert zu einer Relation

ZS: v;9; = 0.
=1

Mit Hilfe des Syzygienmoduls lésst sich z.B. der Durchschnitt von
Idealen bestimmen:

Algorithmus 4.6 Durchschnitt von Idealen
Seien I =(f1,..., fa) und J ={g1, ..., g») Ideale in R = K[z1,...,x,]. Ist

_ j& oo f; 0 .. 01 2% (a+b+1)
‘AIG N ( 0 ... 0 g1 -~ Gb 1 € R

und
ker(Mg) = Bild(S)

mit einer Matriz S € R@++Dx9  dann wird I 0 J von den Eintrigen
der letzten Zeile von S erzeugt.

Beweis. Sei f € R. Es gibt v; mit
U1

€ ker(Mg)

Va+b

f
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genau dann, wenn es v; gibt mit

—f=vifi+.. +0fq=Vas101 + ... + Va0

genau dann wenn felnJ. m
Bemerkung 4.12.18 Flir beliebige Ideale I,J c K[x1,...,x,] gilt

VInJ)=V({I)uV(J)
VI+J)=V({I)nV(J)

(Ubung), insbesondere sind Vereinigungen und Durchschnitte von alge-
braischen Mengen wieder algebraische Mengen. Im Gegensatz zu InJ
ist die Berechnung von I + J trivial, denn

<f17 "'7fa> + <gl7 "'7gb> = <f17 "'7fa>gl7 "'7gb> .

Beispiel 4.12.19 In SINGULAR konnen wir den Syzygienmodul mit
dem Kommando syz berechnen:

ring R=0, (z,y,2),1lp;

matriz M[2][5]= z,y-2"2,0,0,1,0,0,y,2,1;
print (syz(M));

0, 0, -z,-vy,

o, -1, 0, 0,

-z,-1, 0, -z,

Yy, 2, -z,0,

0, y-z72,x*z,c*y

Das Beispiel zeigt, dass

<$,y - Zz) N (ya Z) = <y - 22,332,1'?}),
geometrisch ist also
V(y - 22,552,1'?}) = V(.fl?,y - 22) U V(ya Z)

die Vereinigung einer Parabel in der z =0 Ebene und einer Geraden,
siehe Abbildung /.11.

Das Ergebnis dieser Rechnung erhdlt man direkt durch:

intersect (ideal (z,y-2"2), ideal(y,z));

_[1]=-y+z"2

_[2]=z*z

_[3]=x*y

Wie berechnet man den Syzygienmodul? Der Beweis des Buchber-
gertests liefert zugleich auch einen Algorithmus dazu:
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Abbildung 4.11: Vereinigung von algebraischen Mengen

Bemerkung 4.12.20 Gegeben eine globale Ordnung > und eine Fa-
milie G = {g1,...,9s} ¢ Rt von Vektoren, gibt jeder erfolgreiche Buch-
bergertest

NF (spoly(g:,9;),G) =0

eine Relation

kgV(L(9:),L(9;)) kgV(L(g:),L(g;)) s _
: LTg(gi) g - = LTg(gj)_gJ 9~ Yprakgk = 0
~— ————

mit Termen m,w € R und damit eine Syzygie

s(9i,95) = m-e;—w-ej— Y ageg

€ Syz(G)cRs
Beispiel 4.12.21 Wir fithren den Buchbergertest durch fiir
G= {x§ — 123, L1y — Tor3, acf - JZ()ZL‘Q}

und die Ordnung dp:

‘ r —$%$3 + XoX2X3 ‘ r womg — Tox1T3 ‘ r moacg - x‘;’xg
33% —I1T3 Iy ) x% —Xox2
LTy —LoLy | —To x1
CU? — XTI T3 —T9 —x% +T1T3
Somit erhalten wir Syzygien
2

i =20 XT] — Tox2

—zy |, = |, 0 € Syz(G)

T3 —T9 —l’g + X123

Wir zeigen nun, dass die Syzygien s(g;, g;) schon Syz(G) erzeugen,
tatsdchlich bilden sie sogar eine Grobnerbasis® beziiglich einer passend
gewahlten Ordnung;:

3Man beachte, dass fiir ¢ > 1 wir auch $(gi,9;) = 0 haben kénnen entspechend
unserer Definition 4.12.11 des kgV. Diese Syzygien miissen wir entspechen unserer
Definition einer Grébnerbasis streichen.



4. COMPUTERALGEBRA IN POLYNOMRINGEN 140

Definition 4.12.22 Sei G = {g1,...,9s} eine Familie von Vektoren
gi € Rt und > eine Monomordnung auf R'. Dann ist durch

z%; >q 2Pe; <= L(x%g;) > L(zPg;) oder
(L(x%g;) = L(xg;) und i< j)

eine Monomordnung > auf R® definiert, die sogenannte Schreyer-
Ordnung induziert von > und G.

Beziiglich dieser Ordnung lasst sich der Leitterm einer Syzygie
s(¢i,g;) leicht bestimmen:

Lemma 4.12.23 Wir verwenden die Notation von Bemerkung 4.12.20.
Ist i< j unds(gi,g;) #0, dann

LT (s(g19)) = AP0

m

wobei die linke Seite beziiglich > und die rechte Seite beziiglich > be-
stimmt wird und der Quotient m € R ist.

Beweis. Da sich im S-Polynom spoly(g;, g;) die Leitterme kiirzen gilt
L(m-g;) = L(w-g;),
also in der Schreyer-Ordnung
m-e; > Ww-e;
wegen ¢ < j. Da NF eine Normalform ist, haben wir fiir alle k
L(argy) < L(spoly(gi, 9;)) < L(m - gi),
also in der Schreyer-Ordnung
m-e; >q L(agey).
Insgesamt erhalten wir also
LT(s(gi,9;)) =m-e;.
]

Satz 4.12.24 (Buchbergerkriterium) Sei R = K[zy,...,x,], G =
{g1,...,9s} ©¢ R" eine Familie von Vektoren, U = (G) c R der davon
erzeugte Untermodul, > eine globale Ordnung, und NF eine Normal-

form.
Ist

NF (spoly(gi,9;),G) =0

fir alle i < j, dann
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1) ist G eine Grébnerbasis von U beziglich >, und

2) die s(g;,9;) #0 firi< j bilden eine Grébnerbasis G' von Syz(G)
beziiglich >¢.

Beispiel 4.12.25 Mit dem Buchbergerkriterium kénnen wir z.B. leicht
verifizieren, dass G = {x? -1,y -1} eine Grobnerbasis von I = (G) c
K[x,y] beziglich lp ist: Fir das S-Polynom

s=y(z’-1)-a2*(y-1)=2"-y
gibt Division mit Rest NF(s,G) =0:

x?-y= 1-(x?-1)-1-(y-1)+0
2 -1

yrl

-y+1

0

Beispiel 4.12.26 Nach Satz }.12.2/, zeigt die Rechnung in Beispiel
4.12.21, dass

2 2
G = {JIQ —I1T3, 1Ly —Tox3, L — 5(70{[‘2}

eine Grobnerbasis von I = (G) beziiglich dp ist. Auferdem sehen wir,
dass

T —20 T? — ToTa
G = -T2 s ITq s 0
T3 —T9 —l’g + 2123

eine Grobnerbasis von Syz(G) beziglich > ist. Mit Lemma /J.12.23
konnen wir aus dem Buchbergertest in Beispiel 4.12.21 sofort die Leit-
terme ablesen. Wir konnten auch die Schreyerordnung > explizit an-
wenden: Beziiglich dp ist

ZL‘l'l‘% =T9-T1T2 >l‘3'[L‘%
(L’(]‘I% <T1-T1X9 :Z'Q'.Z’%
2 ,2_,2 .2
iL’l '.7:2 —x2x1
Der letzte Vektor in G' kann gestrichen werden, da sein Leitmonom

xfel durch das Leitmonom xie; des ersten Vektors teilbar ist. Dann
15t

I —To
G' = -T2 |,| *1
XT3 —X9

eine minimale (und auch reduzierte) Grobnerbasis von Syz(G).
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Beweis. Sei
f=Ya9: €U
ein beliebiges Element. Dann gilt fiir

— s S
g:= Zizlaiei eR

dass
Mca(g) = f.

Mit einer reduzierten Normalform NF’ auf R* erhalten wir unter
Verwendung von >¢ eine Darstellung

9=>9i;8(gi,9;) + NF'(9,G")
i<y —_—
=:ZZ:17‘kek

mit g; ; € R und r;, € R. Dann gilt fiir alle £ mit r;, # 0, dass
L(rger) € (L(s(gi,95)) | i < j mit s(gi,g;) #0).
Da nach Lemma 4.12.23
kgV(L(gx). L(g;))

L(s(gk,9;)) = €L,
fir alle j > k mit s(gx, g;) # 0, folgt
kgV(L(gx), L(95)) | ... .
teilt nicht L(r 4.2
. () (4.2
fur alle j > k& mit s(gx, g;) # 0.

Wegen
g-NF'(9,G") € (G") c Syz(G) = ker(Mg)
erhalten wir

f=Ma(NF'(9,G")) = i1k Gr-

Wir zeigen, dass sich in dieser Darstellung von f keine Leit-
terme kiirzen konnen. Gilt fiir £ < j mit ry,r; # 0 dass

L(rrge) = L(r;95),
dann ist L(rggx) € R! teilbar durch L(gx) und L(g;), also auch durch
kgV(L(gr), L(g;)). Also
kgV(L(gx), L(9;))
L(gr)

ein Widerspruch zu Gleichung 4.2 (da s(gx,g;) # 0 nach Annahme

L(rrge) = L(r;9;))-
Wir kénnen nun zwei Folgerungen ziehen:

teilt L(ry),
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1) Fiir f #0 ist (da sich in der Darstellung von f keine Leitterme
kiirzen koénnen)

L(f) = L(rggx) fir ein k
und damit L(f) e L(G), also L(U) = L(G).

2) Fiir f =0 ist g eine beliebige Syzygie. Da sich in der Darstellung
von f keine Leitterme kiirzen kénnen folgt

T = 0
fiir alle k. Somit ist NF'(g,G") = 0 fiir alle g € Syz(G).
]

Beispiel 4.12.27 Da eine Gribnerbasis insbesondere ein Erzeugen-
densystem 1st, gilt in Beispiel /.12.26

L1 | —Xo
ker (wg — 13 X1y — Tpl3 117% - ZL'()JIQ) = Bild —T9 | I
T3 —T9

Diesen Prozess kann man iterieren:

Bemerkung 4.12.28 Gegeben ein Ideal I = (Go) ¢ R = K[x1,...,2,]
(oder allgemeiner Untermodul U c R®) mit einer Grébnerbasis Gy,
erhalt man durch iteriertes Bestimmen von Grébnerbasen G; mit

(Gir1) = Syz(G})

eine sogenannte freie Auflosung
Mg, _ Mc Mg
0—-R" = .. 'R 5"1-0

mit Bild(Mg,,,) = ker(Mg,). Hilberts Syzygiensatz besagt, dass diese
Iteration nach endlich vielen Schritten stoppt. Aus der freien Auflo-
sung lafst sich zum Beispiel die Dimension dim(V (1)) bestimmen, oder
fir dim(V (1)) = 0 auch die Anzahl der Losungen eines algebraischen
Gleichungssystems.

4.12.4 Terminierung des Buchbergeralgorithmus fiir
Moduln

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Buchbergeralgorithmus auch fiir Un-
termoduln von R* terminiert. Dazu libertragen wir den Begriff Noe-
thersch und die Kettenbedingung auf Moduln.

Definition 4.12.29 Sei M ein R-Modul.
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1) M heifit endlich erzeugt, wenn es einen surjektiven R-Modul-
homomorphismus

p: R =M
qibt.

Mit m; = p(e;) ist p surjektiv genau dann, wenn sich jedes m €
M als
m=aymy + ...+ a,m,

mit a; € R schreiben lisst, d.h. M = (mq,...,m,).

2) M heifit frei vom Rang r, wenn es einen Isomorphismus ¢ :
R - M gqibt, d.h.
M=R"

Obige Darstellung m = a;mq + ... + a,m, ist dann eindeutig, und
wir bezeichnen myq,...,m, als eine Basis von M.

3) M heifsit endlich prdasentiert, wenn M endlich erzeugt ist und
ker ¢ ebenfalls endlich erzeugt ist.

Wie kann man einen Modul allgemein im Computer darstellen?
Endlich présentierte Moduln werden einfach durch eine Matrix gege-
ben. Dazu fithren wir folgende (auch allgemein sehr niitzliche) Kurz-
schreibweise ein:

Definition 4.12.30 Fine Sequenz von R-Modulhomomorphismen
o My B My B Mgy —
heifst exakt, wenn
Bild (;) = ker (p;41) Vi

Bemerkung 4.12.31 Ewn Homomorphismus w: N — M ist also sur-
jektiv, wenn die Sequenz

N5 M-0
exakt ist, bzw. injektiv, wenn

0-N5>M
exakt ist.

Bemerkung 4.12.32 Ein endlich erzeugter Modul M ist also eine
exakte Sequenz
R"5M-0

Mit der Inklusion des Kerns erhalten wir auch eine exakte Sequenz

0—ker(m) > R* 5 M -0
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Somit ist ein endlich prasentierter Modul M eine exakte Sequenz

™

R*" 3 R3S M >0

mit A € Rv™. Diese Matrix A heif$t Prasentationsmatrix von M.
Mt dem Homomorphiesatz gilt

M = R"/ker (7) = R"/Bild (A).

Durch iteratives Berechnen des Kerns von A erhalten wir (analog zu
Beispiel 4.12.28 fir Untermoduln) eine freie Aufiésung von M.

Tatséchlich lasst sich sogar schon jeder endlich erzeugte Modul
iiber einem Noetherschen Ring (insbesondere also auch iiber einem
Euklidischen Ring oder Hauptidealring) durch eine Présentationsma-
trix darstellen: Analog zum Resultat fiir Ideale kann man folgende
Aquivalenz zeigen (Ubung 4.29):

Definition und Satz 4.12.33 Sei R ein kommutativer Ring mit 1.
Ein R-Modul M heifst Noethersch, wenn er folgende dquivalente Be-
dingungen erfillt:

1) Jede aufsteigende Kette von Untermoduln wird stationdr.

2) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

3) Jede nichtleere Teilmenge von Untermoduln enthdlt ein maxima-
les Element.

Beispiel 4.12.34 Vorsicht, nicht jeder Untermodul eines endlich er-
zeugten Moduls ist endlich erzeugt: Der Ring R = K [x1,x9,...] der
Polynome in abzdhlbar vielen Variablen ist als R-Modul endlich er-
zeugt (von 1), der Untermodul

M ={feR|f(0)=0}

= (1,229, ...)

jedoch nicht, da jede endliche Menge von Polynomen nur endlich viele
Variablen involviert.

Mit der Kettenbedingung zeigt man (Ubung 4.30):
Lemma 4.12.35 Se:
0-U—->F->M->0

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist F' Noethersch genau
dann, wenn U und M Noethersch sind.
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Daraus folgert man leicht mit Induktion (Ubung 4.31):

Lemma 4.12.36 Ist R ein Noetherscher Ring, dann ist R™ ein Noether-
scher Modul.

Satz 4.12.37 Endlich erzeugte Moduln iiber Noetherschen Ringen sind
schon endlich prdsentiert.

Beweis. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, dann gibt es eine ex-
akte Sequenz
0 - ker (1) - R* 5> M — 0.

Da R™ nach Lemma 4.12.36 Noethersch ist, ist der Untermodul ker (7) c
R™ endlich erzeugt. m

Insbesondere kénnen wir endlich erzeugte Z-Moduln mittels ei-
ner Prasentationsmatrix beschreiben. Die endlich erzeugten Z-Moduln

sind genau die endlich erzeugten abelschen Gruppen, denn jede solche
Gruppe G hat durch
ZxG — G
(n,g) —— mn-gi=g+...+g
S ——

n

eine kanonische Z-Modulstruktur.

Beispiel 4.12.38 Fiir die abelsche Gruppe G mit der Prdsentation
als Z-Modul
7258705 G >0

gegeben durch die Matrix

o O O
O O = O
O =~ O O

#qilt
G2Z[AxZ[AXZ,

denn mit dem Homomorphiesatz ist
Gz Z4/ Blld(D) = Z4/ (617462, 463)

und damait erzeugt von den Klassen der Finheitsbasisvektoren ey, ..., eq4
mit den Relationen

1'€1=O
4'6220
4'6320.

Die entscheidende Frage fiir durch Présentationen gegebene abel-
sche Gruppen ist dann: Kénnen wir mittes Basiswechsel eine Prasen-
tation finden, aus der sich wie in Beispiel 4.12.38 der Isomorphietyp
der Gruppe sofort ablesen lésst.



4. COMPUTERALGEBRA IN POLYNOMRINGEN 147

4.13 Algebraische Gleichungssysteme revi-
sited

In Abschnitt 4.5 hatten wir ein Verfahren entwickelt zur Bestimmung
von V(I) c K™ fiir I ¢ K[x1,...,2,] mit [V (I)| < co und K = K. Die
wesentliche Idee war durch Elimination die Ideale I n K[z;] = (f;) zu
bestimmen und dann zu testen, welche Punkte von V(1) x...xV(f,)
in V(I) liegen. Mit unserem erweiterten Wissen iiber Grébnerbasen
kénnen wir zeigen, dass tatséachlich eine einzige Grobnerbasenberech-
nung ausreicht.

Satz 4.13.1 Sei K =K, I c K [x4,...,x,]. Dann sind dquivalent:

1) [V (I)] < oo
2) Ist G eine Grobnerbasis von I, dann gibt es fir jedes i ein g € G
mit
L(g) = "
und oy > 0.

3) dimg (K [x1,...,x,] [T) < c0.
Beweis. Fiir (1) = (2) hat man wie gehabt
f = Tienqveny (zi = 1) € I(V (1)) = V1,
mit der Projektion
7:V(I)—> K, (ai,....,a,) ~ a;

Somit ist fv e I fir ein w > 1, also L(f*) e L(I).
(2) < (3) folgt da nach Ubung 4.16

Kz, .z, [l 2 k(x| x* ¢ L(I))

als K-Vektorrdume.
(3) = (1): Dadimg (K [z1,...,2,] /) < oo sind die Klassen 70, 7}, Z7, ...
linear abhéngig, also gibt es ein 0 # f; € K[x;] mit f; € I. Wie gehabt
gilt dann
V(D) cV(f1)x...xV(fn).

]
Bemerkung 4.13.2 Sei K ein beliebiger Kdérper. Fir

g1y 0s € K[x1, ..., 2]
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seien

I={q1,...,9s) c K[x1,....2,]
J={g1,...,9s) c K [x1, ..., 2]

Da der Buchbergeralgorithmus den Koeffizientenkérper nicht dndert,
liefert er angewendet auf g1,...,gs eine Grobnerbasis sowohl von I
also auch von J bestehend aus Polynomen in K|[xy,...,x,]. Somit er-
halten wir allgemeiner als im Satz: Die Verschwindungsmenge V (J)
iiber dem algebraischen Abschluss K ist endlich genau dann, wenn
dimg (K [21,...,2,] [T) < 00.

Bemerkung 4.13.3 In Satz 4.13.1 haben wir keine Voraussetzung an
die Monomordnung gemacht (aufer implizit, dass fiir eine Grébnerba-
sis eine globale Ordnung verwendet wird). Wir kénnen also z.B. durch
eine schnelle Berechnung einer Grébnerbasis beziiglich dp herausfin-
den, ob V(I) endlich ist.

Bemerkung 4.13.4 Ist V (I) # @ endlich, dann enthdlt nach Satz
4.13.1 die minimale Grobnerbasis von I beziiglich der lexikographi-
schen Ordnung lp nach Normieren Elemente der Form

f1 = (E?] — g1 (Il, ,In)

f2 = mSQ — g2 (.1'2, 7xn)

fnfl = w;:iil —On-1 (xnfl,xn)
fn =3dn (xn)
mat o > 0.
Um V(I) zu berechnen, bestimmen wir V(f1,..., fn) durch Riick-
wdrtsauflosen nach x,, ..., x; und testen, welche Losungen Nullstellen

der restlichen Grobnerbasenelemente sind.

Beispiel 4.13.5 Wir betrachten wieder den Durchschnitt von zwei El-
lipsen aus Abbildung /.2.

Fiir die lexikographische Ordnung mit x >y erhalten wir:
ring R=0, (z,y),lp;
1deal I = 2+x 2-x*xy+2*xy~2-2, 2*x"2-3*xHy+3*y~2-2;
groebner(I);
_[1]=y3-y
_[2]=2zy-y2
_[3]=2z2-3zy+3y2-2
also

y=0,1,-1.

Lésen der dritten Gleichung liefert

V(I) c {(1,0) (=1,0), (1. 1), (%, 1), (~1,-1), (—%,—1)} .



4. COMPUTERALGEBRA IN POLYNOMRINGEN 149

Um V(1) zu erhalten, streichen wir die Losungen (1,1),(-1,-1) die
nicht 2xy — y?> = 0 erfiillen. Statt 12 Punkte wie in Beispiel /.8.2,
missen wir also nur 6 Punkte testen, siehe Abbildung /.12.

| )
|

2 1 0 1 -2 R 0 1

Abbildung 4.12: Buchberger-Algorithmus mit x > y fiir den Schnitt
von zwei Ellipsen

Wenden wir das Verfahren fiir y > x an, erhalten wir sogar sofort
die Losungsmenge:
ring R=0, (y,z),lp;
1deal I = 2z2-zy+2y2-2, 2x2-3xy+3y2-2;
groebner(I);
_[1]=4z4-5z2+1
_[2]=3y+8z3-8z
Losen von 4x* — 522 +1 =0 liefert

€= 1a_]-7_7__
2

und mit der zweiten Gleichung

1 1
V(D) ={(1.0),(-10).(3:1).(-5.-D}.
siehe Abbildung 1.7.

Siehe auch Aufgabe 4.26.

4.14 Gewichtsordnungen, Grobnerfacher und
tropische Varietaten

Definition 4.14.1 FEine Monomordnung > heifst Gewichtsordnung,
falls es ein w € R™ mit allen Fintragen + 0 gibt, sodass

w-a>w-f=z*>".
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Beispiel 4.14.2 Die Grad-reverse-lexikographische Ordnung ist eine
Gewichtsordnung mit w = (1,...,1). Allgemeiner kann man die ge-
wichtet-reverse-lexikographische Ordnung definieren , indem man
degx® durch w -« ersetzt. In SINGULAR erzeugt man diese Ordnung
wie folgt (wobei wir den Gewichtsvektor w = (2,2,3) verwenden):
ring R=0, (z,y,2z),up(2,2,3);

poly f = wrz+y*ztz;

lead(f);

zz

poly f = T*xz+y*z+272;

lead(f);

22

Wir bemerken noch, dass sich tatsdchlich jede Monomordnung auf
einer endlichen Menge von Monomen durch eine ganzzahlige Gewich-
tung der Variablen beschreiben lédsst. Fiir v,w € R™ schreiben wir
VW = Y vw;.

Proposition 4.14.3 Gegeben eine Monomordnung > und eine endli-
che Menge von Monomen M in x1, ..., x,, gibt es einen Gewichtsvektor
w e Z™ mit

2>’ = w-a>w-p

fiir alle x®, 2% € M. Man kann w so wdhlen, dass w; > 0 falls z; > 1
und w; <0 falls x; < 1.

Die Beweisidee ist folgende: Wir bilden die Menge
M>:{oz—ﬁEZ"|:L‘O‘,:E’BEM, xo‘>xﬁ}.

Da 0 nicht in der konvexen Hiille von M. liegt, kann man zeigen, dass
es ein w gibt mit w -9 > 0 fir alle § € M..

Beispiel 4.14.4 Fir die lexikographische Ordnung > in den Variablen
X1, o zeigt Abbildung 4.13 die Menge M, und thre konvexe Hiille. Die
Abbildung zeigt auch die Gerade w -6 =0, wobei w ein Gewichtsvek-
tor ist, der lp auf allen Monomen vom Grad < 4 reprisentiert. Man
beachte, dass fiir wachsenden Grad sich diese Gerade der Vertikalen
durch 0 anndahern muss.

4.15 Ubungen

Ubung 4.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und I ¢ R ein Ideal.
Zeigen Sie: I = R genau dann, wenn I N R* # @.

Ubung 4.2 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:
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-4 -3 -2

Abbildung 4.13: M, fiir die Ordnung /p und Monome vom Grad < 4

1) R ist Noethersch, d.h. jedes Ideal I c R ist endlich erzeugt.

2) Jede aufsteigende Kette
Iiclhclyc...cl,c...
von Idealen wird stationdr, d.h. es gibt ein m, sodass
Iy=1Tn1=1lno=...
gilt.

3) Jede nicht-leere Menge von Idealen besitzt beziiglich Inklusion ein
mazimales Element.

Ubung 4.3 Sei K ein Korper.
1) Zeigen Sie: Das Ideal (x,y) c K [x,y] ist kein Hauptideal.
2) Ist Z[x] ein Hauptidealring?
Ubung 4.4 Finden Sie ein f € Z.[i] mit
(fY=(3+4i, —1+12i)cZ[i].
Ubung 4.5 Sei f e R[x] vom Grad deg(f) <3 mit

fay=2  f(1)=3
feD=1 fi1)=2
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1) Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von

[ auf

2) Losen Sie das lineare Gleichungssystem, indem Sie den Buch-
berger Algorithmus anwenden.

3) Erstellen Sie einen Plot des Graphen I'(f) c R2.

4) Kénnen Sie f auch mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes fin-
den?

Ubung 4.6 Bestimmen Sie tiber K = C die Losungsmenge
1) V(I)c K fir

I=(2°+22" -2 -2, 2" +2%-2) c K[x]
2) V(J) c K? fir
J=(a"+22' —x -2, 2t +2? -2, 2*+y* - 10, y* -4y +3) c K[z,y]

Ubung 4.7 Berechnen Sie den Rest NF(f,G) der Division mit Rest
von

f=2"+y°-1eQ[z,y]
nach
Gz{x2+y2—1, Ty -, y2—1}

beziiglich der lexikographischen Ordnung mit x > y.

Ubung 4.8 Sei I = (f1, fo, f3) c R[z,y, 2] das Ideal erzeugt von
fi=x?+y? -1 fo=a?+22-1 fa=x+y+2z.

Bestimmen Sie V(1) c R3.

Ubung 4.9 Sei C = {(t2-1,13-t) e R2 |t e R} die Kurve in Abbil-
dung /.14.

1) Berechnen Sie mit Hilfe von SINGULAR eine Gribnerbasis von
I=(z-("-1), y-(£*~1)) cR[t,z,y]
beziiglich der lexikographischen Ordnung mit t > x > y.

2) Folgern Sie, dass C c V(23 + 22 — y?).
Hinweis: Betrachten Sie die Projektion 7 :R3 - R?, (t,z,y) —
(,9).
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0

-1 0 1

Abbildung 4.14: Nodale Kubik

Ubung 4.10 Sei > eine Monomordnung in den Variablen 1, ..., Z,.
Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

1) > ist eine Wohlordnung

(d.h. jede nichtleere Menge von Monomen hat ein kleinstes Ele-
ment).

2) x> 1 Vi,
3) x> 1 fir alle 0+ a € Nj.

4) Falls 28 | 2 und x® # 28 dann x> xP.

Hinweis: (4) = (1) haben wir schon im Beweis von Definition
und Satz /.6.3 mit Hilfe von Dicksons Lemma gezeigt.

Ubung 4.11 Zeigen Sie, dass die die Grad-reverse-lexikographische
Ordnung dp eine globale Monomordnung ist.

Ubung 4.12 1) Sortieren Sie alle Monome vom Grad <3 in x,y, 2
beziiglich dp.

2) Berechnen Sie mit dem Buchbergeralgorithmus eine Grobnerba-
515 von

1= (a:2+yz+22, :I:y+y2+y2> c Q[z,y, 2]

beziiglich dp. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe von SINGU-
LAR.

Ubung 4.13 Berechnen Sie mit Hilfe des Buchbergeralgorithmus die
reduzierte Grobnerbasis von

I= <t2—l', t3_y, t4—Z> CQ[tv'Z?y"r]

beziiglich der lexikographischen Ordnungt >z >y > x.
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Ubung 4.14 Sei
I= <st—x, t-vy, s —Z> c Q[s,t,z,y,x].

1) Bestimmen Sie mit Hilfe des Buchbergeralgorithmus die reduzier-
te Grobnerbasis von I beziglich der lexikographischen Ordnung
t>s>z>y>x. Uberprifen Sie Ihr Ergebnis mit SINGULAR.

2) Berechnen Sie J =1nQ[z,y,z].

3) Visualisieren Sie V(J) c R® mit Hilfe von SURFER.

Ubung 4.15 Sei

I= <y+x2+1, :cy+y2+y) c R=Q[z,y]
und betrachten Sie die lexikographische Ordnung [p.

1) Bestimmen Sie minimale Erzeuger von L(I).
2) Zeigen Sie, dass 1,T,7,y2 eine Vektorraumbasis von R/I bilden

3) Bestimmen Sie die Multiplikationstabelle von R|I beziglich die-
ser Basts.

Ubung 4.16 1) Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und I ¢ R
ein Ideal. Zeigen Sie, dass auf R[I = {f = f+1| f € R} die
reprasentantenweise Addition und Multiplikation

f+g=f+g f-g=f-yg

wohldefiniert sind, und R/I damit zu einem kommutativen Ring
mat 1 wird.

2) Sei R = K[x1,....,x,], I ¢ R ein Ideal und NF eine reduzierte
Normalform. Zeigen Sie, dass durch

! R_/[ - (x| x> ¢ L(I))
foe NF(f,1)
ein Isomorphismus von K-Vektorraumen gegeben ist. Konnen

Sie auf g (x| x> ¢ L(I)) eine Addition und Multiplikation defi-
nieren, sodass @ zu einem Isomorphismus von K-Algebren wird?

Ubung 4.17 Ein kommutativer Ring R mit 1 heift Noethersch, wenn
jedes Ideal I ¢ R endlich erzeugt ist. Zeigen Sie:
1) Ist R ein Noetherscher Ring, so ist auch R[xz] Noethersch.

Folgern Sie, dass der Polynomring K[y, ...,x,] iber einem Kor-
per K und Z[x1, ...,x,] Noethersch sind.
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2) Der Polynomring K[, x,...] in unendlich vielen Variablen tiber

einem Korper K ist nicht Noethersch.

Hinweis: Verwenden Sie die Kettenbedingung aus Satz 4.2.1.

Ubung 4.18 Sei
R=1{feQ[s]| f(0)eZ}.

Zeigen Sie:

1) R ist ein Ring.

2) Jedes von zwei Elementen erzeugte Ideal von R ist ein Hauptideal
(d.h. von einem einzigen Element erzeugt).

3) Das Ideal
I= <2£n |neN ) cR
1st kein Hauptideal.
4) Jedes endlich erzeugte Ideal von R ist ein Hauptideal.
5) R ist nicht Noethersch.

Ubung 4.19 Sei K ein Kérper und > eine globale Monomordnung
auf R = K|[xy,...,x,]. Ein Ideal I ¢ R heiffit homogen, wenn es ein
Erzeugendensystem aus homogenen Polynomen besitzt.

1) Seien f, fi1,..., fs € R homogen. Zeigen Sie, dass die Buchberger
Normalform einen Standardausdruck

f= Z:zlai'fi +r
mit allen a; und r homogen berechnet. Was ist der Grad von r?

2) Zeigen Sie: Sind f,g € R homogen, dann ist auch spoly(f,g)
homogen.

3) Zeigen Sie mit Hilfe des Buchbergeralgorithmus, dass jedes ho-
mogene Ideal I ¢ R eine Grébnerbasis aus homogenen Polyno-
men besitzt.

4) Zeigen Sie: Ein Ideal I c R ist homogen genau dann, wenn seine
reduzierte Grobnerbasis aus homogenen Polynomen besteht.

Ubung 4.20 Sei R = K[z,y] und M = R? und e; der i-te Einheitsba-
sisvektor. Sortieren Sie die Monome

2 2 2 2
xTYy-€1, Y €1, TY €2, €3, TY-€3, T €3,

2 2
Ty -€3, xYy-€3, Yy-€1, r-€3, €1, €1, Y €3

beziiglich der Ordnung, die lp von R auf R erweitert durch
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1) Prioritdt fir die Monome, also (Ip,c).
2) Prioritat fir die Komponenten, also (c,lp).
Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe von SINGULAR.

Ubung 4.21 Sei R= K[x,y] und

Ty + 1> Yy r+1
f= ry? -1 RS 0 , g2=| Yy |e R
22y + 22 + xy? + 2y Y+ 0

Teilen Sie f durch g1, go beziiglich der Erweiterung der lexigraphischen
Ordnung auf R® mit

1) Prioritdt fir die Monome von R,
2) Prioritat fir die Komponenten.

Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit Hilfe des SINGULAR Komman-
dos reduce.

Ubung 4.22 Sei R = K[z, 21, T, 23] und > die Ordnung dp.

1) Verifizieren Sie mit dem Buchbergerkriterium, dass G = {xg, x1, T2, 3}
eine Grobnerbasis von

I'=(xg,71,72,73) € R,
beziiglich > ist.

2) Bestimmen Sie mit Hilfe Ihrer Rechnung aus (1) eine Grébner-
basis von Syz(G) beziiglich >¢.

Ubung 4.23 Berechnen Sie in K[z, y] jeweils den Durchschnitt I,n 1,
der Ideale

1) I =(x,y) und I ={(z -1,y - 1).
2) I = (x,y3) und Iy = (22, y).

Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit Hilfe des SINGULAR Befehls
intersect.

Ubung 4.24 Sei R = K[z, ...,x4] und > die Ordnung lp und
G = {071, 1129, TaT3, T3T4, T4To -

Berechnen Sie eine minimale Grobnerbasis G' von Syz(G) beziglich

>aG.
Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit dem SINGULAR Kommando syz.
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. 

Abbildung 4.15: Durchschnitt von drei Kegelschnitten

Ubung 4.25 Bestimmen Sie V (f1, f2, f3) c R? fiir

fi=a?+y?+22-9
fr=zy—-=
fa=a?+y? - 22 -1,

siehe Abbildung 4.15.
Erstellen Sie jeweils einen Plot von V(f;).

Ubung 4.26 I ) Berechnen Sie eine minimale lexikographische Grob-
nerbasis G von

I= (23-32%y+3ay?-z-y3+y,
x?+2xy +y? -1,
Brr?y+a?-xy?+ 2y -x-y3+y?+y-1) cClz,y].

2) Bestimmen Sie V(I) aus G.
3) Skizzieren Sie V(I) und auch V(g) fir alle g € G.
Ubung 4.27 In R =Qlx,y,z,w] seien die Ideale

Il = (ZC,y>

I = (xw —yz, 22—y, yw - zz)

gegeben.
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1) Zeigen Sie, dass
LTinly= (:Bw—yz, :Bz—y2>.
Hinweis: Sie konnen das SINGULAR-Kommando syz verwenden.

2) Setzen Sie w = 1 und interpretieren Sie den Idealdurchschnitt
aus (a) anhand von Abbildung .

Ubung 4.28 Sei K = K, und I c K [x4,...,2,] ein Ideal mit |V (I)] <
oo. Zeigen Sie, dass

Hinweis: Interpolation.

Ubung 4.29 Ein R-Modul M heifit Noethersch, wenn er folgende
aquivalente Bedingungen erfullt:

1) Jede aufsteigende Kette von Untermoduln wird stationdr.
2) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

3) Jede nichtleere Teilmenge von Untermoduln enthdlt ein maxima-
les Element.

Zeigen Sie die Aquivalenz.
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Ubung 4.30 Sei

7

0->MSMEM -0

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Zeigen Sie M ist Noethersch genau
dann, wenn M' und M" Noethersch sind. )
Hinweis: Verwenden Sie die Kettenbedingung aus Ubung 4.29.

Ubung 4.31 Folgern Sie aus Ubung /.30 mit Induktion nach n: Ist
R ein Noetherscher Ring und n € N, dann ist R™ ein Noetherscher
Modul.

4.16 Praktische Aufgaben

Ubung 4.32 Sei K ein in JULIA/NEMO verfigbarer Korper und R =
K[.Tl, - ,ﬂfn].

1) Schreiben Sie Funktionen die fir f € R das Leitmonom L(f),
den Leitterm LT(f) und den Leitkoeffizienten LC(f) bestimmen
beziiglich

(a) der lexikographischen Ordnung lp, und
(b) der Grad-reverse-lexikographischen Ordnung dp.
2) Implementieren Sie mit Hilfe der Funktionen aus (1) einen Di-

visionsalgorithmus, der fir f € R und G ={q1,...,9s} ¢ R einen
Standardausdruck

f= Zf:laz‘gi +7r
bestimmt mait
a;ig; # 0= L(f) > L(a;9;)

fir alle i und
r+0= L(r) ¢ L(G).

Geben Sie sowohl die aq ,...,as als auch r zuriick.
3) Erproben Sie Ihre Implementierung an der Division von
f=ay’ +ayz-y?e-y2® e Qla,y, 2]
nach
G={z?+yz+2% zy+y*+yz}
beziiglich dp.

Ubung 4.33 Sei K ein in JULIA/NEMO verfigbarer Korper, R =
Klzy,...,z,) und I =(f1,..., f;) ¢ R ein Ideal.

1) Implementieren Sie die Berechnung einer Grobnerbasis G = {g1,...,9s}
von I beziiglich lp und dp mit Hilfe des Buchbergeralgorithmus.
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2) Minimieren Sie das Ergebnis in dem Sinne, dass kein L(g;) ein
L(g;) miti # j teilt. Ist das Resultat weiterhin eine Grébnerbasts
von 17

3) Erproben Sie Ihre Implementierung an dem Ideal
I= <st—a:, t—y, s° —z) cQ[t, s, z,y,z].

Ubung 4.34 Sei K ein in JULIA /NEMO verfiigbarer Kérper, R =
Klzy,...,xn) und I =(f1,..., fr) c R ein Ideal und 1 <m <n-1.

1) Schreiben Sie eine Funktion, die Erzeuger von
INnK[Tmity- s Tn].
berechnet.

2) Verwenden Sie Ihre Implementierung, um

<8t—x> l-y, 82—2)0(@[2’7:{/,1']
zu bestimmen.

Ubung 4.35 Sei K ein in JULIA /NEMO verfigbarer Korper und R =
Klxy,...,z], G={g1,...,9-y ¢ R mit 0 ¢ G und > die lexikographi-
sche Ordnung.

1) Modifizieren Sie Ihre Implementierung der Division mit Rest aus
Aufgabe /.32 so, dass sie eine reduzierte Normalform NF(-,G)
beztiglich > realisiert.

2) Sei G eine Grobnerbasis von I = (G). Implementieren Sie die
Ringstruktur des Quotientenrings R/I, d.h. Funktionen fir Ad-
dition und Multiplikation, wobei Elemente vermédge des Isomor-
phismus

R_/] - g (z*| x> ¢ L(I))
[~ NF(f,G)

dargestellt werden.

3) Bestimmen Sie in dieser Darstellung die Multiplikationstabelle
von R/I fiir

]:(m2+y2+22—9, TY -z, $2+92—22—1>CQ[$,%Z]-

Ubung 4.36 1) Sei K ein in JULIA/NEMO werfigbarer Korper
und R = K[xy,...,x,] und > die grad-reverse-lexikographische
Ordnung. Sei G eine Grobnerbasis von I = (G) beziglich >. Im-
plementieren Sie eine Funktion, die ein Erzeugendensystem des
Syzygienmoduls

Syz(G)

bestimmt.
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2) Sei I c Q|x,y,z,w] das Ideal erzeugt von den 2 x 2-Minoren der
Matrix
A :( Ty z ow )
y 2w w

(a) Verifizieren Sie, dass die Minoren eine Gréobnerbasis G von
I beziiglich der grad-reverse-lexikographischen Ordnung bil-
den.

(b) Bestimmen Sie den Syzygienmodul Syz(G) dieser Grobner-
basts.
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Lineare Algebra uber Z

5.1 Ubersicht

In diesem Abschnitt wollen wir die Ideen der linearen Algebra von
Korpern auf Z iibertragen. Gegeben eine Matrix A € Z™™, sind die
entscheidenden Fragen:

1) Wie berechnet man den Kern ker(A)?
2) Wie bestimmt man eine Basis des Spaltenraums Bild(A)?

3) Wie vereinfacht man eine Prasentation
A
7" —-7" - M -0

eines endlich erzeugten (und damit nach Satz 4.12.37 endlich
prasentierten) Z-Moduls M = Z"/Bild(A) = coker(A) so, dass
man die Struktur von M (bis auf Isomorphie) wie in Beispiel
4.12.38 direkt ablesen kann? Dies erlaubt uns dann z.B. endlich
erzeugte abelsche Gruppen zu klassifizieren.

Wir werden sehen, dass es einen Algorithmus gibt, der alle die-
se Fragen 16st. Wir verallgemeinern dazu den Gaufs-Algorithmus zur
Normalformbestimmung iiber Kérpern auf Z und allgemeiner Eukli-
dische Ringe. Aus der linearen Algebra wissen wir: Ist K ein Korper
und A € K™™_ dann gibt es Basiswechsel gegeben durch invertierbare
Matrizen T € GL (m, K) und S € GL (n, K), die A in die Normalform

1 0
S-A-T=D= '

bringen (mit r = rang (A) Einsen auf der Diagonalen). Ersetzen wir K
durch einen Ring R konnen wir dies nicht mehr erwarten:

162
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Bemerkung 5.1.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Eine Matrix
B e R st invertierbar (d.h. B € GL (n, R)) genau dann, wenn ihre
Determinante eine Finheit ist, d.h.

det (B) € R*.

Beweis. Ist B-B~! = F, dann det (B)-det (B~!) = 1. Umgekehrt: Falls
det (B) € R*, dann ist
Badj

-1 nxn

" det(B)

mit der adjungierten Matrix Be¥ = ((—1)i+j det (Bji))ij e R wobei
Bj; durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten Spalte von B entsteht.

Beispiel 5.1.2 Fliir eine Matrix

bll b12 2% 2
B = R~
( bar b )E

mit det (B) € R* ist

Bl- 1 baa  —b12
bi1baa = bigbor \ —b21  bna '

Nach der Bemerkung ist zum Beispiel A = (2) € Z*! schon in
Normalform, denn Z* = {+1}.

Im Allgemeinen kénnen wir fiir eine Matrix A € R™*™ iiber einem
Euklidischen Ring R (sogar allgemeiner {iber einem Hauptidealring)
mit Basiswechseln 7' € GL (m, R) und S € GL (n, R) erreichen, dass

dy 0

wobei jedes d; ein Teiler von d;,; ist. Im folgenden Abschnitt werden
wir einen Algorithmus kennenlernen, der solche S,7T" und D bestimmt.
In jedem Fall erlaubt uns eine derartige Normalform, eine Basis
des Bilds
Bild(A)={A-z|zeR™}

d.h. des von den Spalten von A erzeugten Gitters und des Kerns
ker(A)={z e R"|A-z =0}

d.h. der Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems A-
x =0 zu berechnen:
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Bemerkung 5.1.3 Gegeben A € R™™ ist x € R™ eine Lisung von
A-x=0
genau dann, wenn y=T"'-x eine Losung von D -y =0 ist, denn
Arx=0=S5-A2=0=S5-AT-Tl.2=0D-y=0.
Die Léosungen von D -y =0 konnen wir aber sofort hinschreiben
ker(D) = (€41, -, €m)
also

ker(A) =T -ker(D) = (Ter1, ..., Tem) .
Genauso erhalten wir wegen A-T = S71- D das Bild

Bild(A) = Bild(A-T) = Bild(S™ - D) = (S~ 'dsey, ..., S d,e, ) .

Diese Erzeuger von Kern und Bild bilden offenbar Basen: Sind
0= Z AZ(T61)=T Z /\iei
i=r+1 i=r+1
also .
OZ Z )\iei
i=r+1
also alle \; = 0. Genauso fiir die Erzeuger des Bilds. Insbesondere

sind also Kern und Bild einer Matriz iber einem Hauptidealring freie
Moduln.

Beispiel 5.1.4 15 Hiihner legen jeden Tag ein Ei, und diese werden

im halben Dutzend verkauft. An welchen Tagen bleibt kein Ei iibrig?
Wair miissen die Menge L aller

HE

152 +6y =0

mit

finden, also den Kern von
A=(15 6 )ez™

Dazu transformieren wir A durch Spaltentransformationen in eine Ma-
trix D, fir die wir den Kern direkt ablesen konnen. Wie in der linea-
ren Algebra tber Kérpern erhalten wir eine Transformationsmatrix
T € %2 mit

A-T=D
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indem wir dieselben Tranformationen mit einer 2 x 2-Einheitsmatrix

durchfiihren:
(15 6) (é?)
(50) (57)
Go) (47

D —_—
T

Der Kern von D st offenbar der von dem zweiten Einheitsbasisvektor

erzeugte Z-Modul
o)

-t ern-|( 7))

Nach zwei Tagen oder 5 verkauften Packungen bleibt also kein Ei ibrig.

und somit

5.2 Der Elementarteiler-Algorithmus

Wir zeigen zunéchst im Elementarteilersatz die Existenz dieser Nor-
malform. Der Beweis gibt gleichzeitig einen rekursiven Algorithmus
zur Bestimmung von S, 7" und D.

Satz 5.2.1 (Elementarteilersatz) Sei R ein Euklidischer Ring und
A e R eine Matriz. Dann gibt es Basiswechsel S € GL (n, R) und
T e GL(m, R) und ein r < min (n,m) mit

dy
S-A-T=D-= ¢ R

und

d1|d2, d2|d3 dr_1|dr¢0

Die d; sind bis auf Multiplikation mit Einheiten durch A eindeutig be-
stimmt und heiffen Elementarteiler von A, und D heifit die Smith-
Normalform von A.

Bemerkung 5.2.2 Betrachten wir zundchst die Berechnung der Nor-
malform im Spezialfall fir R = K ein Korper, d.h. den Gauf-Algorithmus
(mit Zeilen- und Spaltenoperationen) in der linearen Algebra:
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Ist A = (a;;) € K™™, dann gibt es Basiswechsel T € GL (m, K)
und S € GL(n, K) in Quelle und Ziel, die A in die Normalform

1

S-A-T= 1

0o | o

bringen mit r = rang (A) Einsen auf der Diagonalen.

Dabei erhalten wir S und T als Produkt von Zeilen- bzw. Spalten-
operationen: Durch Permutation von Zeilen und Spalten kénnen wir
a1 # 0 annehmen (falls A +0). Subtraktion des %—fach@n der ersten
Spalte von der j-ten Spalte (und analog fir die Zez:len) bringt A in die

Form
aa ‘ 0 - 0

0
SchliefSlich multiplizieren wir die erste Spalte mit ﬁ Mit Induktion
folgt die Behauptung.

In einem Ring R ist es dagegen im Allgemeinen nicht moglich, Zi—i
zu bilden, da a;; keine Einheit sein muss. Die Idee fiir den Beweis
von Satz 5.2.1 ist die Division % durch Division mit Rest zu erset-
zen. Der Beweis gibt einen Algorithmus zur Berechnung der Smith-
Normalform, den Elementarteiler-Algorithmus.

Beweis. Sei R ein euklidischer Ring mit Norm d und A # 0.

1) Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen kénnen wir annehmen,
dass a;; # 0 und

d(a1) <d(a;;) oder a;; =0
fir alle (7,7) # (1,1).

2) Ist ein Eintrag a;; der ersten Zeile (analog fiir die erste Spalte)
nicht durch a;; teilbar, dann schreibe a; ; mit Division mit Rest

al,j =q- al,l +7r
mit d(r) <d(ay). Der Fall r = 0 tritt nicht auf, da nach Voraus-
setzung a1 + ay ;.

Nach Subtraktion des g-fachen der 1-ten Spalte von der j-ten Spalte
erreichen wir also

d(ai1) >d(a1;)

Gehe nun zuriick zu Schritt (1). Dieser Prozess terminiert, da
d(ay,) in jedem Durchlauf echt kleiner wird.
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3) Sind alle Eintrége der ersten Zeile und Spalte durch a,; teilbar,
dann kénnen wir durch Addition von Vielfachen der ersten Spalte

A in die Form
ara ‘ 0 -+ 0

* *

und durch Addition von Vielfachen der ersten Zeile auf die Form

au‘() e 0
0

: A
0
bringen. Hat A’ einen Eintrag a; j, der nicht durch a,; teilbar ist,

dann addieren wir die ¢-te Zeile zu der ersten Zeile und gehen zu-
riick zu (2). Danach wird d (a;1) wieder echt kleiner.

4) Sind alle Eintrége von A durch a, ; teilbar, dann auch die Eintrége
von A’ da sie R-Linearkombinationen von Eintrédgen von A sind.

Mit Induktion nach min (n,m) folgt die Behauptung.

Fiir den Induktionsanfang (n = 1 oder m = 1) sind die Schritte
(1) — (3) der euklidische Algorithmus auf den Eintrégen.
Auf die Eindeutigkeit kommen wir gleich zuriick. m

Beispiel 5.2.3 Wir bestimmen die Smith-Normalform von

— 6 9 6 2x3
A‘(ﬁ 6 7)€Z

und gleichzeitig S € Z2? und T € 733 durch simultanes Ausfiihren der
Zeilen- bzw. Spaltenoperation auf der 2 x 2 bzw. 3 x 3 Einheitsmatriz.
Division mit Rest (Schritt 2) gibt

(1 0) (636) (1]_11
01 6 0 7 0 0

Vertauschen (Schritt 1)
-1 1
) (7
0 0

) G

Reduktion der ersten Zeile und Spalte (Schritt 3)

(1 0) (300) _11 _32 _22
01 06 7 0 0 1

— O O
S~—

(=2 e
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Da 7 nicht durch 3 teilbar ist, addieren wir die zweite zur ersten Zeile

(1 1) (367) _11 _32 _22
01 06 7 0 o0 1

Division mit Rest (Schritt 2)

(11) (361) R
0 1 06 7 0 0 1

Vertauschen (Schritt 1)

(11) (163) _44 _32 _11
01 76 0 Lo o

Reduktion der ersten Zeile und Spalte (Schritt 3 und 4)

(L) (5% 8) [v= 0w

-7 -6 0 -36 -21 . -6 -3
Rekursives Anwenden des Algorithmus auf die durch Streichen (bzw.
Ignorieren) der ersten Zeile und Spalte erhaltene Untermatriz, gibt

(=36 21 ) (-15 21 ) (-15 =6 )~(-3 =6 )~ (-3 0)

(in diesem Fall ist dies genau der euklidische Algorithmus) und wir
erhalten die Smith-Normalform

D=S-A-T

mat

4 2 -9

1 1 1 0 0
s-( L 5) oo S I
-7 -6 0 -3 0 1 -3 6

Die Elementarteiler von A sind also
d1 =1 dg = 3
bis auf Multiplikation mit Einheiten in 2 = {1,-1}.

Beispiel 5.2.4 Den Kern erhalten wir als

(1) - (Tea) - (( ‘5 ))
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und mit

(siehe Beispiel 5.1.2) das Bild als

Bild(A) = (S~'e;, -35es) = <( _76 )( —33 ))

Offenbar gibt es einfachere Basen als die gefundene, denn

oca-{(4) (1) )

Mit dem LLL-Algorithmus werden wir ein Verfahren kennenlernen,
das es uns erlaubt, Basen aus kurzen Vektoren zu finden. Wir wer-
den mit dem Hermite-Normalform-Algorithmus auch ein Verfahren
beschreiben, das nur durch Spaltenoperationen eine Basis des Bildes
berechnet.

Bemerkung 5.2.5 Vorsicht, anders als ber Vektorraumen ldsst sich
nicht jedes Erzeugendensystem eines Moduls zu einer Basis verkiirzen.
In Beispiel 5.2.4 erzeugen keine zwei Spalten von A das Bild von A,

T e o)

Beispiel 5.2.6 In JULIA/NEMO kénnen wir die Smith Normalform
wie folgt bestimmen:
using Nemo
S = MatrizSpace(ZZ, 2, 3)
Matriz Space of 2 rows and 3 columns over Integer Ring
A =5([6 96; 66 7]);
D = snf(4)

1 00

030

Auf die Berechnung von S and T werden wir in den praktischen

Ubungsaufgaben zuriickkommen. Man beachte, dass S und T nicht ein-
deutig bestimmt sind.

Dass r < n und die Elementarteiler d; bis auf Einheiten eindeutig
bestimmt sind, folgt aus folgendem Satz:

Satz 5.2.7 Fir die Elementarteiler dq,...,d, von A € R™™ in Satz
5.2.1 gilt fiir i <r (bis auf Einheiten)

dleZggT(det(ALJ) | |]|:|J|=Z) =ZDZ‘

Fiir i >r sind alle det (A ;) = 0.
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Hier bezeichnet fir I c{1,...n} und J c{1,...,m}
A, € BRI

die Untermatriz von A mit den Zeilen aus I und Spalten aus J. Die
det (A y) mit |I| =|J| =1 heiflen i x i-Minoren von A.
Man nennt D; auch den i-ten Determinantenteiler von A.
Insbesondere ist di = Dy der grifite gemeinsame Teiler aller Ein-
trage von A.

Beweis. Ist A in Smith-Normalform, dann ist der Satz klar. Dass ein
Basiswechsel die Minoren nur um Einheiten &ndert kénnen wir hier
nicht zeigen. Es ist aber plausibel, da z.B. fiir die Determinante einer
quadratischen Matrix A gilt

det(S-A-T) =det(S)det(A)det(T)
und det(S),det(7") € R* fiir invertierbare S und 7. =

Beispiel 5.2.8 Wir bestimmen fiir

1 1 1
-3 1 1
A=l 3
1 1 -3
die Smith-Normalform:
1 0 0 1 0 0
Ao 0 4 4 N 0 4 O
0 -4 0 0 -4 4
0 0 -4 0 0 -4
1 0 0 1 00
0 4 O 0 4 0
“loo a4 |"[ooal7P
0 0 -4 000
Andererseits ist offenbar
D1=1=d1

die 2 x 2-Minoren sind 0, +4 oder 8, also
Dy=4=d;-dy
und die 3 x 3 Minoren sind £16, also
D3=16=d;-dy-d3

Aus dem Elementarteilersatz 5.2.1 erhalten wir sofort folgendes
zentrale Resultat der Gruppentheorie, den Hauptsatz iiber endlich er-
zeugte abelsche Gruppen:
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Satz 5.2.9 (Hauptsatz endlich erzeugte abelsche Gruppen) Sei
G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es Zahlen 0 <r <n
und dy, ...,d, > 2 mit d; | diyy firi=1,....,r—1, sodass

GzZ|dy x ... x Z]d, x 2"

Beweis. Da G endlich erzeugt ist (als Gruppe und damit auch als Z-
Modul), ist G nach Satz 4.12.37 endlich préasentiert (denn nach Defini-
tion und Satz 4.2.1 und Satz 4.3.3 sind Euklidische Ringe Noethersch),
es gibt also eine Préasentation

7m A G 0.

Mit dem Satz iiber die Smith-Normalform gibt es Isomorphismen

7m Ao LoGq 50

zm 5
mit D in Normalform. Der Cokern von D hat also die behauptete

Struktur, wobei wir Faktoren mit d; = 1 weglassen konnen, da Z/1 =
{0} die triviale Gruppe ist. m

Beispiel 5.2.10 Fliir die endlich erzeugte abelsche Gruppe G = coker A
mit

1 1 1
-3 1 1
A= 1 -3 1
1 1 -3

erhalten wir aus der Smith-Normalform

o O O
O O = O
O B~ O O

(siehe Beispiel 5.2.8), dass
G = coker A = coker D 2 Z[4A x Z[4 x Z
(siehe dazu Beispiel /.12.38).

Bemerkung 5.2.11 Die Smith-Normalform existiert auch iber Haupt-
idealringen, ldsst sich dann aber nicht mit unserem Algorithmus be-
rechnen.
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Bemerkung 5.2.12 Freie Aufiésungen iber Hauptidealringen R ha-
ben eine viel einfachere Struktur als iber einem multivariaten Poly-
nomring. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul und

R™ 2 R 5 M >0

eine Prasentation, dann kénnen wir vermdge einem Basiswechsel in
R"™ und R™ annehmen, dass A in Smith-Normalform ist. Durch Strei-
chen der Nullspalten in A erhalten wir eine Matriz A € R™™ mit
ker A = {0} und eine Prisentation

OeRmiRmAMAO,

denn durch das Streichen dndert sich das Bild der Matrix nicht. Freie
Auflosungen terminieren also schon nach der ersten Syzygienmatrix.

69 6
A:(667)

1 0 0 1 0
M—cokerA:coker(O 3 O)ZCOker(O _3)

Beispiel 5.2.13 Fliir

wie 1n Beispiel 5.2.53 ist

Mit Hilfe von Satz 5.2.9 konnen wir beweisen, dass die Einheiten-
gruppe eines endlichen Korpers zyklisch ist:

Corollar 5.2.14 Die Einheitengruppe F; eines endlichen Korpers mit
q Elementen ist zyklisch.

Beweis. Der Fall ¢ = 2, das heifst ) = {1}, ist klar. Sei also ¢ > 2. Da
[y eine endliche abelsche Gruppe ist, gibt es dy, ..., d, > 2 mit d; | diiq
firs=1,...,7r -1, sodass

FX2Z/dy x ... x 7/d,

(wobei Fy multiplikativ und Z/d; x ... x Z/d, additiv geschrieben
ist). Diese Gruppe enthélt wegen d; | d; Vi eine Untergruppe

Z)d, x ... x ZJd,

~~

r

und somit df Elemente. Andererseits sind alle Elemente dieser Gruppe
(aufgefasst als Elemente von IF¥) Nullstellen von 2% —1. Ein Polynom
vom Grad d; kann aber maximal d; Nullstellen haben, das heifst r =1,

also
F; > 7/d;.
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5.3 Hermite-Normalform

Mit der Smith Normalform kénnen wir (wie in Satz 5.2.9) die Struk-
tur jedes endlich erzeugten Moduls liber einem beliebigen Euklidischen
Ring vollstéindig analysieren, indem wir die Normalform seiner Préa-
sentationsmatrix bestimmen.

In vielen praktischen Anwendungen ist ein Modul jedoch nicht
durch eine Présentation (d.h. durch Relationen zwischen Erzeugern),
sondern als Bild oder Kern einer Matrix gegeben. Beispielsweise sind
ganzzahlige Gitter als Bild und Lésungsmengen von homogenen linea-
ren Gleichungssystemen als Kern spezifiziert.

Wie schon in Bemerkung 5.1.3 gesehen, 16st die Smith Normalform
auch dieses Problem, allerdings lassen sich Basen von Kern und Bild
einer Matrix auch mit einem einfacheren Normalformenalgorithmus
finden. Offenbar &ndern Spaltentransformationen z.B. nicht das Bild.
Welche Art von Normalform kénnen wir also nur durch Spaltentrans-
formationen erreichen?

Definition 5.3.1 Sei R ein Euklidischer Ring mit Norm d. Eine Ma-
triz A = (a;;) € R™™ ist in (Spalten-) Hermite- Normalform, wenn
es ein v <m und eine streng monotone Funktion

fA{L .. ry=>A{1,..,n}

gibt mit
ai,j = 0
fir alle
i< f(j)
d(agpy) <d(agy ;) oder ayiy =0 fir alle j' < j | aggy,; #0

und
a, ;=0 fir alle i und j >r

Beispiel 5.3.2 Die Matrix

—_—

—
oo O O O

o O

(-

=S =~~~

(-

st in Hermite Normalform.
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Satz 5.3.3 Sei R ein Fuklidischer Ring und A € R™™. Dann gibt es
ein T € GL (m, R) sodass
D=A-T

i Hermite-Normalform ist.

Bevor wir den Satz beweisen, einige Bemerkungen zu Anwendun-
Y
gen:

Bemerkung 5.3.4 Aus der Hermite-Normalform D erhalten wir di-
rekt eine Basis von

Bild(A) = Bild(D)
und wie beir der Smith-Normalform eine Basis des Kerns

ker(A) = (Ters1,y .., Tem) -

Bemerkung 5.3.5 Die Struktur des Cokerns lisst sich dagegen nicht
unmittelbar aus der Hermite-Normalform ablesen: Zum Beispiel ist

6 0
A=| 0 8
0 4

schon in Hermite-Normalform. Mit dem Smith- Normalform-Algorithmus

liefert
6 8 6 2 2 6
A1 0 8 |~ 0 8 |~] 8 0
0 4 0 4 4 0
2 0 2 0 2 0
] 8 24 |- 0 -24 |~ 0 12
4 -12 0 -12 0 0

fur die Gruppe G mit Prdsentation
72578 >G>0

somit, dass

G =coker(A) 2 Z/2x Z[12 x 7.

Also Vorsicht: Die Diagonalelemente von Smith- und Hermite-Normalform
stimmen im Allgemeinen nicht tiberein, nicht einmal das Produkt der
Diagonalelemente.

Beispiel 5.3.6 Ist A € R™" dagegen quadratisch und D =S-A-T die
Smith-Normalform, dann

det(D) = det(S) - det(A)-det(T) = u-det(A)
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mit u € R*, und analog fir die Hermite-Normalform. Das Produkt
der Diagonalelemente stimmt also bis auf Einheiten tiberein. Auch fir
quadratische Matrizen kénnen die Diagonalelemente selbst verschieden

sein: Die Matriz
20
(1)

st schon in Hermite-Normalform, und als Smith-Normalform erhalten

wir
10
>0 %)

Wie bei der Smith-Normalform liefert der Beweis von Satz 5.3.3

einen Algorithmus zur Bestimmung von D und 7', den Hermite-Normalformen-

Algorithmus:
Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit Induktion nach n.

1) Fir
0 - 0
()

wende die Induktionsvoraussetzung auf A’ an.

Anderenfalls konnen wir durch Spaltenvertauschungen erreichen,
dass a; 1 # 0 und

d(ai1) <d(ay;) oder a;; =0
fiir alle j > 1.

2) Ist ein Eintrag ay ; der ersten Zeile nicht durch a;; teilbar, dann
schreibe a; ; mit Division mit Rest

arj=q-a11+r
mit d(r) <d(ay). Der Fall r = 0 tritt nicht auf, da nach Voraus-
setzung ai 1 + ay ;.

Nach Subtraktion des g-fachen der 1-ten Spalte von der j-ten Spalte
erreichen wir also

d(ai1) >d(a1;)

Gehe nun zuriick zu Schritt (1). Dieser Prozess terminiert, da
d(ay,) in jedem Durchlauf echt kleiner wird.

3) Sind alle Eintrége der ersten Zeile durch a;; teilbar, konnen wir
durch Addition von Vielfachen der ersten Spalte A in die Form

am‘() e 0

* Al

bringen. Fiir n = 1 ist die Matrix nun in Hermite-Normalform.
Anderenfalls wende die Induktionsvoraussetzung auf A’ an.
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4) Sei r minimal mit a;; = 0 fiir alle 4 und j >r. Fiir j =1,...,7 sei
f(j) = mln{z | Qi ¥ O}

der Zeilenindex der j-ten Stufe. Fir j=2,....,rund 5/ =1,...,5 -1
schreibe

Ayt =4 06+t r
mit d(r) < d(asy;) und subtrahiere das g-fache der j-ten Spalte
von der j’-ten Spalte. Danach gilt dann

d(af(j),j’) < d(af(j)d') oder af(j)’j, =0

firalle 1<y <j<r.

]

Eindeutigkeit der Hermite-Normalform erreichen wir, falls wir den
gegT und die Divisionsreste geeignet normieren. Beispielsweise konnen
wir liber Z festlegen, dass

as(j).; >0
i), > Af@).j’ 2 0 fiir alle ' <y

Dann gilt:
Satz 5.3.7 Die Hermite-Normalform ist eindeutig.

Beweis. Die Zahl r ist der Rang des nach Bemerkung 5.1.3 freien
Moduls M = Bild(A) = Bild(D). Ebenso ist fiir jedes j

f(j) =max {i|rank(M n{e;,....,e,)) =r—j+1}

schon durch A festgelegt. Wir sagen, dass eine Basis by, ..., b, in Hermite-
Form ist, wenn dies fiir die Matrix (b1 | ... | b.) gilt.

Wir zeigen mit Induktion nach r, dass M eine eindeutige Basis in
Hermite-Form hat: Ein Modul vom Rang r = 1 hat einen eindeutigen
normierten Basisvektor (iiber den ganzen Zahlen wiirden wir etwa den
ersten Eintrag von oben # 0 auf positives Vorzeichen normieren). Fir
r>1ist fir i = f(r)

rank(M n(e;,...,e,)) =1
es gibt also wieder einen eindeutigen normierten Basisvektor v € M n
(67;, ...7€n>.
Der Modul
M/ (v) = M|/Mn{e;,...,en) € R"[{ei,...,en) 2 R™

ist isomorph zu einem endlich erzeugten Untermodul von R"* also
dem Bild einer Matrix und somit (da R Euklidisch) nach Bemerkung
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5.1.3 frei. Die Induktionsvoraussetzung liefert damit eindeutige Basis-
vektoren by, ..., b,_ in Hermite-Form. Jedes I_)j hat einen Repréasentan-
ten b; € M und dieser ist eindeutig bis auf Addition von Vielfachen
von v. Legen wir ein Restesystem fiir den Divisionsrest fest und ziehen
ein geeignetes Vielfaches von v von den b; ab, sodass dann jeweils der
i-te Eintrag in unserem Restesystem liegt, so erhalten wir eindeuti-
ge Repréasentanten by, ...,b,_1 (analog zu Schritt (4) im Algorithmus).
Die Vektoren by, ...,b,._1,v bilden dann die eindeutige normierte Basis
in Hermite-Form. m

Fiir die eindeutige Hermite-Normalform von A € R™™ schreibe
HNF(A).

Beispiel 5.3.8 Wir bestimmen die Hermite-Normalform der Matrix
aus Beispiel 5.2.3 und zugleich den Basiswechsel T in der Quelle

6 6 100
6 - 010
0 01

Division mit Rest (Schritt 2) gibt

o ©

6 3 6 1 -1 0
6 0 7 0 1 O
0 0 1
Vertauschen (Schritt 1)
36 6 -1 10
06 7 1 00
0 01
Reduktion der ersten Zeile (Schritt 3)
30 0 -1 3 2
06 7 1 -2 -2
0 0 1
Division mit Rest (Schritt 2)
30 0 -1 3 -1
06 1 L2
0 0 1
Vertauschen (Schritt 1)
30 0 -1 -1 3
01 6 1 0 -2
0O 1 0
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Reduktion der zweiten Zeile (Schritt 3)
3 0 _11 _01 —92
0 0

FEine Basis des Bilds ist also

i 3)

und eine Basis des Kerns

= O

9
ker(A) = (Te3) = ( -2 >
6

JULIA /NEMO berechnet eine Zeilen-Hermite- Normalform, wir miis-
sen also die Matriz vor und nach der Berechnung transponieren (an
der Diagonalen spiegeln):
using Nemo
S = MatrizSpace(ZZ, 2, 3)

Matriz Space of 2 rows and 3 columns over Integer Ring

A =S5([6 96; 66 7]);

D = transpose(hnf(transpose(4)))

300

010

Zur Besttimmung der Spaltentransformationen gehen wir analog vor.
Man beachte, dass beim Transponieren gilt

A-T=D<Tt Al = Dt

(tD,tT) = hnf_with_transform(transpose(4));
T = transpose(tT)

-1 8 -9

1 -2 2

0 -5 6
A*T

300
010

Beispiel 5.3.9 Fliir ein weiteres Beispiel betrachte

4 2
A‘(13 5)

Der Hermite-Normalform-Algorithmus liefert dann

2 4 20 2 0
A”(5 13)”(5 3)”(2 3)‘D
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Bemerkung 5.3.10 Seien A € R™™ und B € R™™' . Mit der Hermite-
Normalform kann man Gleichheit, Inklusion und Modulmitgliedschaft
testen.

Bild(A) = Bild(B) < HNF(A) = HNF(B)
Bild(B) c Bild(A) < HNF(A) = HNF(4| B)
v e Bild(A) < HNF(A) = HNF(A | v)

Dabei betrachten wir zwei Hermite-Normalformen als gleich, wenn sie
sich nur um Nullspalten unterscheiden.

Beispiel 5.3.11 Wir zeigen, dass

6 ) 4 2
(g)eBlld(13 5)

Ausgehend von der Hermite-Normalform aus Beispiel 5.5.9 berechnen
wir dazu die Hermite-Normalform von

206}_)200|_)200
239 2 3 3 2 30

Beispiel 5.3.12 Der Hermite- Normalformen-Algorithmus fihrt im All-
gemeinen zu in der Anzahl n der Zeilen exponentiellem Koeffizienten-
wachstum. Schon bei zwei Zeilen:

A 2 1007\ (2 1
“l1013 3 1013 -509536

N 2\ ( 1 o \_,
-509536  1013) ~ \-509536 1020085 -

Die Zwischenergebnisse konnen sogar noch wesentlich starker mit
der Anzahl der Zeilen von A ansteigen (iiberpriifen Sie dies mit Th-
rer Implementierung aus Ubung 5.7 anhand von zufillig gewihlten
Beispielen). Dies ldsst sich mit der folgenden Strategie vermeiden:

Satz 5.3.13 Sei A € R™™ mit Hermite-Normalform
dq 0 0 - 0
D= : :
* d, 0 - 0

D; = szz‘dj

Mit
15t

fiir alle i.
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Beweis. Offenbar ist d,, - e, € Bild(A). Induktiv seien

Dn *Chy ey D’Hl c €41 € Blld(A)
Fiir das %—Vielfache der i-ten Spalte von D (mit Eintragen 0,...,0,d;, b1, . ..
gilt
0 ) 0
0 ool oo
D; ==+ d; |eBild(D) =Bild(A).
Dip, d; b,
d; Y+l i+1
Di: .
Da D, = [1;5,d; die Zahl £t = [];,,d; fiir s > i teilt ist nach Indukti-
onsvoraussetzung auch
0
0
0 e Bild(A)
Diy.
d; i+l
D;
@ bn

und damit D;e; € Bild(A). m

Algorithmus 5.1 Hermite modulo Determinante

Ist z.B. A e R™™ quadratisch mit d = det(A) # 0 so kénnen wir damit
das Koeffizientenwachstum in den Zwischenergebnissen im Hermite-
Normalformen-Algorithmus begrenzen: Haben wir schon

dy 0
. O
D= * di
* A’
berechnet, dann ist (bis auf Einheiten)
d
Dy =det(A') = — %
)=

und D; - e;,...,D;- e, € Bild(A’). Zur Bestimmung der i-ten Zeile der
Hermite Normalform fiigen wir zu D die Spalte D; - e; hinzu. Dies
andert das Ergebnis nicht (bis auf eine zusdtzliche Nullspalte). AujfSer-
dem konnen wir dann alle Zeilen j > i@ modulo D; reduzieren (da wir
im j-ten Schritt D; - e; wieder hinzufiigen und D; | D;).




5. LINEARE ALGEBRA UBER 7 181

5.4 Ubungen

Ubung 5.1 Bestimmen Sie fiir
4 6 2
A=l 2 3 2 |ez¥3
2 -2 -2
die Smith-Normalform D und S, T € GL(3,7Z) mit
S-A-T=D.

Ubung 5.2 Seien

1 1 -3 1
g=1 01|, =121 g=| 31|, ga=]| 2 |eZ®
2 0 -3 2

Bestimmen Sie eine Basis (d.h. ein Z-linear unabhingiges Erzeugen-
densystem) der von gy, ..., g4 erzeugten Untergruppe von Z.3.

Ubung 5.3 Sei

€ Z4><4

W DN W N
LW = W o
DO W N
W DN W N

Bestimmen Sie

1) die Smith-Normalform von A.

2) die Hermite-Normalform D von A und T € GL (4,7Z) mit
A-T=D,

3) eine Basis des Bilds von A und

4) eine Basis des Kerns von A.

Ubung 5.4 SeiR=C [x]. Bestimmen Sie jeweils die Hermite-Normalform
und die Smith-Normalform von

I R 1 2x2
1) A= 0 1_:B)ER

1-2z 1 1
2) A= 1 1-z 1 € R3<3
1 1 1-=z

3) Was sagt das Resultat iber A(0)?
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Ubung 5.5 Sei G eine endliche abelsche Gruppe und
Zr 570G >0

mit A = (a; ;) € Z™™ eine Prasentation. Zeigen Sie, dass fir die Grup-
penordnung von G gilt

1G] = |det A|

5.5 Praktische Aufgaben

Ubung 5.6 1) Implementieren Sie den Algorithmus zur Bestim-
mung der Smith-Normalform D einer ganzzahligen Matriz A €
anm‘.

2) Modifizieren Sie Ihre Funktion so, dass sie die Zeilen- bzw. Spal-
tentransformationen simultan auch auf der n xn bzw. m x m
FEinheitsmatriz durchfihrt, und dadurch S € GL(n,Z) und T €
GL(m,Z) mit S-A-T = D bestimmd.

3) Bestimmen Sie S,T und D fiir

10 41 6 -19
-6 -19 -4 9

-6 -41 -2 19
-12 -62 -8 30

A:

4) Welche Ordnung hat die Gruppe
G = coker(A) = Z*/ Bild(A).
Klassifizieren Sie die Gruppe G.

Ubung 5.7 Implementieren Sie tiber R = 7 den Elementarteileralgo-
rithmus zur Bestimmung der Smith-Normalform und den Algorithmus
zur Bestimmung der Hermite-Normalform.

Ubung 5.8 1) Modifizieren Sie Ihre Implementierung der Smith-
Normalform so, dass sie auch fir Matrizen A € Q[x]™™ funk-

tioniert.
2) Sei
3.6 00 4 -2 0
01 000 0 0
-1 0 1 0 -2 0 0
B=[ 1 0 -10 2 0 1 |eEnd(C")
-1 -3 0 0 -1 1 0
0 3 0 0 0 -1 -1
0 -2 00 0 1 1
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Berechnen Sie die Smith-Normalform D von
A=zE-BeC[x]™"
und S,T € GL(7,C[z]) mit D=S-A-T.

3) Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von B. Koénnen Sie
eine Beziehung zu dem Ergebnis aus (b) herstellen?

Ubung 5.9 1) Implementieren Sie die Berechnung der Hermite-
Normalform D einer ganzzahligen Matriz A € Z™™.

2) Erweitern Sie Ihre Implementierung so, dass sie auch eine Ma-
triz T € GL (m,Z) mit
A-T=D

liefert.
3) Bestimmen Sie fiir
9 -9 9
A= 12 -17 12 |eZ*3
7T -10 7

Basen von Bild(A) und ker(A).



6

Algorithmen fur Gitter

6.1 Ubersicht

Fir A € Z™™ finden wir mit dem Hermite-Normalform-Algorithmus
eine Basis von Bild(A). Allerdings hat Bild(A) im Allgemeinen viele
verschiedene Basen. Wie lédsst sich die Qualitdt einer Basis messen?
Eine Moglichkeit ist die Betrachtung der Lange der Basisvektoren.
Die Lange konnen wir z.B. mit der Euklidischen Norm

|z = /a2 + ...+ 22 =Vat -

von Vektoren x € R™ messen. Da der Hermite-Normalformen-Algorithmus
zu exponentiellem Koeffizientenwachstum fiihrt, sind die resultieren-
den Basisvektoren typischerweise viel langer als notwendig.

Beispiel 6.1.1 In Beispiel 5.3.12 haben wir Basen
. 2 1009
Bild(4) = ((1013) ’ (1016)>

() o)

Die Liange der Vektoren der zweiten Basis ist etwa 108, die Linge der
ersten dagegen nur 103.

In diesem Kapitel werden wir ein Verfahren kennenlernen, das es
uns erlaubt, in sehr effizienter Weise kurze Basen und einen kiirzesten
Vektor in Bild(A) zu finden. Bei dieser Fragestellung sind wir nicht
auf Untermoduln von Z" beschréinkt, sondern betrachten allgemeiner
Gitter:

Definition 6.1.2 FEin Gitter ist ein endlich erzeugter, frerer Z-Modul
L c R”, der eine Basis aus R-linear unabhdngigen Vektoren besitzt.
Diese bezeichnen wir auch als Gitterbasis.

184



6. ALGORITHMEN FUR GITTER 185

Es gibt also einen Z-Modul-Isomorphismus
p: 2" - L

sodass Yy a;p(e;) = 0 mit a; € R impliziert, dass alle a; = 0. Insbeson-
dere ist r < n.

Beispiel 6.1.3 Gitter sind z.B.
1) 7" c R", allgemeiner
2) Bild(A) c Z" c R® mit A e Z™™,

S

Kein Gitter ist z.B. der Z-Untermodul
z(e,m) c R

da die Erzeuger zwar Z-linear unabhdngig, aber nicht R-linear unab-
hangig sind.

Wie kann man nun aus gegebenen Erzeugern eines Gitters eine
moglichst kurze Basis konstruieren? Fiir a,b € Z ist

L ={a,b) = (ggT(a,b))cZ

Der Euklidische Algorithmus liefert direkt eine kiirzeste Linearkombi-
nation
g=ggT(a,b) =ua+vb#0

von a und b mit u,v € Z, denn g teilt jedes Element von L. Im letzten
Abschnitt haben wir zumindest fiir Gitter in Z" gesehen, wie man
aus Erzeugern eine Basis erhélt. Die Idee zur Berechnung einer kurzen
Basis eines Gitters ist, eine Art von Euklidischem Algorithmus zu
entwickeln, der statt mit Zahlen mit Vektoren arbeitet. Der Gauss-
Lagrange-Algorithmus findet fiir n = 2 einen kiirzesten Vektor. Fiir
beliebiges n verwendet man den LLL-Algorithmus benannt nach L.
Lovasz, H. Lenstra und A. Lenstra. Er kann in etwa genauso effizient
wie der Euklidische Algorithmus durchgefiihrt werden, findet dann
aber nicht mehr sicher den kiirzesten Vektor.

6.2 Anwendung: Rationale Rekonstruktion

Angenommen ein Algorithmus berechnet eine rationale Zahl 3 € Q.
Um die Grofe von Zwischenergebnissen zu beschrinken rechnet, man
statt in Q in Z/N. Wir nehmen an, dass ged(b, N) = 1. Ist N ein
Produkt von grofsen Primzahlen, dann ist dies sehr wahrscheinlich.

. _ 1 _ . .
Wie kann man aus @a-b =7 € Z/N wieder a und b rekonstruieren?
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Beispiel 6.2.1 Sei § = % und N = 101. Mit dem Euklidischen Algo-
rithmus konnen wir 3 modulo 101 invertieren

37 =31e7/101.

also
7 =68¢€Z/101.

Konnen wir aus dieser Restklasse wieder die rationale Zahl % rekon-
struieren?

Der folgende Satz zeigt, dass alle kiirzesten Vektoren in dem Gitter

L erzeugt von
N r
0 J'\1
a
b

sind, vorausgesetzt, dass a und b nicht zu grofs waren im Vergleich
zu N. Wir setzen voraus, dass

ein Vielfaches von

a?+b? < N.
Satz 6.2.2 Fir alle (x,y) € L mit 2+ y?> < N gilt

X
y b

und es gibt einen solchen Vektor (z,y) € L.

Wir zeigen zunéchst:

Lemma 6.2.3 Alle (x,y) € L mit 2 + y2 < N sind collinear.

(5 ()

mit 22+ y? < N und ¢® + d? < N. Dann ist auch

(yCBI‘d )=ylu—d)\EL

Beweis. Seien

also

N | (ye - zd).
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und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt aber
lye —xd] = [(A, ) < A1 = IAT- Tl < NV
und damit
c x
det( d y )—yc—xd—O.

]
Nun zu Satz 6.2.2:
Beweis. Wir haben nach Voraussetzung

a=b-rmod N

d.h. es gibt ein k€ Z mit a-b-r=Fk-N. Also ist
a r a—br k-N
(3)0)-(70" )=
(Z)EL.

Da a? + b? < N gibt Lemma 6.2.3, dass

und damit

Beispiel 6.2.4 In JULIA/NEMO finden wir fiir Beispiel 6.2.1 einen
kiirzesten Vektor in dem Glitter
mit:

101 68
0 J'\ 1
using Nemo

S = MatrizSpace(ZZ, 2, 2)

Matriz Space of 2 rows and 2 columns over Integer Ring

A = S([101 0; 68 1]);

L11(4)

(2, 3], [-23, 16]

Wir erhalten also den kiirzesten Vektor (2,3) € L, der die rationale
Zahl % reprasentiert.

Bemerkung 6.2.5 Praktisch rechnet man modulo verschiedenen Prim-
zahlen pq, ..., pp, liftet dann die Ergebnisse 17, ...,7, mit dem Chinesi-
schen Restsatz

Zlpy x ... xZlpn = Z[(p1- ... Dn)
(T1, -y Tn) - T

und wendet die rationale Rekonstruktion auf7 und N =py-...-p, an.
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Beispiel 6.2.6 Verwende p; = 11 und py = 13. Wir berechnen

206 _,
35

Wir berechnen das Produkt modulo py und ps und kombinieren die
Ergebnisse mit dem Chinesischen Restsatz

Q - Z/A1xZ/13 = Z/(11-13)

P~ (8,5)
P A
356 -~ BB

In JULIA/NEMO fiihren wir diese Rechnung durch mit

using Nemo

mod (ZZ(2) *inumod (ZZ(3),22(11)),ZZ(11))

8

fiir die Reduktion von Briichen modulo Primzahlen und analog fiir die
anderen Komponenten. Die Multiplikation fiihren wir durch mit

mod (ZZ(8)*ZZ(10),2Z(11))

3

und analog fiir die zweite Komponente des kartesischen Produkts Z]11x
Z/13. Mit dem Chinesischen Restsatz bilden wir ab nach Z[(11-13)
mit

crt(22(3),2Z(11),22(6),2Z(13))

58

Der Gauf-Lagrange-Algorithmus oder der LLL-Algorithmus ergibt (wo-
bei die Erzeuger des Gitters in den Zeilen der Matriz A stehen)

S = MatrizSpace(ZZ, 2, 2);

A = S([11#13 0; 58 1]);

111(4)

(L4, 51, [19, -12]]

also nach Satz 6.2.2

[N
Ol o>

[GCR )

da 4?2 +52=41< N =11-13.

Siehe auch Ubung 6.2. In manchen Anwendungen hat man kei-
ne Schranke fiir die Groke des korrekten Ergebnisses § oder kann
ggT(b, N) = 1 nicht testen. Dann muss man das modulare Ergebnis

verifizieren, was oft trotzdem billiger ist als es iiber Q zu berechnen.
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6.3 Anwendungen von kurzen Vektoren in
hoherer Dimension

Bevor wir nun den Gauf-Algorithmus und dessen Verallgemeinerung
auf Gitter in hoherer Dimension diskutieren, beschreiben wir noch
einige Anwendungen fiir kurze Vektoren in héherer Dimension.

Beispiel 6.3.1 Allgemein bendtigt man kurze Vektoren in Gittern in
der

e linearen Algebra tiber Z, z.B. die Konstruktion einer kurzen Ba-
sis von Bild(A) fir A e Zm™m,

e der algebraischen Zahlentheorie,

e bei der Suche nach dichtesten Kugelpackungen. Beispielsweise
ist die effizienteste Packung von Kreisen in der Ebene die hexa-
gonale Packung, siehe Abbildung 6.1.

(RN

s

Nty
N

Abbildung 6.1: Hexagonale Kugelpackung

e in der Kryptanalyse, d.h. beim Mitlesen von verschliisselten Nach-
richten. Mit Hilfe von LLL wurden verschiedene Public-Key-
Kryptosysteme gebrochen. Ein prominentes Beispiel ist das Merkle-
Hellman Kryptosystem, das auf dem Rucksackproblem basiert
(wie kann man einen Rucksack mit Gegenstinden verschiede-
nen Wertes und Gewichts packen, sodass der Inhalt maximalen
Wert hat bei festgelegtem Maximalgewicht).

e bei der Faktorisierung: Zum Beispiel wurde mit Hilfe von LLL
ein Produkt von zwei Primzahlen N = p-q mit 232 Stellen aus
der RSA-Factoring-Challange zerlegt (d.h. jeder RSA-Schlissel,
der N verwendet gebrochen, siehe Abschnitt 2.7). Faktorisierung
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(von Polynomen) war auch die urspringliche Motivation von Lo-
vasz, Lenstra und Lenstra. Wie man LLL dazu verwenden kann,
werden wir im ndchsten Kapitel tiber Faktorisierung sehen.

Wir gehen noch auf zwei konkrete Anwendungen ein:

Beispiel 6.3.2 Konstruktion von Minimalpolynomen fiir algebraische
Zahlen: Nehmen wir an, wir haben (als Ergebnis eines gegebenen Al-
gorithmus) z.B. die Zahl

a=2.732

numerisch berechnet, und gehen davon aus, dass a eine Ndherung fir
eine Nullstelle eines Polynoms f € Z[x] vom Grad d sein sollte. Wie
kénnen wir f finden? Wihle ein der Rechengenauigkeit angepasstes
A =10" und bestimme einen kurzen Vektor

Co 1 0 0
C1 0 1
€ N 0 yeee 0
Cd 0 : 1
Car1 A A-a A-ad

Dann gilt
A (co +cla+... + cdad) = Cgy1-

Fiir grofies A und kleines cq.1 haben wir also
co+cra+...+cga w0,
das heifit wir konnen vermuten, dass a eine Nullstelle des Polynoms
f= Ziocz‘ti e Z[t]

ist. Diese Vermutung lasst sich nun eventuell in dem jeweiligen Kon-
text verifizieren.
In JULIA/NEMO fiir unser Beispiel mit X\ =103:
using Nemo
S = MatrizSpace(ZZ, 3, 4);
A =S8([1 00 1000, 01 0 2732, 0 0 1 7463]);
L11(4)
[[-2, -2, 1, -1],
(27, -29, 7, 13],
[32, -9, -1, -51]
Somit ist
10%- (a*-2a-2) =-1

und damait sollte a eine Nullstelle des Polynoms

f=2*-22-2
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sein, also a=1++/3.
Numerisches Auswerten der Nullstellen von f
1+sqrt(3);
2.732050807568877
1-sqrt(3);
-.7320508075688772
fiihrt zu der Vermutung, dass

a=1+3.
Siehe auch Ubung 6.3.

Beispiel 6.3.3 Konstruktion von Potenzreihenformeln fir transzen-
dente Zahlen: Mit Hilfe von LLL wurde z.B. die Darstellung

1 4 2 1 1
m = Z _k ( —_ — — )
168 \8k+1 8k+4 8k+5 B8k+6
gefunden, die wesentlich schneller gegen w konvergiert als etwa die
Leibnizreihe

o 4
= —1)*
" ,;)( ST

In MAPLE kénnen wir die Formel auswerten mit:
5:=1/16"k*(4/(8%k+1)-2/(8%k+4)-1/(8%k+5)-1/(8%Kk+6) ;
evalf(sum(s,k=0..5));

3.141592653

evalf(Pi);

3.1/159265

evalf(sum(4*(-1) k/(2¥k+1),k=0..5));

2.976046176

6.4 Gram-Schmidt-Verfahren und Determi-
nante

Wie lasst sich die Liange einer Gitterbasis vy, ..., v, messen? Ein mog-
liches Maf fiir die Lange der Basis ist das Produkt der Léangen der
Vektoren

o] - ... - flor| € R.

Die Lénge eines kiirzesten Vektors in dem Gitter hdngt natiirlich von
dem Gitter ab. Zum Beispiel werden wir in dem Gitter

100z

keinen Vektor kiirzer als 100 finden, in dem Gitter 10Z aber schon.
Somit macht das Produkt als Maf nur Sinn relativ zu einer Invariante
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d(L) des Gitters, die wiederum unabhéngig von der Wahl einer Basis
ist. Wir werden zeigen, dass diese Invariante d(L) eine untere Schranke
fir |Jug| - ... ||| ist.

Definition und Satz 6.4.1 Sei L c R" ein Gitter mit Basis vy, ..., v,
und X = (vy | ... |v,) e R™". Die Determinante (oder Diskriminan-

te)
d(L) =/det(X*- X).

von L st unabhdngig von der Wahl der Basis.

Beweis. Ist wq, ..., w, eine weitere Basis von L und

Y =(wy|...|w).
Wir haben dann ein Diagramm von Z-Modulisomorphismen

X: 7Zr — L

! |

Y: Zn — L
es gibt also eine Matrix @) € GL(r,Z) mit X =Y - Q. Somit gilt
det(X"X) = det(Q"Y"Y Q) = det(Q)-det(Y"Y)-det(Q) = det(Y"Y),
denn det(Q) =+1. m

Bemerkung 6.4.2 Fiir ein Gitter L von vollem Rang r =n ist

d(L) =+/det(X*- X) =|det(X)].

Um zu zeigen, dass d(L) tatséchlich eine untere Schranke fiir ||vy |-
ot ||vr| darstellt, verwenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren. Die-
ses berechnet mittels Projektion von Vektoren aus einer Basis eine
Orthogonalbasis.

Definition 6.4.3 Se:

(-,-): R*xR* - R
v, W > otow =Y vw;
(7 ) =1

das Fuklidische Skalarprodukt. Fine Orthogonalbasis von R™ ist
eine Basis (wy, ..., w,) mit

(wi,wj) =0

fir alle i + 3.
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Bemerkung 6.4.4 Ist v € (wy,...,w,) dann gibt es Ay mit
v= e At
und sind die w; orthogonal, so ist
(v, ws) = Ag - (ws, wy)
also

V= Zn (v, ws) W,

! {ws, wy)

Algorithmus 6.1 Gram-Schmidt
Gegeben eine Basis (v1,...,v,) von R™, erhalten wir durch

eine Orthogonalbasis (wy, ...,w,) von R™.

Beweis. Ist schon
(wj7 w8> =0

fiir 7 # s mit j,s < ¢ gezeigt, dann folgt mit der Bilinearitdt des Ska-
larprodukts

wi,w;) = (w;, v; —%1 (w5, vi) Wi, W
( J0 1) ( VR Z) = <w37ws> ( J? S)
_< 7 Z) (UJj,lUj) ( 7 ]> 0

fiir alle j < i. Die Symmetrie des Skalarprodukts gibt die Behauptung.
]

Beispiel 6.4.5 Fiir

SORS

erhalten wir mit dem Gram-Schmidt-Verfahren die Orthogonalbasis

(1) ()42

siehe Abbildung 6.2.
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Vi \%)

Abbildung 6.2: Gram-Schmidt-Verfahren und Projektion

Bemerkung 6.4.6 Ist (v1,...,v,) eine Basis des Gitters L, dann ist
die mit dem Gram-Schmidt-Algorithmus 6.1 berechnete Orthogonal-
basis (w1, ...,w,) eine Basis des von L aufgespannten R-Vektorraums.
Wir bezeichnen diese als die zu (v1, ...,v,) assoziierte Gram-Schmidt-
Basts. Dies ist eine Vektorraumbasis des von L aufgespannten Unter-
vektorraums von R™, aber im Allgemeinen keine Gitterbasis von L, da
die w; keine Elemente von L sein miissen:Fir

(1 [ 2

() ()

3) 3(1 2 i
()3 oo

Der Beweis von Satz 6.4.1 zeigt auch:

18t

Lemma 6.4.7 Ist vy,...,v, eine Basis des Gitters L und (wy, ..., w,)
die assoziterte Gram-Schmidt-Basis, dann gilt

d(L) = Jws] - uwr] -

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass alle Operationen in Algorith-
mus 6.1 durch Multiplikation von

X=(v|...]v.) e R

von rechts mit Matrizen in GL(r,R) mit Determinante 1 ausgedriickt
werden kénnen. Mit
Y =(wy|...|w,)



6. ALGORITHMEN FUR GITTER 195

gibt es also ein @ € GL(r,R) mit det(Q) =1 und
X=Y-Q
Somit gilt wie in Definition und Satz 6.4.1, dass
det(X"- X) =det(Y" V)

und auflerdem

(wy,wi) - (wy,w,)
det(Y'-Y) = det : :
<wT7w1> <w7‘7w7’>
(wl,wl) 0 ) )
= det = Jwy " Jwe|" >0
0 (wy, w,.)

Satz 6.4.8 (Hadamard Ungleichung) Sei L c R" ein Gitter mit
Basis vy, ..., v.. Dann gilt

d(L) < o] - - foe] -

Beweis. Sei (wy, ..., w,) die zu (vq,...,v,) assoziierte Gram-Schmidt-
Basis. Dann ist mit Lemma 6.4.7

d(L) = [wr - .. .
Aufserdem werden unter Projektion Vektoren hochstens kiirzer, denn

) ('lUt, Ui) .

S\ sl

-Jalf- 3 (e

also
2 2
loi]|* > [Jwi]” .

Beispiel 6.4.9 In Beispiel 6.4.5 gilt
1 3 1 1
det| | 7 J|=2=]det| | | J|=V2-V2<V2:V10

1
Fiir eine Orthogonalbasis vy, ..., v, nimmt also |vi| - ... |v,| den
minimal moglichen Wert an. Allerdings 16st das unser Problem nicht,
denn das Gram-Schmidt-Verfahren liefert im Allgemeinen auch bei
ganzzahligem Input keinen ganzzahligen Output.
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6.5 Ganzzahlige Gram-Schmidt-Reduktion

Als Basis von Algorithmen zur Bestimmung von kurzen Vektoren in
Gittern verwendet man eine gerundete Version des Gram-Schmidt-
Verfahrens. Gegeben zwei Vektoren vy, ve in dem Gitter L konnen wir
vy um Vielfache von v; abéndern, um einen moglichst kurzen Vektor
zu erhalten. Wir betrachten also

vy =V + N vp
mit A € R und die Langendifferenz-Parabel
FOO = [05]7 = oa]* = 2+ (z, 01) - A+ A o |*
Das Minimum dieser Parabel liegt bei

(UQ7 Ul)
2
Jvr

0=-

zwischen den beiden Nullstellen A = 0 und A = -2 fvavr) Wir erhal-

Joa|*
ten also den kiirzest moglichen Vektor v} fiir den im Gram-Schmidt-

Verfahren gewéhlten Wert, siche Abbildung 6.2. Im Allgemeinen wird
Ao € R aber keine ganze Zahl sein. Die Idee ist nun )y auf die néchste
ganze Zahl | A\g] zu runden.

Notation 6.5.1 Fir z € R se:

B [x+%J fir x>0
l]_{[x—%J fir z <0

die tibliche Rundung auf die ndachste ganze Zahl.

Beispiel 6.5.2 Fiir
[ 2 [ 33
V1 = 3 Vo = 1

f(A)=2-(-63)- A +13-)?,
siehe Abbildung 6.3, Hier ist also

63
A= — ~ 4.
0=13 %18

und fiir eine ganzzahlige Reduktion runden wir auf

haben wir

[Ao] = 5.

Wir wir gleich sehen werden, fiihrt dies zu dem kiirzest moglichen Vek-
tor der Form vs + X -v; im Gitter.
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400

-100 \

-200 1 \ /

-300 o

-400 -

Abbildung 6.3: Léngendifferenz vor Reduktion

Definition 6.5.3 Sei (v1,...,v,) eine Basis des Gitters L c R™ und
w1 =71

i—1 .
w; = v; — Z <w57U;> W,
s s

firi=2,...,n die assoziterte Gram-Schmidt-Basis.
Die Basis (vq,...,v,) heiffit Gram-Schmidt-reduziert (oder ldn-
genreduziert) falls

fiir alle 1 < s<i<n.

Gram-Schmidt-Reduziertheit konnen wir durch iteratives Anwen-
den von Algorithmus 6.2 erreichen.
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Algorithmus 6.2 Reduziere v; nach v, flir 1 <s<i<n
Input: Basis (vy,...,v,) des Gitters L c Q.
Output: Basis (vy,...,v,) von L sodass

(wsavi> < 1
2

2
[ws]

wobei (wy,...,w,) die aus (vi,...,v,) bestimmte Gram-Schmidt-
Basis bezeichnet.

. — (wsﬂ)i>
B
2: if || > 3 then
3: v =v; — | ] s
4: return (vy,...,v,)

Wir zeigen die Korrektheit von Algorithmus 6.2.
Beweis. Beachte, dass nach Konstruktion der w; gilt

s—1

(wsavs> wsaws+ <wt’vz) t (wsy s>
=

Somit ist
(wsuvi_l,u]'vs) <w87vs>
3 =p-|u]- > =p= .
Jws| Jws]
]

Bemerkung 6.5.4 Nach der Reduktion von vy € R™ nach v, € R™ gilt
fiir jedes vl = vy + X-vy mit A€ Z, dass

[va] 2 [va] -
Beweis. Nach Algorithmus 6.2 haben wir

[(va, v1)|
2
o |

<

N | —

Angenommen

[oall* > 051 = ool + 2 (w2, 01) - A+ A%+ o |

aquivalent
EPSTICICTY
s
Dann ist
|)\| < 2|<U27U1>|
5— <
i

also A =0 und somit |v}| = |v2, ein Widerspruch. m
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Nach der Reduktion von vy nach v; liegt also zwischen den Null-
stellen A =0 und A =-2- % der Langendifferenz-Parabel
FO) = J03]* = o2l * = 2+ (v, 1) - A+ A2+ oy |
keine ganze Zahl mehr.

Beispiel 6.5.5 Nach der Reduktion der Vektoren in Beispiel 6.5.2 ist
2 -33 2 -23
(3] e (V) (5)-(0)

f(A)=2-2-X+13- )2,
siehe Abbildung 6./. Der Vektor vy lisst sich also durch Addition von

also
2,

1.5

0.5+

-0.5+

e

Abbildung 6.4: Léngendifferenz nach Reduktion
ganzzahligen Vielfachen von vy nicht mehr verkiirzen.

6.6 Gauf-Lagrange-Algorithmus

Wir konzentrieren uns zunéchst auf den Fall n = 2. Iteratives Anwen-
den der ganzzahligen Gram-Schmidt-Reduktion gibt Gaufs-Lagrange
Algorithmus 6.3, der einen kiirzesten Vektor in einem Gitter bestimmt.
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Algorithmus 6.3 Gaufs-Lagrange

Input: Basis (v1,v2) des Gitters L c Q2.
Output: Basis (v1,v2), sodass vy ein kiirzester Vektor in L ist.
reduziere v, nach v;.
if |va| < vy then
vertausche v; und v,
goto 1
return (v, v;)

Fiir den Beweis der Terminierung und Korrektheit von Algorith-
mus 6.3 sieche Ubungsaufgabe 6.1.

Beispiel 6.6.1 Wir wenden den Gauf-Lagrange-Algorithmus auf die

Gitterbasis
_( 101 [ 68
V1 = 0 Vo = 1

aus Beispiel 6.2.1 an:
Reduktion:

) () 7)

|o1]? = 1012 > 1090 = [vs?

Es st

also vertauschen wir:

[ 33 [ 101
V1 = 1 Vo = 0
Reduktion:

() (8 ) (7)-(5)

o1 ]* = 1090 > 13 = |[vs”

[ 2 [ -33
V1 = 3 Vo = 1
Reduktion:

e (3) e () (3)-(F)

Nun st

Somit

vertausche also:

|og|? = 13 < 785 = |us?,
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der Algorithmus terminiert also mit

o3) ()

und vy ist ein kiirzester Vektor im Gitter. Man beachte, dass im letzten
Schritt des Algorithmus der Vektor vy noch soweit wie maoglich verkirzt
worden 1st.

Fiir weitere Beispiele und die Implementierung des Gaufs-Lagrange-
Algorithmus siehe die Ubungen 6.9 und 6.6.

6.7 LLL-Algorithmus

Der LLL-Algorithmus verallgemeinert den Ansatz des Gaufs-Lagrange-
Algorithmus fiir n > 3. Das zentrale Problem, das von Lovasz, Lenstra
und Lenstra gelost wurde, ist, eine verniinftige Notation einer kur-
zen Basis zu finden, die es auch erlaubt eine solche Basis effizient
zu berechnen. Diese Eigenschaft wird iiber das Verhalten des Gram-
Schmidt-Orthogonalisierungsverfahrens gemessen. Im Léngenvergleich
fiihrt man einen Parameter }1 < 0 <1 ein, der es zulédsst, dass der erste
Vektor in der Basis zwar kurz, aber in wenigen Féallen nicht unbedingt
ein kiirzester Vektor im Gitter ist.

Definition 6.7.1 Sei (vy,...,v,) eine Basis des Gitters L c R™ und
w1 =1

i—1 .
w; = v; — Z <U)5,U;> W,
s s

firi=2,....,n die assoziterte Gram-Schmidt-Basis.
Die Basis (v1,...,v,) heifit 6-LLL-reduziert fir 1 <6 <1 wenn
sie

1) Gram-Schmidt-reduziert ist, das heifit

[(ws, vi)]

<
s

DN | —

fir alle 1 <s<i<n und

2) die 8-Lovdsz-Bedingung erfillt, das heifst

<wi71,w> ’ 2 2
6 - o Nwiea ™ < i
i-1

fir alle 2<i<n.
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Man beachte, dass falls die v; Gram-Schmidt-reduziert sind 0 <
2
- (—‘“’“’”;)) <1 gilt.

wi-1]

Bemerkung 6.7.2 Fliir zwei Vektoren vy, vy ist die Lovdsz-Bedingung
dquivalent zu

2 2
V1, V1, v U1, v
(5(u) )'|v1|2s\w212= ol - 2ol Lol g

1] o] o

also zu

2 (v1,0)° (%712)
o < Juaf* -

2
o1 Jor]®
d.h.
2 2
CR Y e Y

Bemerkung 6.7.3 1) Die Lovdsz-Bedingunyg ist trivialerweise er-
fullt, wenn
2 2
Jwia|” < il

denn 6 — ((wz‘—”};))z <1.

lwi-1]

2) Die Lovdsz-Bedingung ist dquivalent zu

w; + —<wi717?};>wz‘71

2
ol o
i—1

denn w;_1 und w; sind orthogonal.

3) Damit kénnen wir die Anderung der Linge des (i—1)-ten Gram-
Schmidt-Vektors unter Vertauschung von v;_; und v; beschreiben:
Vor dem Vertauschen gilt fiir den i-ten Gram-Schmidt- Vektor

=2 <wsavz> iy (wz 17Uz>
s
Jwia |

Wi =V — " Wi-1

= )

und damit nach dem Vertauschen fir den (i — 1)-ten Gram-
Schmidt-Vektors, dass

i—2 .
wl_y = v; - <ws’U;> W
s [l
_ (w1, ;)
= Wy i—1

also konnen wir die Lovdsz-Bedingung als
2
Jwiy |
Jwi-a

umformulieren.
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4) Die Idee im LLL-Algorithmus zur Berechnung einer §-LLL-
reduzierten Basis ist, eine ganzzahlige Gram-Schmidt- Reduktion
durchzufiihren und dann v;_y und v; zu vertauschen, falls

;o2
ol
[wia]
(fiir ein i). Dies stellt sicher, dass |w;_1|* um den Faktor § klei-

ner wird. Diese Beobachtung werden wir verwenden, um zu zei-

gen, dass der Algorithmus terminiert.
5) In vielen Programmen ist der LLL-Algorithmus fiir ¢ = % imple-
mentiert. Er verhdlt sich aber sehr dahnlich fir alle

1
—-<d<1
1 <0<

(jedoch nicht fiir 6 = 1 wie wir sehen werden).

6) Fir =1 undn=2 ist der LLL-Algorithmus wegen Bemerkung
0.7.2 genau der Gaufs-Lagrange-Algorithmus.

Beispiel 6.7.4 Fiir

Wegen

ist (v1,v2) also nicht LLL-reduziert.
Mit der Hermite-Normalform sehen wir, dass auch

eine Basis von (v1,v9) bilden, denn

1 4 10 1 1
ave( 51 )-(1 5)-mr() L)

Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens auf (vy,vh) liefert

a=( 1) e ) (1) ()

DN
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Datfiir gilt

und 9
Hwﬂ2=2<§=Hwﬂ2

Die Basis (v],v}) ist also LLL-reduziert fir jedes 0.
In JULIA/NEMO berechnen wir fir § = 2 aus (vi,v2) eine LLL-
reduzierte Basis mit:
using Nemo
S = MatrizSpace(ZZ, 2, 2);
= S([1 1; 4 1]);
LLL(4, 1ll_ctz(0.75, 0.5))
[1,1]
[1,-2]
Der zweite Parameter 0.5 bezieht sich hier auf die Schranke in der

Definition von Gram-Schmidt-Reduziertheit ||1‘U5 QH“ 1< % Die Modifika-

tion dieses Parameters ist sinnvoll, wenn man nicht exakt, sondern
mat Flieskommazahlen rechnet.

Beispiel 6.7.5 Die Basis

er-een-((5) (1))

ist dagegen nicht LL L-reduziert fiir 0 = %.’ Das Gram-Schmidt- Verfahren

li@f@’f’t
v ( 1 ) : ( 1 ) ; ( 1 ) (
wl 9 U)2 1 5 9

Wir haben damit zwar

(SIS TN
N —

wt ) 11
[wfl* 572

d.h. (v{,v) ist Gram-Schmidt-reduziert, aber mit

2
Jwi” =5
lws | =2,

ist die 6-Lovdsz-Bedingung dquivalent zu

1 1 )
50— —=(6-=)Jw|?*<2

d.h. sie ist erfillt fir 6 < ;; und nicht erfullt fir o > %
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Bevor wir den Algorithmus zur Bestimmung einer LL L-reduzierten
Basis beschreiben, untersuchen wir die grundlegenden Eigenschaften
einer solchen Basis. Die wesentliche Beobachtung ist, dass fiir eine
LLL-reduzierte Basis das Mak |vq| - ... |v,| fiir die Lange der Basis
nicht wesentlich grofer sein kann als die Invariante d(L):

Satz 6.7.6 Sei (vy,...,v,) eine 0-LLL-reduzierte Basis des Gitters
L cR" und (wy,...,w,) die assoziierte Gram-Schmidt-Basis und

4
T
(siehe Abbildung 6.5). Dann gilt:
1)
n(n-1)
d(L) < |vi| - o <777 -d(L)

2) Firl<j<i<nist
i1
Jvill <772 fwi]

3)
Jor]l < 75 - 3/a(L)

4) Fiir jedes 0+ v e L ist

;1
[oall < 775 - o]

5) Fir jede linear unabhingige Familie von Vektoren yy,...,y; € L

18t
n-1
2

[ojl <772 -max{{ly.] ... [l }

fir alle j=1,....1.
Beweis.

1) Die erste Ungleichung ist die Hadamard-Ungleichung aus Satz
6.4.8. Da (vy,...,v,) eine LLL-reduzierte Basis ist, gilt mit

<wi—1a Ui)
=

sz'—1||2

dass )
(6 7)ot < (5= ) il < ful?

fiir alle 2 < i < n. Die erste Ungleichung gilt wegen || < % Mit
Induktion folgt damit

4\
sl < (5) - lwl? (6.1
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10

0 93 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 6.5: Skalierungsfaktor 7 in Abhéngigkeit von §.

fiir alle j <. Dies impliziert zusammen mit der Gram-Schmidt-
Reduziertheit der v;, dass

i-1 2
2 2 (w U'> 2
Jvill ™ = i + 3 = ] (6.2)
=1 s

i—ll 4 1—5
2

< il - 1 _ e —

< i (Zz (1) )

 Jwil? 4—45+ 1 ( 4 )H
S 5-40 5-406\46-1

ol ) T

= (4(;%1) S|det(vy | ... [vn)].

also

4 i—1

)l ol

n(n-1)
4

Hier verwenden wir, dass wegen ZL{T_l <1

1yl
(4—45)(%) +1<5-48
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und somit die obige Ungleichung mit

ﬁ(4-45+(%)i_1) < (%)1 (6.3)

folgt. Des Weiteren erhalten wir die Gleichheit mit

[+ Jwn| = |det(wy [ ... | wn)]
= |det(vy | ... | vn)|

(siche Bemerkung 6.4.2 und Lemma 6.4.7).

2) Mit den Ungleichungen aus dem Beweis von 1) gilt fiir 1 < j <
1 <n dass

bl < st (3555 + 5255 ()

Jh = 5-46 5-46\46-1
<P (2220, 1 ( 4 ) (_4 )
- 5-46 5-46\46-1 46 -1

4 -1
< ”wi”2'(M)

wobei wir in den drei Abschétzungen die Ungleichungen 6.2, 6.1
und 6.3 verwenden.

3) Mit 2) folgt fiir alle ¢
4 i—1
ol < () lwil?

also

n(n-1)

— 4 2 2
. (45_1) det(or | ... [v2)]

Durch Ziehen der 2n-ten Wurzel erhélt man

n-1

4 1 1
ol < (5) et | )P

4) Sei ¢ minimal mit
(NS (’Ul, ceny U’i)

Wegen g (v1,...,v;) = g (w1, ..., w;) gibt es a; € Z und r; € R mit

CEDWEIOIUEDWRIS1I
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also

Jwil* - 7i = (v, wi) = Tiya; (v, w;)

j_1<lvsvvj>

_
= Zj:laj wj + sy Wi

g
s ws]

= az"||wz‘||2

Somit ist a; = r; und nach Wahl von ¢ ist diese Zahl # 0. Wir
erhalten also

2 ] 2 2 2
|01 = Zar lwsl™ > 7wl = af wi

4 1-3 4 1-n
>l > () Il () Il

mit 2).
5) Folgt aus 4), siche Ubung 6.5.

Bemerkung 6.7.7 Fir den Standardwert 6 = % haben wir T =2 und
firo=11ist = %. Aufgrund der durchgefiihrten Abschdtzungen zeigt
Satz 6.7.6 also nicht die volle Stdarke des Gauf-Lagrange-Algorithmus.

Der LLL-Algorithmus in seiner einfachsten Form funktioniert wie
in Algorithmus 6.4 beschrieben.

Algorithmus 6.4 LLL
Input: Basis (v1,...,v,) des Gitters Lc Q" und § << 1.
Output: LLL-reduzierte Basis (v, ...,v,).
1: Berechne die Gram-Schmidt-Basis wy, ..., w,, aus vy, ..., v,.
2: fori=2,....n do
33 fors=i-1,...,1do
reduziere v; nach v,

' 2
if 30 mit (5— (fese) )~|w,-_1||2 > Jwi[? then

lwi-a |?

goto 1

4

5

6: vertausche v;,_; und v;
7

8: return (vy,...,v,)

Beweis. Wenn der Algorithmus terminiert, dann erfiillt wegen des
Vertauschungsschritts das Ergebnis offensichtlich die Lovasz-Bedingung.

Wegen des Reduktionsschritts ist das Ergebnis Gram-Schmidt-reduziert.
Wir miissen noch zeigen, dass die Reduktion wy, ..., w, nicht dndert,
diese also nur nach Vertauschungen aktualisiert werden miissen. Sei

Vj =V + ¢



6. ALGORITHMEN FUR GITTER 209

mit j <¢und c € R. Dann ist mit Bemerkung 6.4.4 der aus v; bestimmte
Gram-Schmidt-Vektor w; gleich dem aus v; bestimmten Vektor w;:

wi=f- 3 0,
1wl
= v +C-; -5 <wS7U;) Cwg — ¢ 5 (ws,v;-) Wy
=1 ws 1wl
v
= w;

Auf die Terminierung kommen wir noch in Satz 6.7.14 zuriick. m

Bemerkung 6.7.8 Um den Algorithmus fir vy,...,v, € R* durchzu-
fiihren, rechnet man mit floating-point Approzimationen und verwen-
det Methoden zur Kontrolle der Rundungsfehler.

Den Reduktions- und Vertauschungsschritt kénnen wir noch wie
in Algorithmus 6.5 etwas effizienter anordnen.

Algorithmus 6.5 Verbesserter LLL

Input: Basis (v1,...,v,) des Gitters Lc Q" und § < < 1.
Output: LLL-reduzierte Basis (vq,...,v,). Zu jedem Zeitpunkt sei
wi, ..., w, die aus vy, ...,v, berechnete Gram-Schmidt-Basis.

1: 1=2

2: reduziere v; nach v;_;.

5 if (5— (<’|jju—|>)2) Nwia|? > Jwi]? then
4:  vertausche v;_; und v;
5. if 1> 2 then

6: 1=1-1

7 goto 2

8 for s=i-2,....,1do

9: reduziere v; nach v,
10: i=1+1

11: if 7> n then

12:  return (vy,...,v,)

13: else

14:  goto 2

Hier bestimmt man natiirlich nur die w;, die im jeweiligen Schritt
bendtigt werden.

Beispiel 6.7.9 Wir wenden den LLL-Algorithmus auf die Basis

(1) (1)
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aus Beispiel 6.7.4 an: Gram-Schmidt gibt

Ganzzahlige Reduktion liefert also

(1)

und (vy,vy) ist, wie schon oben dberprift, LLL-reduziert fir beliebi-
ges 0. Insbesondere stimmt das Ergebnis mit dem des Gauf-Lagrange-
Algorithmus (6 = 1) dberein.

Beispiel 6.7.10 Wir wenden den LLL-Algorithmus mit d = Z auf das

Gitter erzeugt von
[ 101 [ 68
V1 = 0 Vg = 1

aus Beispiel 6.2.1 an.
Reduktion:

a1 (%) () )

Testen der Lovdsz-Bedingung:

(wl,U2> 33
T
o]
(-33\_ (101 (o0
L )R o T
3 26247
(5-02) honl? = S 10125 1= o]

Also Vertauschen:

Reduktion:

() () (7))

Testen der Lovadsz-Bedingung:

_ <wl,’l)2) _ 63
HuuH2 1090

() = )
Wo = — U =
( 3 1 dass
3 443553 10201
o _ 1090 > 20201
( a ) lenl” = 257050 1090

= [’
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2 [ =33
(A 3 Vo = 1
Reduktion:

o) e () (E)()

Nun erfillt (vy,v9) die Lovdsz-Bedingung

Vertauschen:

Jwn]® 13
-23 2 (2 -3
Wz = 16 _E 3|~ 202
13
) 10201 )
=13<—— =
o =5 = ]
und ist wegen
I = 2 < 1
=132

auch Gram-Schmidt-reduziert. Letzteres ist nach Konstruktion von Al-
gorithmus 6.2 sowieso klar.
Der Algorithmus terminiert also mit der LLL-reduzierten Basis

(3] ()

Erverhdlt sich in diesem Beispiel exakt wie der Gauf$-Lagrange-Algorithmus.
Dies ist durchaus typisch.

Fiir ein weiteres Beispiel siche Ubungsaufgabe 6.4.

Bemerkung 6.7.11 Vorsicht, der erste Vektor in der Basis, die vom
LLL-Algorithmus mit }L <0 <1 berechnet wird, ist nicht notwendig ein
kiirzester Vektor im Gitter: Die Basis

(1) ()

st schon LLL-reduziert fir ¢ = %, denn
3 3
= (22+1%)=--5<4=2?
1=y

wobei wir Bemerkung 6.7.2 verwenden. Der LLL-Algorithmus wiirde
also die Basis (v1,v2) nicht modifizieren.
Der Gauf-Lagrange-Algorithmus dagegen vertauscht

(1) (i)

und terminiert dann.
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Wollen wir sicher den kiirzesten Vektor in dem Gitter erzeugt von
v1 und v finden, miissen wir den LLL-Algorithmus mit § = 1 verwen-
den. Fiir n = 2 spezialisiert sich der LLL-Algorithmus dann in den
Gauk-Lagrange-Algorithmus 6.3.

Zum Abschluss untersuchen wir noch, das Laufzeitverhalten von
Algorithmus 6.5. Dies beweist insbesondere, dass der Algorithmus
nach endlich vielen Schritten terminiert. Dazu fiihren wir eine Kenn-
grofe ein, die den Basisvektor v; starker gewichtet als v;, wenn ¢ < j.

Definition 6.7.12 Das Potential der Basis (vy,...,v,) sei

P(v1,...,0,) = H;:l d({v1, .-, v5)),

wobei (v1, ...,v;) das Gitter erzeugt von der Basis (v, ...,v;) bezeichnet.

Bemerkung 6.7.13 FEs gilt
P(vy,...,v) = H;Ll lws| - ... - [lw;]
n n—1
= Jwn " o™ - o]

wobei (wy,...,wy) die von (vi,...,v,) induzierte Gram-Schmidt-Basis
bezeichnet.

Der Einfachheit halber beweisen wir die Terminierung nur fiir L c
YALH

Satz 6.7.14 Der LLL-Algorithmus angewendet auf eine Basis (v1, ..., v,)
eines Gitters L ¢ Z" terminiert fiir jedes § <6 < 1.

Beweis. Es ist
d({v1, ..., v;))? = det(X" X) € Zy,
mit X = (vq | ... | v;) fiir jedes j > 1, also auch
P(vy,...,v)% € Zs,.

Wie schon im Beweis der Korrektheit gezeigt, d&ndert der Redukti-
onsschritt die Gram-Schmidt-Basis (wy, ..., w,,) und damit P(vy, ..., v,)?
nicht.

Beim Vertauschen von v;_; und v; &ndert sich fiir j #i—1 der Wert
von d((vy,...,v;))? nicht. Fiir j <4 -1 ist dies offensichtlich, fiir j > ¢
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haben wir
<'U1,'U1> <U17Uj>
d((?}l,...,U,L'_l,'Ui,...,Uj>)2Zdet
{vj,v1) (vj,v5)
<U1, U1) <U1, Ui—l) <U1>Uz') (Ula Uj)
— _det (vi, v1) (vi,via) | (vi,v) {vi, v5)
(Ui—l,?)l) (Ui—l,Uz‘—1> (Uz’—lavi> <Ui—17vj>
(vj,v1) (vj,via) | {vj,0) (vj,0;)
(111, U1) (vla Uz') <017UH> (Ul,vj)
- det (Uz‘ﬂh) (Ui,Ui) (qui—l) <Uiavj>
(Ui—l,vl) (Ui—lavi> (%‘—1, Uz‘—1) (Ui—la Uj)
(vj,v1) (vj,vi) | {vj,vi0) {vj,v5)

= d((Ul, ooy V2, Vg, Vi1, Vis1, --~>Uj>)2

da sich die Determinante beim Vertauschen der Spalten ¢ — 1 und ¢
und Zeilen 2 — 1 und ¢ jeweils um —1 andert.

Sei nun j =i — 1: Sei w;_; der (i — 1)-te Gram-Schmidt-Vektor vor
der Vertauschung und w;_, der entsprechende Vektor danach. Wie in
Bemerkung 6.7.3.(3) gezeigt, ist die §-Lovasz-Bedingung dann dquiva-
lent zu

2
Jwi
HWFJZ
Wir erhalten damit
2 2 2 2
d({vi, ..., vi0,v3))?  Jwi]” - Jwia|” - Jwi |7 Jwi |
2 )

d({v1, ..., Vi_2,v1))2

denn der Algorithmus vertauscht genau dann, wenn die Lovasz-Bedingung
nicht erfiillt ist.
Fiir das Potential gilt dann also

2 P 2
~~Wwwﬂ Wwvﬂ ”wwﬂ

P(Ul, ey Uiy Ui, ...7Un)2

<0

P(Ul, vy Vi1, U4, ...,/Un)2

und somit wird die positive ganze Zahl P(vy,...,v,)? € Z bei jeder
Vertauschung echt kleiner. m
Mit der Ungleichung

P(v1, ..., 03,01, ..., Un) <3
P(v1, .y 01, Uy ey Up)

konnen wir die Anzahl der Vertauschungen abschéitzen: Eine untere
Schranke fiir die Grofe des Inputs ist

M = max {n,logy (max{|or] ;... [on[ })}
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da wir fiir jeden Inputvektor v; mindestens 1 Bit benétigen, und ein
Vektor v der Norm |v|| mindestens log, |v| Bits benotigt. Man beachte:
Ist die Anzahl der Vertauschungen des LLL-Algorithmus polynomial
in der unteren Schranke M, dann auch in der wirklichen Bitgrofe.

Satz 6.7.15 Fir 6 < 1 ist die Anzahl der Vertauschungen im LLL-
Algorithmus polynomial in M .

Beweis. Mit
V= max{|vi], ... |vn]}
haben wir
P(v1,0y00) = [ Jwa " - oo |
< o™ - o] - - ol
< VZ?:N’ = V@

da |w;| < |vi], wie im Beweis der Hadamard-Ungleichung (Satz 6.4.8)
gezeigt.

Nach dem im Beweis von Satz 6.7.14 wird P(vq,...,v,) bei jeder
Vertauschung wenigstens um den Faktor /8 kleiner. Die Anzahl der
Vertauschungen ist also beschrankt durch

1
IOg\/S P(Uh "‘JUTL) = log \/glogQ P(Ula "'7Un)
2

1 n-(n+1)

<
10%2\/5 2
1 M2(M +1)

<
log, Vo 2

d.h. durch ein Polynom in M. m

-log, V

Bemerkung 6.7.16 Wie man leicht sieht, bendtigt auch die Gram-
Schmidt- Reduktion nur polynomial viele Rechenoperationen. Um poly-
nomiale Laufzeit des LLL-Algorithmus in M wvollstindig zu beweisen,
misste man aber noch zeigen, dass die Zahlen, die bei der Reduktion
auftreten, durch in M polynomial viele Bits reprasentiert werden kon-
nen. Dies ist eine leichte, aber aufwendige Rechnung, die wir hier nicht
durchfiihren wollen. Um zu sehen, dass dies notwendig ist, betrachte
2.B. n-maliges Quadrieren einer Zahl a: Obwohl wir nur n Rechen-
schritte durchfiihren wdachst die Bitgrifle (und damit die Laufzeit der
Multiplikation beim Quadrieren, siehe Abschnitt 2.11.1) exponentiell
mit der Anzahl der Schritte, denn

logy(a®") =logy(a) - 2".
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6.8 Ubungen
Ubung 6.1 Sei L c R ein Gitter mit Basis (v1,vs).

1) Zeigen Sie, dass der Gauf-Lagrange-Algorithmus 6.3 terminiert.

2) Zeigen Sie, dass in der vom Gaufl-Lagrange-Algorithmus berech-
neten Basis (v1,v9) der Vektor vy ein kirzester Vektor in L ist,

d.h.
[oll = o]

fiir alle v e L.

Ubung 6.2 Seien p; = 101 und p, = 103 und
a
r=3 0)

mit p; + b Vi und a®?+b* < N = py-pa. Modulo py und py wurde 7 =a-b
berechnet als

= 7_9 € Z/pl
= ﬁ € Z/pg
1) Bestimmen Sie mit dem Chinesischen Restsatz v € Z mit 0 < x <
N und
x = 79mod p;
x = 27mod psy

2) Bestimmen Sie a und b aus r, indem Sie in dem Gitter der Z-
Linearkombinationen von

N r
0 J’\1
einen kiirzesten Vektor finden.

3) Uberpriifen Sie, dass Ihr Resultat die obigen Kongruenzen er-
fallt.

Ubung 6.3 Leonardo da Vinci hat vermutet, dass das Langenverhdlt-
nis % in Abbildung 6.6 eine algebraische Zahl r € Q ist.

1) Messen Sie a und b so genau wie maglich ab, und berechnen Sie
numerisch eine Ndherung fir S

2) Bestimmen Sie mit Hilfe des LLL-Algorithmus aus der Ndihe-
rung einen Kandidaten fiir r.
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Abbildung 6.6: Proportionen des Menschen von Leonardo da Vinci

3) Erproben Sie das Verfahren auch an Ihren eigenen Mafen.

Ubung 6.4 Berechnen Sie eine LLL-reduzierte Basis des Gitters L
erzeugt von den Vektoren

4 5} 1
4 1,1 8|, 2|z
6 2 6

Folgen Sie dabei dem Algorithmus Schritt fiir Schritt.

Ubung 6.5 Sei L c R" ein Gitter von Rang n und (vy,...,v,) eine §—
LLL-reduzierte Basis von L. Seien weiter yy, ...,y; linear unabhdngige
Vektoren in L. Zeigen Sie, dass mit

4
gilt
;| < 7°% - max{ |y, .yl }
fiur alle 7=1,...,1.
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Ubung 6.6 Wenden Sie den Gauf-Lagrange-Algorithmus auf folgen-
de Basen an:

1)

) (8]
2)

(3) - (3)
5)

(19 [ 15
7 18 27 12
Vergleichen Sie das Verhalten mit dem des LLL-Algorithmus fiir

5=3.

Ubung 6.7 Ein Algorithmus mit rationalen Eingabedaten liefert das

Ergebnis
5

6
und bei Anwendung modulo 5, 7 bzw. 101 die Ergebnisse

1eZ/5 2€ZJT  85€¢Z/101.
Mit dem Chinesischen Restsatz

7Z)5 x ZJT x ZJ/101 = 7Z]/3535
r , 2 , 85 = 2711

erhalten wir das Ergebnis modulo 3535

2711 € Z,/3535.

1) Welche der Ergebnisse 1,2,85,2711 sind korrekt?
2) Bestimmen Sie einen kiirzesten Vektor im Gitter
A =((3535,0),(2711,1)).
Was fallt auf?

Ubung 6.8 Ein Algorithmus mit rationalen Eingabedaten liefert das
Ergebnis

a
7 e Q.
Seien N', M € 7 teilerfremd und

N=N"-M.
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Angewendet modulo N’ liefert der Algorithmus das Ergebnis s € Z|N'
und modulo M das Ergebnis t € Z|M (wobei wir annehmen, dass die
FEingabedaten jeweils wohldefiniert sind). Mit dem Chinesischen Rest-
satz gelte
Z|N' x Z/M = Z|N
G . B = T
Modulo N’ hat der Algorithmus wie erwartet funktioniert, d.h.
% = smod N'.
Modulo M kénnte das Ergebnis aber falsch sein.
1) Zeigen Sie, dass
(aM,bM) e A =((N,0),(r,1)) c Z*
2) Folgern Sie: Ist
(a®> +b*)M < N',
dann gilt

g:% fiir alle (z,y) € A mit (z* +y*) < N,

und es existiert ein (x,y) € A mit (22 +y?) < N.

3) Wenden Sie dieses Resultat auf Aufgabe 6.7 an.

6.9 Praktische Aufgaben

Ubung 6.9 Schreiben Sie jeweils eine Funktion, die
1) fir vi,v9 € Z? das Skalarprodukt (vy,vs) bestimmit.
2) x €Q auf die nichste ganze Zahl |x| € Z rundet.
3) vy € Z? nach vy € Z? reduziert.

4) Sei L c Z? ein Gitter von Rang 2. Schreiben Sie eine Funktion,
die mit Hilfe des Gauf-Lagrange-Algorithmus eine Basis (v1,vz)
von L bestimmt, sodass v, ein kiirzester Vektor in L ist.

5) Erproben Sie Ihre Implementierung an Beispielen, insbesondere

an dem Gitter
10403 4162
0 ’ 1

Ubung 6.10 1) Implementieren Sie den LLL-Algorithmus 6./ fiir
Gitter L c 7.

2) Erproben Sie Ihre Implementierung an dem Gitter aus Aufga-
be 6.4.
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Polynomfaktorisierung

7.1 Ubersicht

Ein grundlegendes Prinzip fiir unser bisheriges Vorgehen war die Uber-
tragung von wichtigen Eigenschaften der ganzen Zahlen auf allgemei-
nere, interessante Klassen von Ringen. Wie in Z lésst sich z.B. fiir jeden
Integritétsring der Quotientenkdrper konstruieren (siehe Ubung 2.3),
oder in jedem Euklidischen Ring (siehe Definition 2.2.3) der Euklidi-
sche Algorithmus 2.1 zur Bestimmung des ggT durchfiihren. Ebenso
wie in Z wird in jedem Hauptidealring (sieche 4.3.1) jedes Ideal vom
grofsten gemeinsamen Teiler der Erzeuger erzeugt. Als eine Verallge-
meinerung davon haben wir Noethersche Ringe untersucht (siehe Defi-
nition und Satz 4.2.1), in denen jedes Ideal von endlich vielen Elemen-
ten erzeugt wird. Speziell im multivariaten Polynomring K[x1, ..., z,]
erlaubt uns die Notation der Grobnerbasis, Ideale und deren Losungs-
mengen algorithmisch mit dem Buchbergeralgorithmus 4.4 zu unter-
suchen. Ein multivariates Gleichungssystem wird gegeben durch ein
Ideal I ¢ K[y, ...,2,]. Ist die Losungsmenge V(1) in K endlich,
so enthélt die lexikographische Grobnerbasis von I nach Bemerkung
4.13.4 Gleichungen in Dreiecksgestalt

f1 = Q?Tl - g1 (ZL‘l, ,C(]n)

f2 = 21332 — g2 (1’2, ,l’n)

fn_l = xiﬁll —0n-1 (xn—l,xn)

fn = gn (25)

Zur Bestimmung von V(1) 16sen wir das System riickwérts auf, d.h.
wir 16sen die univariate Gleichung

fa(2n) =0

setzen die Ergebnisse x,, in
fnfl (xnfl,xn) =0

219
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ein und fahren induktiv mit f, o,..., fi fort. Schliesslich testen wir,
welche Punkte wirklich in V(1) liegen.

Wenn wir ein exaktes Ergebnis benotigen, kénnen wir nicht nu-
merisch vorgehen (ausser wir verwenden Methoden wie in Bemerkung
6.3.2). Um die Gleichung f(z) = 0 mit f € K[x] zu l6sen, gehen wir
folgendermafen vor: Zerfallt f in Linearfaktoren

f=c(x=c1) .- (x=cy)

so sind ¢y, ..., cq € K die Losungen. Falls nicht, faktorisieren wir

f = fl Teee fr

in Primfaktoren und betrachten f; einzeln. In dem Korper K’ = K[z]/(f;)
hat f; dann die Nullstelle . Zerfallt f; iiber K’ in Linearfaktoren, ken-
nen wir wieder die Nullstellen, falls nicht, wenden wir das Verfahren
induktiv auf einen Primfaktor von f; € K'[z] an.

Es stellt sich also die allgemeine Frage, in welchen Ringen wir wie in
Z den Satz 2.3.3 iiber die eindeutige Primfaktorisierung beweisen kon-
nen. Dies sind die sogenannten faktoriellen Ringe. Wir werden zeigen,
dass diese wie Noethersche Ringe eine Verallgemeinerung von Haupt-
idealringen darstellen. Wir haben also folgende Typen von Ringen:

Eigenschaften Beispiel fiir R =7
el Quotientenkorper-
{Integritétsringe} konstriktion Q
U

Eindeutige Prim-
faktorisierung
(bis auf Einheiten),
Existenz des gg'T

120 = 23-3-5
84 = 22.3.7
ggT (120,84) =22-3

{Faktorielle Ringe}

U
Jedes Ideal wird von

{Hauptidealringe} einem Element erzeugt 1207+ 847 = ng

geT(120,84)

U

120 1-84+36
84 2-36+12
36 = 3-12+0

Noethersche Ringe, die auch Hauptidealringe verallgemeinern, sind im
Allgemeinen nicht faktoriell (siche Ubung 7.1). Speziell der multiva-
riate Polynomring K[z, ...,x,] iber einem Korper ist aber faktoriell.

Euklidischer Algorithmus
zur Bestimmung des ggT

{Euklidische Ringe}

7.2 Faktorielle Ringe

Definition 7.2.1 1) Zwei Elemente a,b € R heiffen assoziiert,
wenn es ein u € R* gibt mit a =w-b. Wir schreiben dann a ~b.
Dies ist eine Aquivalenzrelation.
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2) Ein Element g€ R, ¢+ 0, q ¢ R* heifit irreduzibel, wenn gilt

g=a-bmita,be R=— ae R* oder be R*

3) Ein Elementpe R, p+0, p ¢ R* heifst Primelement, wenn gilt
pla-bmita,be R==p|a oderp|b
Satz 7.2.2 Ist R ein Integrititsring und p € R, dann
p prim = p irreduzibel

Beweis. Sei p prim und p = a-b, dann p | a-b also ohne Einschrankung
p | @ und somit a = p-r. Dann folgt p = p-r-b also mit der Kiirzungsregel
in Integritdtsringen 1 =7 -b und somit be R*. m

Satz 7.2.3 Ist R Noethersch, dann qilt: Jedes a € R, a +0, a ¢ R* st
ein Produkt

a=q ... q

von irreduziblen Elementen.

Beweis. Ist a irreduzibel, ist nichts zu zeigen. Sei a reduzibel, etwa
a = a1by mit a1,b; ¢ R*. Wenn a; und by irreduzibel sind, stimmt
die Behauptung. Ist ohne Einschrankung a; nicht irreduzibel, dann
existieren aq, by ¢ R* mit a; = asby. Somit erhalten wir eine Folge von
Elementen a; und eine Kette von Hauptidealen

(a) c{ay) c{ag) c ...
die stationdr werden muss. m

Definition 7.2.4 Ein Integritdtsring heifit faktoriell, wenn jedes a €
R, a+0, a¢ R* ein Produkt

a=p1r-... Pr
von Primelementen p; ist.

Beispiel 7.2.5 1) Z ist faktoriell.

2) Der Integrititsring
R=K[z,y,z,w]/(zy - zw)
1st nicht faktoriell, denn
Ty = Zw

also z teilt Xy, aber nicht T oder y.
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Primelemente sind nach Satz 7.2.2 stets irreduzibel, in faktoriellen
Ringen gilt auch die Umkehrung:

Satz 7.2.6 Sei R faktoriell und q € R, dann gilt
q prim <= q irreduzibel

Beweis. Ist ¢ irreduzibel, dann ist ¢ kein Produkt von mindestens zwei
Nichteinheiten, also auch nicht von Primelementen. In der Darstellung
a=py-...-p, muss also r =1 und ¢ = p; prim sein. m

Satz 7.2.7 Fin Integrititsring R ist faktoriell genau dann, wenn jedes
a€R,a+0,a¢ R* ein bis auf Permutation und Einheiten eindeutiges
Produkt von irreduziblen Elementen ist.

Das heifit, a ldsst sich schreiben als

a=pi-.. Dy

mit p; irreduzibel, und sind

PLoe Dr=a =G G

zwei solche Darstellungen, dann ist r = s und es existiert eine Permu-
tation o € S, sodass p; ~ qy(;)-

Beweis. Ist R faktoriell, dann gibt es eine Zerlegung in irreduzible
(dquivalent prime) Elemente. Zur Eindeutigkeit: Seien

P1--"Pr=4q1-... (s

zwel solche Zerlegungen. Da p; prim ist, gilt p; | ¢; fiir ein j, ohne
Einschrankung 7 = 1, also

1 =w: P

und w € R* (wegen ¢ irreduzibel und p; prim).
Mit der Kiirzungsregel folgt aus

Pre-c'Pr=wW-pP1-q2-...°gs

dass
prepr= (W) s
Induktion nach r gibt die Behauptung.
Umgekehrt miissen wir nur zeigen, dass jedes irreduzible Element
prim ist:
Sei ¢ irreduzibel und ¢ | a-b. Ist a eine Einheit, dann ¢ | b, ist a = 0
dann ¢ | a.

Sind a,b ¢ R* und a,b # 0, dann

a-b=q-w
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Nach Voraussetzung haben a, b, w Zerlegungen in irreduzible Elemen-
te. Setzen wir diese ein, dann liefert die Eindeutigkeit, dass ¢ bis auf
eine Einheit einer der irreduziblen Faktoren von a oder b sein muss,
also ¢ | a oder ¢ | b. Somit ist ¢ prim. m

Als Corollar zu Satz 7.2.3 und Satz 7.2.6 folgt sofort:

Corollar 7.2.8 Ein Noetherscher Integrititsring ist genau dann fak-
toriell, wenn jedes irreduzible Element auch prim ist.

Beispiel 7.2.9 Der Ring
R=Z[\/—3] - {a+b\/—3 | a,bez} cC
1st nicht faktoriell, denn

4=2-2=(1-V=3) (1+V=3)

sind Zerlegungen in irreduzible (nicht prime) Elemente und die Fakto-
ren 2 und 1+\/=3 unterscheiden sich nicht nur um Einheiten (Ubung).
Beachte, dass R Noethersch ist. Siehe auch Ubungsaufgabe 7.1.

Primelemente sind nach Satz 7.2.2 stets irreduzibel. In Hauptideal-
ringen ist auch die Umkehrung richtig:

Satz 7.2.10 In einem Hauptidealring gilt
p irreduzibel = p prim
Mit Bemerkung 4.3.2 und Satz 7.2.8 folgt daraus sofort:
Corollar 7.2.11 Hauptidealringe sind faktoriell.

Wir zeigen noch Satz 7.2.10:
Beweis. Sei p irreduzibel und p | ab. Es ist (p) c (p,a) und (p) c (p, b).
Es konnen nicht (p,a) und (p,b) beide gleich (1) sein, denn sonst gibe
es r;, §; mit
ria+s1p=1=ryb+ sop
und somit
1= (r1a+ s1p) - (rob + s2p) = r17r9ab + r1a59p + 5172bp + 51590 € (p)

Sei also ohne Einschrankung (p,a) = (d) & R mit d ¢ R*, also p = cd
und a = ed. Da p irreduzibel ist, folgt ¢ € R* und damit a = ec™'p € (p),
dh.pla. =

Somit ist mit Satz 4.3.3 jeder Euklidische Ring faktoriell, insbeson-
dere Z (das haben wir schon in Satz 2.3.3 gezeigt) und der univariate
Polynomring K[z] {iber einem Korper K.

Wir bemerken noch folgenden Satz, den wir hier nicht zeigen kon-
nen:

Satz 7.2.12 (Satz von Gaufl) Sei R ein Integrititsring. Dann gilt
R faktoriell <= R[z] faktoriell

Induktiv ist also jeder Polynomring R [x1,...,z,] faktoriell, wenn
R faktoriell ist (insbesondere wenn R ein Korper oder R =Z ist).
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7.3 Quadratfreie Polynomfaktorisierung

Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist nach Satz 7.2.12 auch der Poly-
nomring R[z] faktoriell.

Definition 7.3.1 Die formale Ableitung ist die Abbildung
()t Rla] - Rla], £’ = £ iaza™

Bemerkung 7.3.2 FEs gilt f' =0 fiir f € R (Vorsicht: Die Umkehrung
ist im Allgemeinen nicht richtig, siehe unten) und

(f+g9)=f"+4
(f-9)=f-g9g+f9
(f") =n-frt.g

fir alle f,g € R[], neN.

Definition 7.3.3 FEin Polynom 0 # f € R[x] heifit quadratfrei, wenn
es kein g € R[x] mit deg(g) >0 gibt mit g | f.

FEine quadratfreie Faktorisierung von f € R[x] ist eine Dar-
stellung

f = Hlefii

mit f; € R[x] quadratfrei und paarweise teilerfremd.
Bemerkung 7.3.4 Mit der Faktorisierung
f=pi" . oper

von [ € R[z] gilt
fi = Hj mit aj:ipj

Insbesondere ist die quadratfreie Faktorisierung eindeutig (bis auf Ein-
heiten).

Bemerkung 7.3.5 Ist f =g-h' € R[x] dann gilt
Frmg h+i-g-hn
also hi=1| ggT(f, f1). Ist also
f=T0af

dann gilt ’
[T fit [ 8 T(f, ).

Angenommen wir haben Gleichheit

d:=Tliafi ™ = geT(f, ). (7.1)
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Dann st F
feed gk,
geT(f,f) "
Mit demselben Argument angewendet auf d erhalten wir
~ d
d= = for. o fs
st a2
und als Quotient somit _

Wir wenden dann das Verfahren induktiv auf d an.
Beispiel 7.3.6 Fiir

f=at+52°+922 + 7o +2= (2 +1)*(x +2)

15t
fl=4x3+1522 + 182+ 7=3(z + 1)*(x +2) + (z + 1)3
also
d=geT(f, f)=2+22+2=(r+1)°
und f
f=———=2?+3z+2=(z+1)(2+2)
ggT(f. f")
Nochmal fiir d angewendet ist
~ d
d= =x+1
ggT(d,d")

und somit erhalten wir

Das folgende Beispiel zeigt, dass dies nicht immer so funktioniert,
da Gleichung 7.1 im Allgemeinen nicht korrekt ist:

Beispiel 7.3.7 Fir f=a?-1eF,[z] gilt

fr=part=0
also
geT(f, f)=f
und
f=1

Man beachte, dass [ nicht quadratfrei ist, denn
fear-1=gry( a1y = -1y,
i

da p alle (f) fiir 1 <i<p teilt.
Die Lésung fiir das Problem ist, fir f' = 0 die p-te Wurzel zu
ziehen.
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Falls char(R) = 0 allerdings gilt Gleichung 7.1. Wir erinnern uns:

Definition 7.3.8 Fiir jeden kommutativen Ring R mit 1 heifst

X: Z — R
n — n-lg

die charakteristische Abbildung. Der Kern von x ist ein Ideal
ker x = (n)
mit n > 0. Zwei Fille kénnen auftreten:
1) n=0, d.h. x ist injektiv, d.h. Z ist ein Unterring von R.

2) n>0. Dann ist
Zin - R

nach dem Homomorphiesatz ein Unterring von R.

Ist R ein Integritditsring, dann ist n also eine Primzahl.
In beiden Fallen nennt man
n>0
die Charakteristik von R.

Bemerkung 7.3.9 Jeder Korper K enthdlt also den Unterkéorper Q
(fiir char(K) =0, da mit Z auch Q enthalten sein muss) oder I, (fir
char(K) =p).

Beispiel 7.3.10 Wir haben
char(Z) =char(Q) = 0.

Fir p prim ist
char(F,) = char(F,) =p

Satz 7.3.11 Zu jeder Primzahlpotenz p" gibt es bis auf Isomorphie
genau einen Korper Fpr mit p" Elementen, ndmlich den Zerfdllungs-
korper von

o -1 eF,[r]

Ist f eFy[z] irreduzibel vom Grad deg(f) =r, dann ist

Fpr 2 Fp[2]/(f)

Das in Bemerkung 7.3.5 beschriebene Verfahren funktioniert zu-
mindest fiir Ringe der Charakteristik 0 (sofern wir einen Algorithmus
zur Berechnung des ggT haben):
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Lemma 7.3.12 Sei ‘
f=TI7.1fi € R[z]
eine quadratfreie Faktorisierung. Ist char (R) =0 dann gilt
geT(f, f)=r Tl fi
mit r € R. Insbesondere gilt

[ quadratfrei < ggT(f, ') € R.

Beweis. Sei f =7 -p{'-...-pr € R[x] mit p; irreduzibel, deg(p;) > 1,
re€ Rund a; > 1. Da in f nur die Primteiler py, ..., p, vorkommen und

f! :PTI_I T (@ Py D D AP D2 D)

g

miissen wir nur zeigen, dass p; nicht g teilt:
Falls p; | g, dann auch p; | (a; - p}). Da deg(p!) < deg(p;) folgt

a;-p;=0
und somit, da R ein Integritatsring ist,
p; = 0.

Dann folgt aber wegen char (R) = 0, dass deg(p;) = 0 (ansonsten
wiirden beim Ableiten Koeffizienten in ker xy entstehen, ein Wider-
spruch zu ker y = {0}), ein Widerspruch zu p; irreduzibel. =

Fiir char(R) = 0 erhalten wir aus Bemerkung 7.3.5 und Lem-
ma 7.3.12 den Algorithmus 7.1 zur Berechnung einer quadratfreien
Faktorisierung.

Algorithmus 7.1 Quadratfreie Faktorisierung

Input: fe R[z] und R faktoriell mit char R = 0.

Output: (f1,..., fs) sodass f =[]}, f/ die quadratfreie Faktorisierung
von f.

d=ggT(f.f")

_ I
]
Quadratfreie Faktorisierung von d gibt (fa, ..., fs).
return (fi,..., fs)

Beweis. Mit Lemma 7.3.12 gilt

d =Tl f

[
geT(f, f")

J: d =f2'~~'fs

ggT(d,d")
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]

In einem perfekten Koérper der Charakteristik p haben wir f = ¢?
falls f/ = 0. In diesem Fall ziehen wir die p-te Wurzel und fahren mit
g fort.

7.4 Berlekamp-Algorithmus

Der Berlekamp-Algorithmus ist der Standardalgorithmus zur Faktori-
sierung von Polynomen f € F [z]. Nach Abschnitt 7.3 kénnen wir an-
nehmen, dass f quadratfrei ist. Aus dem Chinesischen Restsatz 2.5.3
und Satz 7.3.11 folgt:

Bemerkung 7.4.1 Sei K ein Korper und f =py-...-p, € K[x] qua-
dratfrei mit p; irreduzibel. Dann ist

¢ Klz]/(f) Klz]/{p1) > ... XK[x]g

= pr)
g+{f) (g+(p1),.9+(pr

{
)
Ist K =F, ein endlicher Korper, dann

mit d; = deg(p;).

Lemma 7.4.2 Sei K =F, und f =py-...-p. € K[x] quadratfrei mit p;
irreduzibel vom Grad d = deg(f). Die Abbildung

L: K[z]/{f) - K[=]/{f)

a = al—a
15t ein K -Vektorraumendomorphismus und
ker(L) =y ' (K") 2 K"
insbesondere ist |ker(L)| = q" und
r=d-rang(L).
Beweis. Es ist
L(a+b)=(a+b)!—a-b=a?+b'—a-b=L(a)+ L(D)

wegen

(a+b)?= Z?_o(;’)aibq-i =aP + P
denn q teilt jedes (3) mit 1 <7< q. Weiter gilt

L(Xa) = (Aa)?=Xa=AL(a),
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denn fiir alle A e K gilt A9 =\, da |K*|=¢-1.
Vermoge des Ringisomorphismus

K[z)/(f) - K[z]/{p1) x...x K[x]/ {pr)

a e (ala"w&?“)

aus Lemma 7.4.1 ist a? = a genau dann, wenn a? = a; fiir alle . Da

x4 — x maximal ¢ Nullstellen in dem Koérper K[z]/(p;) hat, und alle
Elemente von K = F, Nullstellen sind, miissen die Nullstellen genau

die Elemente von K sein, also
acker(L) <= a=a <= a;c K Vi.
[ ]

Bemerkung 7.4.3 Sei ME(L) e K4 die darstellende Matriz von L
beziiglich der Basis 1,7,...,741 von K[z]/(f). Eine Basis von ker(L)
erhdlt man mittels des Gauj$-Algorithmus /.1.

Beispiel 7.4.4 Se: K =Fy und
f=a®+1.
Fiir B = (1,x,22) sind die Bilder unter der Abbildung
a~ al
gegeben durch
2% = 1mod f

2? = 2 mod f

z* = rmod f

also

o O =
_ o O

Mﬁ@»a%=(

[ )
N —

d.h.

M%qugw»anE(

o oo
—__ o

)
N —

FEine Basis des Kerns ist dann

i) {0

entsprechend der Polynomen

gr1=1
g =%+ 1.
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Tatsdachlich gult

L(gl)=12—1=0
L(gs) = (#*+2)*+ 2 + =2 +2=0mod f.

Insbesondere sehen wir aus der Berechnung des Kerns von L dass

f genau
r=d-rang(L)=3-1=2

Faktoren besitzt.
Aus der Basis erhalten wir die sogar schon eine Zerlegung von f:

Lemma 7.4.5 Sei K =F, und f =p,-...-p, € K[z] quadratfrei mit p;
wrreduzibel und r > 1.

1) Ist g € K[x] mit
g eker(L),

also g1 =ge K[x]/(f), also f|(g?-g), dann gilt

f=Tlyex geT(f,9-v).

2) Sei q,...,g- eine Basis von ker(L) mit g = 1. Dann gibt es
Y2, -, Yr € K; SOdaSS dle

88T (f, 95— ;)
fur g =2,...,r nichttriviale Teiler von f sind.
Beweis.
1) Nach Lemma 7.4.2, ist
geker(L) = ¢ (K)
genau dann, wenn es ¥y, ..., 4, € K gibt mit
g = y;modp;
fiir alle 5. Fiir jedes y € K ist dann
g8 T(f,9=v) =TI mit y,~yPi

denn von den irreduziblen Faktoren p; von f sind genau die mit
g = ymod p; auch Faktoren von g-y. Da jedes p; in genau einem
der ggT(f,g-y) vorkommt (némlich fiir y = y;), ist

f=yer geT(f,9-v).
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2) Sei r > 2. Fiir jedes Element g; der Basis von ker(L) = ¢~1(K™)
gibt es ein y; € K mit
gj = y;modp;.
Falls g; # 1 ist (d.h. j > 2), dann gibt es ein ¢ > 2 mit
g; # y; mod p;
denn sonst wire
(9isr95) =y (L, 1) € K[/ {pr) x ... x K]/ {pr)
also mit dem Chinesischen Restsatz
9 =yil =y; g1 € K[z]/(f)

im Widerspruch zur K-Basiseigenschaft der Elemente g1, ..., g,

Der ggT(f,g; —y;) ist somit durch p; teilbar, aber nicht durch
p;, ist also ein nichttrivialer Teiler von f.

Algorithmus 7.2 Berlekamp
Input: K =F,, fe K[z] quadratfrei vom Grad n > 1.
Output: f=T],f; mit f; irreduzibel.

1: Berechne fir ME(L) e K™ mit B = (1,...,2"!) eine Basis

1
V1 = O ,Ug,...,UTEKn
0
des Kerns.
2 F={f)
3: for all j=1,...,r do
4 g;=>,;B;-v;,; (konvertiere Vektor in Polynom)
5. for all ye K do
6: for all he F do
T: d=ggT(h,g; - y)
8: if d nichtrivialer Teiler von h then
0 F= (F\{h})u{d.
10: if |F| =7 then
11: return F

Aus Lemma 7.4.5 erhalten wir direkt Algorithmus 7.2. Dass wir
im Algorithmus den gg'T mit den Polynomen A in der Menge F' bilden
diirfen, ohne die Basis v1, ..., v, in jedem Schritt neu aufzustellen zeigt
noch das folgende Lemma:
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Lemma 7.4.6 Mit der Notation wie oben: Ist h € K[x] mit h | f
sodass ggT(h,g;—y) ein trivialer Teiler von h fir alle y € K, dann ist
h irreduzibel.

Der Beweis ist Ubung 7.4. Nach dem Lemma kénnen wir die aus f
bestimmten g; also auch verwenden, um den Teiler h zu faktorisieren.

Bemerkung 7.4.7 Aus einer Faktorisierung eines Polynoms f € Z[ X ]
tber Fy kann man eine Faktorisierung tber 7. rekonstruieren. Dieses
Verfahren bezeichnet man als Hensel-Lifting.

Beispiel 7.4.8 Sei K =Fy und f =23+ 1 und B = (1,x,2%) wie in
Beispiel 7.4.4. Mit der Basis

gi=1
@zx2+x

von ker(L) erhalten wir

geT(g2 -0, f) =2 +1
geT(g2-1,f) =2 +x+1

und somit
P rl=(x+1)-(2*+z+1).

7.5 Polynomfaktorisierung liber Z mit LLL

Zum Abschluss wollen wir noch die Grundidee eines Faktorisierungs-
verfahrens fiir Polynome iiber Z vorstellen, das den LL L-Algorithmus
verwendet.

Lemma 7.5.1 Sei f € Z[x]. Fir die Abbildung

¢: Z[z]\{0} - Z(z)
g - L

qgilt
¢(gh) = ¢(g) + (h)
Ist g ein Teiler von f, so gilt ¢(g) € Z[x].

Beweis. Klar mit Produktregel. m

Fiir n = deg(f) identifizieren wir Elemente von Z[z] vom Grad
< n mit Vektoren in Z"*!. Die Abbildung ¢ bildet dann Teiler von f
also auf Elemente von Z" ab. Das Produkt der Teiler ist im Bild eine
Summe. Die Teiler sollten kleine Koeffizienten haben. Haben wir eine
Faktorisierung

f=91-..-gr e Fp[7]
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(oder allgemeiner ein sogenanntes Hensel-Lifting von einer solchen
Faktorisierung nach Z/p"), suchen wir S c {1,...,7} mit [T;.q9; € Z[z],
d.h. welche Faktoren miissen wir in Z kombinieren? Vermoge dem
Lemma miissen wir also folgendes Problem l6sen: Gegeben

o-o{2)

finde e; € {0, 1}, sodass ¥, ¢;G; kurz modulo p. Dazu suchen wir in dem
Gitter erzeugt von den Spalten der Matrix

G, - G, \p-Eh
E, |0

kurze Vektoren.

Beispiel 7.5.2 Fiir
f=2t+3z+1

erhalten wir in Fyppe[x] die Faktorisierung
f=(x+2971) - (z +7038) - (z+7041) - (x +2968).
Somit ist
Gq =22+ 7038 - 2% + 8905 - = + 7041
Go =2+ 2971 2% + 8905 - = + 2968

Gs =23 +2968 - 22 + 1097 - z + 2971
Gy =22 +7041 - 22 + 1097 - = + 7038

In dem Bild von

0 0 0 0 | 10009 0 0 0 0
1 1 1 1 0 10009 0 0 0
7038 2971 2968 7041 0 0 10009 0 0
8905 8905 1097 1097 0 0 0 10009 0
7041 2968 2971 7038 0 0 0 0 10009
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0

sind die kiirzesten Vektoren

|
— O~ OWJ wNn o

O R O W W O




7. POLYNOMFAKTORISIERUNG 234

entsprechend den Produkten

(z+7038) - (+2968) =22 + 3z + 1
(z+2971) - (2 +7041) =2* -3z + 1

in Fioo0o[x] und somit der Faktorisierung
f=a*-T22+1=(2>+32+1)- (2> -3z +1)

in Z[z].

7.6  Ubungen

Ubung 7.1 Sei
R=2Z|V-5|={a+bV/5|abeZfcC

1) Bestimmen Sie die Einheitengruppe R*.
2) Zeigen Sie, dass R nicht faktoriell ist.

3) Zeigen Sie, dass R Noethersch ist.
Hinweis: Corollar }.2./.

Ubung 7.2 Sei p eine Primzahl, F, = Z]p = {0,....,p— 1} der Korper
mit p Elementen und f € F,[x1,...,x,]| ein nicht-konstantes Polynom.
Die Anzahl der méglichen Werte f(x), die f fiir jeden Punkt x € Fy
annehmen kann, ist |F,| = p. Setzen Sie voraus, dass f fiir zufillig ge-
wdhltes x alle diese Werte mit gleicher Wahrscheinlichkeit % annimmt.

1) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass f(x) =0 fir zufdlliges
x, falls f das Produkt von zwei irreduziblen Polynomen ist.

2) Entwickeln Sie ein Verfahren, das Irreduzibilitit probabilistisch
testet.

Hinweis: Betrachten Sie die relative Hdaufigkeit der Nullstellen
von f fiir eine Stichprobe aus N > 0 zufdllig gewdhlten Punkten
x e,

p

3) Erproben Sie Ihre Methode an einfachen Beispielen und verglei-
chen Sie mit dem SINGULAR-Kommando factorize.

Ubung 7.3 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Zeigen Sie, dass fir
die formale Ableitung

(=) : R[z] - R[z], SLoa’ v X giaa'™
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gilt f'=0 fir fe R und

(f+g9) =f"+4
(f-9)=f-9g+f9
(f") =n-frt-f

fir alle f,g € R[x], neN.

Ubung 7.4 Beweisen Sie Lemma 7./.6.

7.7 Praktische Aufgaben
Ubung 7.5 Sei F, ein endlicher Kéorper mit ¢ Elementen.

1) Zeigen Sie, dass es unendlich viele irreduzible Polynome in F,[x]
gibt, indem Sie Euklids Beweis fiir Z auf den Polynomring IF,[x]
tibertragen. Lisst sich auch FEulers Beweis tibertragen?

2) Bestimmen Sie alle normierten irreduziblen Polynome vom Grad

3) Schreiben Sie eine Funktion, die alle normierten, irreduziblen
Polynome vom Grad < d in Fy[x] aufzihlt.

4) Implementieren Sie die Faktorisierung von Polynomen f € F,[x]
mittels Probedivision.

Ubung 7.6 Implementieren Sie das Verfahren aus Ubung 7.2.

Ubung 7.7 Schreiben Sie eine Funktion, die fiir Polynome f in Q[z]
oder in F,[x] die quadratfreie Faktorisierung bestimmd.

Ubung 7.8 Implementieren Sie den Algorithmus von Berlekamp zur
Faktorisierung eines quadratfreien Polynoms f € F,[z].

Vergleichen Sie die Laufzeit anhand von Beispielen mit der Probe-
division.
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