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1. Sei R =K[x0, ..., x4] und > die Ordnung lp und

G = {x0x1, x1x2, x2x3, x3x4, x4x0}.

Berechnen Sie eine minimale Gröbnerbasis G′ von Syz(G) bezüglich >G.

2. Bestimmen Sie für
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∈ Z4×4

die Smith-Normalform D und S,T ∈ GL (3,Z) mit

S ⋅A ⋅ T =D.

3. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und

Zn A
→ Zn → G→ 0

mit A = (ai,j) ∈ Zn×n eine Präsentation. Zeigen Sie, dass für die Gruppenord-
nung von G gilt

∣G∣ = ∣detA∣

4. (a) Ein R-Modul M heißt Noethersch, wenn er folgende äquivalente Bedin-
gungen erfüllt:

1. Jede aufsteigende Kette von Untermoduln wird stationär.

2. Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

3. Jede Teilmenge von Untermoduln enthält ein maximales Element.

Zeigen Sie die Äquivalenz.

(b) Folgern Sie: Für eine exakte Sequenz von R-Moduln

0→M ′
i
→M

p
→M ′′ → 0

gilt: M ist Noethersch genau dann, wenn M ′ und M ′′ Noethersch sind.

(c) Folgern Sie: Ist R ein Noetherscher Ring und n ∈ N, dann ist Rn ein
Noetherscher Modul.

5. (4 Zusatzpunkte) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und I ⊂K [x1, ..., xn]

ein Ideal mit ∣V (I)∣ < ∞. Zeigen Sie, dass

∣V (I)∣ ≤ dimK (K [x1, ..., xn] /I) .


