
Sommersemester 18 Dr. JankoBoehm

Einführung in das symbolische Rechnen
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1. Lassen sich die beiden Konfigurationen von Zahnrädern durch Drehung ineinander
überführen? Falls ja, um wieviele Schritte muss man dafür drehen?

2. (a) Seien a1, a2 ∈ Z und n,m ∈ Z>0. Zeigen Sie: Die simultanen Kongruenzen

x ≡ a1 modn1 x ≡ a2 modn2

sind genau dann lösbar, wenn

a1 − a2 ≡ 0 mod ggT (n1, n2)

Die Lösung ist eindeutig modulo dem kgV (n1, n2).
(b) Bestimmen Sie die Menge L ⊂ Z aller Lösungen x der simultanen Kongruenzen

x ≡ 1 mod 108 x ≡ 13 mod 40

3. Der öffentliche RSA-Schlüssel von Alice ist

nA = 191372480359498044048987808676864667665690167017...
...15016380980864967040643145079939623918556381963

eA = 216 + 1

Bob hat eine verschlüsselte Nachricht

c = 10431252108163715124564523812373627504873232094...

...464838224754326402493898408912114114675525111265

an Alice geschickt. Was war der Inhalt der Nachricht?

Hinweise:

• Alice hat ungeschickterweise einen Primfaktor p von nA = p ⋅ q gewählt, sodass
ϕ(p) nur Primpotenzfaktoren ≤ 200000 hat.

• Um für a, b, n ∈ N effizient ab modn zu berechnen, gibt es in Julia/Nemo das
Kommando

powmod(a,b,n).

Testen Sie, ob auch die Julia/Nemo-Funktion factor zum Ziel führt.



4. (a) Sei R = Z [i] = {a1 + i ⋅ a2 ∣ a1, a2 ∈ Z} ⊂ C mit i2 = −1. Zeigen Sie, dass R
zusammen mit

d ∶ R/ {0} → N0

a + b ⋅ i ↦ a2 + b2

ein euklidischer Ring ist. Geben Sie ein Verfahren an, um die Division mit Rest
durchzuführen.

(b) Bestimmen Sie den grössten gemeinsamen Teiler

ggT(3 + 4i, 1 − 4i) ∈ Z [i] .

Hinweis: Berechnen Sie zur Division mit Rest von a + b ⋅ i durch c + d ⋅ i zunächst

a + b ⋅ i
c + d ⋅ i ∈ Q[i] = {a1 + i ⋅ a2 ∣ a1, a2 ∈ Q} .

5. (4 Zusatzpunkte) Sei PN die Wahrscheinlichkeit, dass zufällig gewählte natürliche
Zahlen n,m ≤ N teilerfremd sind. Zeigen Sie, dass für den Grenzwert gilt

lim
N→∞

PN = 6

π2
≈ 60.7%

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis die Formel

∞

∑
n=1

1

n2
= 1

6
π2

die man z.B. mit Hilfe von Fourierreihen beweisen kann.
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