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0

Einleitung

Wir wollen uns mit den Grundlagen der Kombinatorik und Ana-
lysis, insbesondere der Differentialrechnung, beschéftigen. Dies
sind Teilgebiete der reinen Mathematik, neben Algebra, Zahlen-
theorie, Geometrie und Topologie. Wir wollen zunéchst einen
kurzen Uberblick iiber diese Teilgebiete bekommen:

Was ist Kombinatorik? Die Kombinatorik beschéftigt sich
mit dem Zahlen, basiert also auf den natiirlichen Zahlen N =
{1,2,3,...}. Mit Hilfe der Kombinatorik kann man zum Beispiel
berechnen, dass es beim Ziehen der Lottozahlen (469) ~ 14000000
mogliche Ergebnisse gibt. Die Kombinatorik ist also eng mit der
Wahrscheinlichkeitstheorie verkniipft. Sind alle Ereignisse beim
Lotto gleich wahrscheinlich, dann ist die Wahrscheinlichkeit bei
einem Spiel zu gewinnen gleich

1 1

(™) ~ 14000000

In der Informatik ist ein Teilgebiet der Kombinatorik besonders
wichtig, die Graphentheorie. Graphen werden z.B. verwendet
um Netzwerke zu beschreiben. Der Graph in Abbildung 1 be-
schreibt z.B. auf welche Weise vier Internet-Sites untereinander
verlinkt sind. Solche Graphen werden beispielsweise in Googles
Page-Rank-Algorithmus verwendet.

Was ist Zahlentheorie? Wie der Name schon verrédt befassen
sich die Zahlentheoretiker mit den Eigenschaften von Zahlen in

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
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Abbildung 1: Gerichteter Graph von Links zwischen Internetsei-
ten

insbesondere mit der Beziehung zwischen der Addition und der
Multiplikation. Viele zahlentheoretische Probleme konnen sehr
einfach formuliert, aber nur sehr schwer gelost werden. Das be-
kannteste Beispiel ist sicherlich Fermats letzter Satz von 1637:
Es gibt fiir n > 3 keine (nichttriviale) ganzzahlige Losung der
Gleichung

Fermats letzter Satz wurde erst 1995 (von A. Wiles) bewiesen
nach 350-jahrigen Vorarbeiten, bei denen viele neue Konzepte in
der Mathematik entwickelt wurden. Heute bestehen enge Bezie-
hungen der Zahlentheorie zum Beispiel zur algebraischen Geo-
metrie, Kombinatorik, Kryptographie und Codierungstheorie.
Was ist Algebra? Die Algebra ist ein weites Gebiet der Ma-
thematik, das sich mit fiir alle Bereiche der Mathematik grund-
legenden algebraischen Strukturen, wie Gruppen, Ringen und
Korpern beschéftigt, d.h. mit der Frage, wie man auf Mengen
Verkniipfungen einfiihren kann, wie z.B. die Addition und Mul-
tiplikation von ganzen Zahlen. Die Public-Key Kryptographie
verwendet z.B. Ergebnisse aus der Zahlentheorie und der Alge-
bra. Ein weiterer wichtiger Beriihrungsbereich der Algebra be-
steht neben der Zahlentheorie mit der algebraischen Geometrie.
Diese beschéftigt sich mit den Lésungsmengen von polynomia-
len Gleichungssystemen in mehreren Variablen iiber einem Kor-
per K (zum Beispiel K = Q, R, C der Korper der rationalen,
reellen oder komplexen Zahlen). Zum Beispiel besteht die ge-
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meinsame Losungsmenge von x? + 2y? = 3 und 222 + y? = 3,
d.h. der Durchschnitt von zwei Ellipsen, aus den 4 Punkten
(1,1),(-1,1),(1,-1),(-1,-1), siehe Abbildung 2. Bei algebrai-

[
/ RN
/ [N
\\ |/
X | /
1 b\\ _ s
AN —  /
\_

Abbildung 2: Vier Punkte

scher Geometrie tiber K = QQ kommt die Zahlentheorie ins Spiel.

Der einfachste (aber in der Praxis sehr wichtige) Spezial-
fall sind lineare Gleichungssysteme iiber einem Korper K, das
Kernthema der linearen Algebra. Hier l6sen wir

a11T1 + ... T A mTm = b1

p 1 %1 + oo+ Qo Ty, = by,
mit a;; € K, b; € K nach z; € K (mit ¢=1,...,n und j =1,..m).

Lineare Algebra erlaubt uns z.B. aus den Link-Graphen wie in
Abbildung 1 ein Page-Ranking fiir Suchmaschinen zu erstellen.

if

Q

Abbildung 3: Knoten

Was ist Topologie? In der Topologie untersucht man Eigen-
schaften von Objekten, die sich unter stetigen Verformungen



0. EINLEITUNG 4

nicht dndern. Man sieht etwa, dass sich der Knoten in Abbil-
dung 3 nicht ohne Aufschneiden entwirren 1aft. Im Kapitel {iber
Analysis werden wir uns mit der Stetigkeit von Abbildungen be-
schéftigen (d.h. mit stetigen Verformungen einer Geraden in den
Graphen einer Funktion). Die Funktion mit dem Graphen in Ab-
bildung 4 ist z.B. stetig, die in Abbildung 5 nicht. Der Begriff

2

) 19

24

Abbildung 4: Eine stetige Funktion

fx) 1

-2 1 0 1 2

—14

24

Abbildung 5: Eine unstetige Funktion

der Stetigkeit spielt eine wichtige Rolle in der Analysis und al-
gebraischen Geometrie.

Was ist Analysis? Die moderne Analysis geht auf die Infini-
tesimalrechnung zuriick, die von Leibniz und Newton entwickelt
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wurde. Im Wesentlichen geht es darum, einen Begriff der Stei-
gung f’(z) einer Funktion f(z) zu entwickeln, indem man die
Tangente (Abbildung 6) an einem gegebenen Punkt durch Se-
kanten (Abbildung 7) approximiert'.

44

—1

Abbildung 6: Die Tangente an f(z) =22 inz =1

Gegeben eine Funktion = — f(x) stellt sich natiirlich die
Frage, ob x — f’(x) wieder eine Funktion ist, wo sie definiert ist
und welche Eigenschaften sie hat. Die Funktion in Abbildung 8
hat in x = 0 offenbar keine verniinftige Tangente. Solche Fragen
beantwortet die Differentialrechnung. Umgekehrt kann f’ gege-
ben sein und man will f bestimmen. Dies ist ein Problem der
Integralrechnung.

Die urspriingliche Motivation fiir die Entwicklung der Analy-
sis war das Newtonsche Kraftgesetz. Die Bewegung einer Masse

Konkret haben wir fiir f(x) = 2% die Steigung
f’(,To) = 2'.’)3‘0 =1

der Tangente in zy = % durch die Steigung

9 1
f)-f(xo) _3-3 _,
_ T3_17
1 —Xo B 3
der Sekante in zy = % und z1 = % approximiert. Je weiter man z; dem

korrekten Wert zq = % annéhert, desto genauer wird diese Approximation.

Als Grenzwert fur 1 — % erhalten wir f’(%) =1



0. EINLEITUNG 6

) 2

-2 1 0 1 2

i

Abbildung 7: Eine Sekante an f(z) = 2% in z = 3

m an einer Feder (siche Abbildung 9) wird beschrieben durch die
Gleichung
m-x"(t) =-c-xz(t)

zwischen der Position z(¢) und der zweiten Ableitung x”(t). Die
Riickstellkraft der Feder ist dabei direkt proportional zu der Aus-
lenkung z(t) der Feder (mit Proportionalitidtskonstante ¢ > 0)
und fiihrt zu der Beschleunigung z/(t) der Masse m > 0. Man
spricht von einem sogenannten harmonischen Oszillator. Eine
Gleichung dieser Form bezeichnet man auch als Differentialglei-
chung fiir die Funktion x(t). Eine mégliche Losung ist

c
t) = si — -t
o(t) =sin(y /< 1),
siehe Abbildung 10, denn
z'(t) =4/ £COS(\ / < 1)
m m
z'(t) = - sin(y / < -1).
m m

Mit den Methoden der Analysis kann man die Menge aller mog-
lichen Losungen der Differentialgleichung beschreiben.
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fx) 1

-2 -1 2

e

Abbildung 8: Eine Funktion die in x = 0 keine Tangente besitzt

Abbildung 10: Eine Losung fiir den harmonischen Oszillator



1

Elementare Logik

Die Basis jeder mathematischen Erkenntnis ist die Herleitung
logischer Schlufsfolgerungen, d.h. das Aufstellen und der Beweis
von mathematischen Behauptungen. Auch in der Informatik spie-
len Beweise eine zentrale Rolle. Hat man z.B. einen neuen Algo-
rithmus entwickelt, so muss man zwei Dinge zeigen: Der Algo-
rithmus ist korrekt, und er terminiert nach endlich vielen Schrit-
ten. Andere Anwendungen der Logik in der Informatik sind das
automatische Beweisen und die Verifikation der Korrektheit von
Software und Hardware. Letzteres ist besonders wichtig bei kri-
tischen technischen Systemen, wie z.B. Flugzeugen.

Wir fithren zunéchst kurz das Konzept von Aussagen ein und
diskutieren dann die grundlegenden Beweisverfahren.

1.1 Awussagen und Folgerungen

In Programmiersprachen (wir verwenden im Folgenden die Syn-
tax von Maple [3]) spielen bedingte Anweisungen eine entschei-

dende Rolle, z.B.
if x>1 then

fi,;
fiihrt die Anweisungen ... aus, falls die Variable z einen Wert

grofer als 1 annimmt. Der Ausdruck = > 1 kann genau zwei Werte
annehmen: wahr oder falsch. Man schreibt:

Definition 1.1.1 FEine Aussage ist ein Objekt (mathematischer

8
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Ausdruck, sprachliches Gebilde), dem genau der Wahrheitswert
wahr (kurz w oder 1) oder falsch (kurz f oder 0) zugeordnet wer-
den kann.

Héngt eine Aussage von einem Parameter x ab, dann spricht
man auch von einer Aussageform. In Programmiersprachen be-
zeichnet man Aussagen bzw. Aussageformen auch als boolschen
Ausdruck (boolean expression). Der Wert eines solchen Aus-
drucks (0 oder 1) wird in dem Datentyp Boolean gespeichert.

Hat man mehrere bedingte Anweisungen gegeben, will man
oft herausfinden, ob die eine aus der anderen folgt, z.B. kénnen
wir in

if x>1 then
if x72>1 then

fi;
fi;
die zweite if-Abfrage weglassen, da aus x > 1 schon 22 > 1 folgt.

Wir schreiben
r>1=22>1.

Dies ist eine logische Schlussfolgerung.

Allgemein nimmt man an, dass bestimmte Aussagen wahr
sind und untersucht, welche anderen Aussagen sich daraus fol-
gern lassen. Eine resultierende Aussage

ist Aussage A wahr, dann ist Aussage B wahr

oder kurz geschrieben,
A wahr = B wahr

bezeichnet man iiblicherweise als Satz, die Herleitung als einen
Beweis. Alternativ spricht man bei einem Zwischenergebnis auch
von einem Lemma, bei nicht so zentralen Ergebnissen von einer
Proposition. Bei einer Folgerung aus einem Satz spricht man
von einem Corollar.

Die logische Schlussfolgerung ist ein Spezialfall einer logi-
schen Operation:
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Definition 1.1.2 FEine logische Operation verknipft gegebene
Aussagen zu einer neuen Aussage. Wir bezeichnen diese dann als
abgeleitete Aussage oder auch logische Formel.

Bemerkung 1.1.3 Logische Operationen kénnen durch ihre Wahr-
heitswerttafel definiert werden. Die Wahrheitswerttafel beschreibt
die Werte einer Aussage in Termen der Werte einer beliebigen
endlichen Anzahl gegebener Aussagen.

Beispiel 1.1.4 Negation (nicht A)

A0 1
-A|1 0
Konjunktion (A und B)
B
AnB 0 1
0 0 0
A 0 1
Disjunktion (A oder B)
B
Av B 0 1
0 0 1
Ay 11

Letzteres bedeutet, dass mindestens eine der Aussagen wahr ist.

In einem Programm wiirden wir typischerweise schreiben

if not A then ... fi;
if A and B then ... fi;
if A or B then ... fi;

Tatséchlich kénnen wir auch den Ausdruck A = B wieder als
Aussage auffassen, ihm also den Wert wahr oder falsch zuordnen,
abhéngig von den Werten von A und B:
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Beispiel 1.1.5 Die Implikation A = B hat die Wahrheits-
werttafel

B

A= DB 0 1
0 1 1

A0 o

Beispiel 1.1.6 A und B heiffen dquivalent, in Zeichen
A< B

wenn A= B und B = A. Die Wahrheitswerttafel ist

B
A< B| 0 1
AT o
Bemerkung 1.1.7 Die Aussage
(A= B) wahr

st dquivalent zu
A wahr = B wahr

denn beide Aussagen bedeuten, dass in der Tafel von A = B der
Wert 0 nicht angenommen wird.

Ein Gegenbeispiel zu A = B erhalten wir, wenn B falsch
aber A wahr ist.

Bemerkung 1.1.8 Aus falschen Aussagen kinnen richtige fol-
gern, z.B. folgt durch Quadrieren

l=-1=1=12=(-1)*=1.

In der Mathematik ist es dennoch sehr wichtig, auch aus maog-
licherweise falschen Aussagen Folgerungen ziehen zu konnen, um
diese am Ende (wenn man geschickt vorgegangen ist) als falsch
zu erkennen:

7-9>1=-2>1=-3>0
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Hier stehen also 3 falsche Aussagen
7T-9>1 -2>1 -3>0
und 2 wahre Aussagen
7T-9>1=-2>1 -2>1=-3>0

die wir durch Verkniipfung von falschen Aussagen mittels = er-
halten.

Es gibt abgeleitete Aussagen, die unabhéngig von den Werten
der gegebenen Aussagen nie oder immer wahr sind:

Definition 1.1.9 Eine Aussage, die nie wahr ist, heifst uner-
fullbar, anderenfalls erfillbar. Fine Tautologie ist eine Aus-
sage, die immer wahr ist.

Eine Tautologie hat also nur Eintrage 1 in der Wahrheits-
werttafel, eine erfiillbare Aussage mindestens eine 1 und eine
unerfiillbare Aussage nur Eintrige 0.

Beispiel 1.1.10 Die Aussage
3>7-5
st eine Tautologie, ebenso
(z>0)= (2%2>0).

Die Aussage A A=A ist unerfillbar:

A=A An-A
1[0 0
0] 1 0

Beispiel 1.1.11 Die Aussage
(A= B) < (-B=-A)

st unabhdngig von den Werten von A und B immer wahr, also
eine Tautologie.
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Beweis. Wir zeigen dies mit Hilfe der Wahrheitswerttafeln:

A B|A=B -B -A -B=>-A (A= B)< (-B=-A)
1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
u

Satz 1.1.12 Folgende Aussagen sind Tautologien:
1) =(-A) = A
2) Av-A
3) =(An-A)
4) Kommutativgesetze:

(a) ANB< BAA
(b) AvB< BV A

5) Distributivgesetze:

(a) AN(BVvC)< (ArB)v(AACQC)
(b) Av(BAC) < (AvB)A(Av ()

6) Assoziativgesetze:

(a) AN(BAC) <= AN(BAC)
(b) Av(Bv(C)< Av(Bv()

7) De Morgansche Gesetze:

(a) ~(AAB) < (-Av-B)
(b) -(Av B) < (-AA-B)

8) Idempotenz:

() (AnA) = A
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(b) (AvA)<= A
9) (A= B) < (-Av B)

Beweis. Wahrheitswerttafeln fiir die ersten drei Aussagen:

A ‘ -A ﬂ(ﬂA) Av-A AAr-A —|(A/\—|A)
1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1

Die weiteren Tautologien zeigen wir in Ubung 1.1. m

1.2 Elementare Beweismethoden

Um A = B zu zeigen, kann man diese Implikation in eine Ver-
kettung von einfacheren Implikationen

A=C=2DB

zerlegen, solange bis man das Problem auf bekannte Implikatio-
nen zuriickgefithrt hat. Wir verwenden also, dass

(A=C A C=B)=(A=B)

eine Tautologie ist (Ubung: Beweisen Sie dies mit der Wahrheits-
werttafel).

Lemma 1.2.1 Seien n und m natirliche Zahlen (1,2,3,...). Ist
n gerade (2,4,6,...) und m ungerade (1,3,5,...), dann ist n+m
ungerade.

Beweis. n gerade und m ungerade = es gilt n = 2s und m = 2t-1
mit natiirlichen Zahlen s,t = es gilt

n+m=2(s+t)-1

= n +m ist ungerade. m
Manchmal ist es einfacher die dquivalente negierte Aussage
zu zeigen, wir verwenden also die Tautologie

(A= B) < (-B = -4A),

die wir in Beispiel 1.1.11 gezeigt haben. Dies bezeichnet man
auch als Beweis durch Kontraposition (indirekter Beweis). Der
Beweis von folgendem Lemma gibt ein Beispiel:
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Lemma 1.2.2 Sei n eine natirliche Zahl. Ist n? gerade, dann
auch n.

Beweis. Angenommen n ist ungerade, also n = 2m — 1 mit einer
natiirlichen Zahl m. Dann ist

n?=4m?-4m+1

also ungerade. m

Bei dem Widerspruchsbeweis der Aussage A nehmen wir
an, dass A nicht wahr ist und fithren dies zu einem Widerspruch.
Wir verwenden also, dass A A —=A immer falsch ist.

Bemerkung 1.2.3 Jeder Kontrapositionsbeweis kann auch als
Widerspruchsbeweis formuliert werden: Sei A wahr. Haben wir
-B = - A gezeigt, fiihrt die Annahme B falsch zu einem Wider-
spruch. Somit ist B wahr.

Der Beweis des folgenden Satzes gibt ein typisches Beispiel
eines Widerspruchsbeweises:

Satz 1.2.4 \/2 ist srrational, d.h. keine rationale Zahl.

Beweis. Angenommen V2 ist eine rationale Zahl, dquivalent V2
ist ein gekirzter Bruch ¢ von natiirlichen Zahlen a,b mit b # 0.

Aus /2 = 7 folgt
20 = a?

d.h. a? ist gerade, mit Lemma 1.2.2 ist also auch a gerade. Somit
konnen wir schreiben a = 2s mit einer natiirlichen Zahl s, also

2b% = 452
Damit ist
b? =252

gerade, also mit Lemma 1.2.2 auch b gerade. Somit kénnen wir
schreiben b = 2t mit einer natiirlichen Zahl ¢, also war

a 2s

b2t
nicht gekiirzt. Wir haben also gezeigt, ist /2 = 7 gekiirzt, dann
ist ¢ nicht gekiirzt, ein Widerspruch. =
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1.3 Vollstandige Induktion

Angenommen wir haben fiir jede natiirliche Zahl n = 1,2,3, ...
eine beliebige Aussage A(n) gegeben, und man hat gezeigt:

1) Induktionsanfang: A(1) ist wahr,

2) Induktionsschritt: A(n) ist wahr = A(n + 1) ist wahr.
Dies liefert eine Kette
A(1) wahr = A(2) wahr = A(3) wahr = ...,

es ist also A(n) wahr fiir jede natiirliche Zahl n. Anschaulich
zeigen wir also eine Aufpunktaussage und einen Vektor von Aus-
sagen, den wir unendlich oft auf den Aufpunkt addieren.

Im Induktionsschritt bezeichnen wir A(n) wahr auch als die
Induktionsvoraussetzung.

Als Beispiel fiir einen Beweis mittels vollstandiger Induktion
zeigen wir eine Aussage iiber Summen.

Notation 1.3.1 Fir Zahlen a,,...,a,, mit n <m schreiben wir

m
Y g = ap + Qg+ ..+ A
k=n

fiir deren Summe.
Genauso verwenden wir

[Tar=an-...-an
k=n
fur das Produkt.

Bemerkung 1.3.2 Gegeben eine Liste a = (ay, ..., a,) berechnet
z.B. das folgende Computerprogramm die Summe s =Y ", ax:

s5:=0;
for k from 1 to m do
s:=stalk];

od;
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Beispiel 1.3.3 FEs ist
4
Z 1=1+1+1=3
k=2

4
Y k=1+2+3+4=10.

Ko6nnen wir eine allgemeine Formel fiir ) _; k£ finden?
Satz 1.3.4 Fir alle natirlichen Zahlen gilt

n(n+ 1)

Beweis. Induktionsanfang n = 1: Es ist

1-(1+1)

1
k=1-=
& >

Induktionsschritt n nach n + 1: Es ist

n+1

kzlk Zk;+(n+1)

also folgt mit der Induktionsvoraussetzung

U n(n+1)
dass
gk_ n(n2+ 1) (n+1)
:n(n+1)+2(n+1)
2
_ (n+1)(n+2).
2
[]

17

Fiir weitere Beispiele siehe auch die Ubungen 1.2, 1.3, 1.4,

5 und 1.6.
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Bemerkung 1.3.5 Das Analogon zum Induktionsbeweis in der
Informatik ist der rekursive Algorithmus. Zum Beispiel konn-
te der Algorithmus tberprifen, ob die Aussage A(n) wahr ist.
Wird der rekursive Algorithmus mit dem Input n > 1 aufgerufen,
dann fihrt er A(n) auf die Aussage A(n —1) zurick und ruft
sich dann selbst wieder mit dem Argument n —1 auf. Firn =1
testet der Algorithmus die Aussage A(1) direkt.

Fine rekursive Funktion f zum Testen von x > n fiir eine be-
liebige Zahl x und eine ganze Zahln >0 konnte folgendermaflen
aussehen (wenn wir annehmen, dass unsere Programmiersprache
nur x >0 testen kann):

f:=proc(x,n)
if n=0 then return(x>0);fi;
return(f(x-1,n-1));

end proc;

Die erste Zeile entspricht dem Induktionsanfang, die zweite dem
Induktionsschritt. Effizienter wdre es natiirlich, x >n < x—n >0
zu verwenden.

Fiir ein weiteres Beispiel siehe auch die Ubungsaufgaben 1.6
und 1.7.
1.4 Ubungsaufgaben

Ubung 1.1 Zeigen Sie, dass folgende Aussagen immer wahr
(d.h. Tautologien) sind:

1) Kommutativgesetze:

(a) ANB< BAA
(b) AvB < Bv A

2) Distributivgesetze:

(a) AN(BVvC)< (ArAB)v(AACQC)
(b) Av(BAC) < (AvB)A(Av ()

3) Assoziativgesetze:
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(a) AN(BAC) <= AN(BAC)
(b) Av(Bv(C) < Av(Bv()
4) De Morgansche Gesetze:

(a) ~(AAB) < (-Av-B)
(b) =(Av B) < (-AA-B)

5) Idempotenz:

(a) (AnA) < A
() (AvA) = A

6) (A= B) < (-Av B)
Ubung 1.2 Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion

Loy n(n+1)(2n+1)
2T

fur jede natiirliche Zahl n.

Ubung 1.3 Stellen Sie eine Formel fir
> K
k=1
auf und beweisen Sie diese.
Ubung 1.4 Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion
ZZ:lkg = (Z’izlk)Q
fir jede natiirliche Zahl n.

Ubung 1.5 Sei n eine natirliche Zahl. Zeigen Sie, dass 3 ein
Teiler von n® —n ist.
Hinweis: Vollstindige Induktion.
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Ubung 1.6 Das Spiel "Die Tiirme von Hanoi” besteht aus 3
Spielfeldern, auf denen n Scheiben paarweise verschiedener Gro-
Be gestapelt werden kénnen (siehe Abbildung 1.1). Zu Beginn
des Spiels sind alle Scheiben auf einem der Spielfelder der Gro-
e nach zu einem Turm gestapelt. Ziel des Spiels ist, den An-
fangsstapel auf ein anderes Feld zu versetzen. Dazu darf in jedem
Spielzug die oberste Scheibe eines beliebigen Turms auf einen an-
deren Turm, der keine kleinere Scheibe enthdlt, gelegt werden.

Geben Sie einen Algorithmus an, der dieses Spiel ldst, stellen
Sie eine Formel fir die Anzahl der notwendigen Zige auf, und
beweisen Sie diese mit vollstandiger Induktion.

Abbildung 1.1: Die Tiirme von Hanoi.

Ubung 1.7 Schreiben Sie ein rekursives Programm, das das Spiel
"Die Tiirme von Hanoi” lost.
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Grundkonstruktionen

In diesem Abschnitt behandeln wir Grundkonstruktionen mit de-
nen wir aus gegebenen mathematischen Objekten neue konstru-
ieren konnen. Der Mengenbegriff erlaubt uns ein neues mathema-
tisches Objekt durch Zusammenfassen von gegebenen Objekten
zu bilden. Zum Beispiel haben wir schon mehrfach von allen na-
tiirlichen Zahlen gesprochen. Diese fasst man in der Menge

N={1,2,3,...}

zusammen. Ausgehend vom Mengenbegriff beschéftigen wir uns
dann mit der Frage, wie man zwei gegebene Mengen in Beziehung
setzen kann, insbesondere mit Abbildungen zwischen Mengen
und Aquivalenzrelationen auf Mengen.

2.1 Mengen

Definition 2.1.1 (Cantor) Fine Menge ist eine Zusammen-
fassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m un-
serer Anschauung oder unseres Denkens (die Elemente von M
genannt werden) zu einem Ganzen.

Ist m ein Element von M schreiben wir m € M, die Menge
M mit den Elementen my,ms, ... als

M = {m17m2, } .

Die Menge ohne Elemente heifst leere Menge @ = { }.

21
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Bemerkung 2.1.2 Die Definition interpretieren wir folgender-
maflen: Objekte sind mathematische Objekte und die Zusammen-
fassung zu einem Ganzen ein neues Objekt. Wohlunterschieden

bedeutet, dass man entscheiden kann, ob zwer gegebene Elemente
a,be M gleich (a=0) oder verschieden (a #0b) sind.

Dasselbe Objekt kann also nicht mehrfach ein Element einer
Menge sein. Fassen wir z.B. die Zahlen 1,1,2 zu einer Menge
zusammen, erhalten wir

{1,1,2} = {1, 2}.

Beispiel 2.1.3 Mengen sind beispielsweise die Menge der Zif-
fern
{0,1,2,...,9},

die natirlichen Zahlen

N={1,2,3,..}
No={0,1,2,3,..},

die ganzen Zahlen
Z={0,1,-1,2,-2,...}.

Notation 2.1.4 Oft wollen wir Objekte x, die eine gegebene
Aussage A erfillen, zu einer Menge M zusammenfassen. Dies
ktirzen wir mat

M= {z| A}

ab. Fulls alle x Elemente einer Menge N sind, schreiben wir auch
M={xeN|A}.
Zum Beispiel ist
{reZ|x®=1}={-1,1}.

Beispiel 2.1.5 Die rationalen Zahlen sind

@:{%|a,bez,b¢0}.
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Verschiedene Briiche konnen dieselbe rationale Zahl (also das-
selbe Element von Q) darstellen, z.B.

1 3

2 6
Was genau ein Bruch ist, werden wir mittels Aquivalenzrelationen
im ndchsten Kapitel prazisieren.

Die reellen Zahlen R sollen die Punkte einer Geraden in unse-
rem Anschauungsraum mathematisch reprasentieren. Jede reelle
Zahl lasst sich durch einen unendlichen Dezimalbruch darstellen,
z.B.

3
— =0.300...
1

-==0.333...

Wl —O

Dieser muss nicht notwendig periodisch sein, z.B.
V2 = 1.414213562...

Wir werden auch die reellen Zahlen mathematisch prézise mittels
Aquivalenzrelationen einfiihren, denn verschiedene Dezimalbrii-
che konnen dieselbe reelle Zahl darstellen, z.B.

1.000... =0.999...

Definition 2.1.6 Ist jedes Element der Menge N auch Element
der Menge M (alsome N = ne M), dann heiffit N Teilmenge
von M (geschrieben N c¢ M oder auch N ¢ M ). Zwei Mengen
My und My heiffen gleich, wenn My c¢ My und My c My. Wollen
wir ausdricken, dass die Teilmenge N von M echt kleiner ist,
schreiben wir N ¢ M.

Beispiel 2.1.7
{O, ,9} c No

NcZcQcR



2. GRUNDKONSTRUKTIONEN 24

Abbildung 2.1: Komplement

Abbildung 2.2: Vereinigung

Definition 2.1.8 Sind M, N Mengen, dann ist
M\N={meM, m¢N}

das Komplement von N in M, als sogenanntes Venn-Diagramm
siehe Abbildung 2.1. Weiter heifst

MuUN ={m|meM oder me N}
Vereinigung von M und N, siehe Abbildung 2.2, und

MnaN={m|meM und meN}
Durchschnitt von M und N, siehe Abbildung 2.5.

Notation 2.1.9 Fir eine Indexmenge I + @ und Mengen M;,
1 €I schreibe

(\M; ={m|me M, fir alleiecl}
iel
fiir den Durchschnitt der M;, i € I, und
M, ={m| es existiert i € I mit m e M}

iel
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Abbildung 2.3: Durchschnitt

fur die Vereinigung der M;, i€ 1.
Wir kiirzen fir alle ab durch ¥ und es existiert durch 3.

Definition 2.1.10 Wir schreiben |M| oder #M fir die Anzahl
der Elemente ciner endlichen Menge M und, falls M unendlich
viele Elemente hat, |M| = oo.

Beispiel 2.1.11 Esist |@| =0, [{0,...,9}| = 10 und |{0}| = 1.

Definition 2.1.12 Sind My, ..., M, Mengen, dann heifst die Men-
ge der geordneten Tupel

My x...x M, ={(mq,...,m;) | m;e M; Yi=1,....,r}

aus Elementen von M;,...,M, das kartesische Produkt von
M, ..., M,. FirreN schreiben wir

M"=Mx...xM
[ —
r-mal

Beispiel 2.1.13 FEs ist
{1,2,3} x {3,4} = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4) } .
Das Schachbrett ist das Produkt
{1,...,8} x{a,...,h},
der 3-dimensionale Raum
R3*=RxR xR,

und die Menge der Warter mit n Buchstaben in dem Alphabet
{a,...,z} ist
{a,...,z}".
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Beispiel 2.1.14 Von zentraler Bedeutung in der Informatik ist
die Menge der r-bit Zahlen

{0,1}" = {(0,...,0,0),(0,...,0,1),...,(1,...,1,1)},

in heutigen Computern typischerweise fir r = 8,16,32,64. Da
wir fir jeden Fintrag des Tupels zwei Maglichkeiten haben, gilt

[{0,1}"] =2".
Definition 2.1.15 Sei M eine Menge. Die Potenzmenge von
M st
2M =P(M)={A|AcM}.
Satz 2.1.16 Sei M eine endliche Menge. Dann gilt
|2M] = 211,
Beweis. Indem wir die Elemente von M durchnummerieren koén-

nen wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass
M ={1,...,n}. Wir miissen also zeigen, dass die Aussage

fiir alle n € N gilt. Dazu verwenden wir vollstdndige Induktion:
Induktionsanfang n = 1: Es ist 211 = {@, {1}}, also [2{}] =2 = 21
Induktionsschritt n nach n + 1: Die Vereinigung

{Ac{l,...n+1} |n+1¢ A}
={Au{n+1}|Ac{l,..,n}}u{A|Ac{l,.. n}}

ist disjunkt, also gilt mit Induktionsvoraussetzung 2{%--n} = 21
dass

]

Wollen wir ausdriicken, dass die Vereinigung der Menge M
und N disjunkt ist (d.h. es gilt M n N = @), dann schreiben wir
auch M U N statt M u N.

Beispiel 2.1.17 Potenzmengen:
27 = {2}
2 = {g, {1}}
202 = {g, {1},{2},{1,2}}.



2. GRUNDKONSTRUKTIONEN 27

2.2 Relationen

Definition 2.2.1 FEine Relation zwischen Mengen M und N
st gegeben durch eine Teilmenge R c M x N.

Beispiel 2.2.2 Fir M ={2,3,7}, N ={4,5,6} und
R={(m,n)e M x N |m teilt n}

gilt
R={(2,4),(2,6),(3,6)}.

Definition 2.2.3 FEine Relation R c M x M auf einer Menge M
heifst

e reflexiv, wenn (m,m) € R fir alle m e M,
e transitiv, wenn

(I,m) € R und (m,n) e R— (I,n) € R.

Ist R zusdtzlich antisymmetrisch, das heifit (n,m) € R und
(m,n) € R = m = n, so heifst R eine Halbordnung. Gilt
auferdem fiir alle m,n € M, dass (m,n) € R oder (n,m) € R, so
heifst R Totalordnung.

Beispiel 2.2.4 Relationen sind:

1) Sei M eine Menge. Die Inklusion c zwischen Teilmengen
von M st eine Halbordnung auf der Potenzmenge 2™ : Fiir
alle A, B,C c M gilt

o Ac A (reflexiv)
e Ac B und BcC == AcC (transitiv)
e Ac B und Bc A= A= B (antisymmetrisch).

2) Auf R ist < eine Totalordnung.
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2.3 Abbildungen

Definition 2.3.1 FEine Abbildung f: M — N ist eine Relation
Rc M x N, sodass es fiir jedes m € M genau ein f(m) e N gibt
mit (m, f(m)) € R. Schreibe

f: M - N
m o~ f(m)

Wir bezeichnen M als Quelle und N als Ziel von f.
Fiir eine Teilmenge A c M heifit

f(A) ={f(m)[meA}cN
Bild von A unter f, und
Bild(f) = f(M)

das Bild von f. Insbesondere heifft f(M) das Bild von f.
Fiir Bc N heifst

fH(B)={meM|f(m)eB}cM
das Urbild von B unter f.

Beispiel 2.3.2 Interpretiert man die Abbildung

f+ R - R
x f(x)=2?

als Relation Rc R xR, so ist
R ={(z,2?) | z e R} = Graph(f),

nichts anderes als der Graph von f, siehe Abbildung 2.4. Das
Bild von f ist
f(R) =Ry

und beispielsweise
FH{1,2)) = {-1,1,-V2,V2}.

Beispiel 2.3.3 Die Relation gegeben durch die Teilmenge R c
R xR wie in 2.5 ist keine Abbildung.
Abbildung 2.5 ist also keine Abbildung...
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2

17

-2 T 5 :

Abbildung 2.4: Graph der Parabel

Definition 2.3.4 Eine Abbildung f : M — N heifit surjektiv,
wenn fir das Bild von [ gilt

f(M)=N.
Gilt fir alle mq,mo € M, dass

f(my) = f(my) == my =ma,

so heifit f ingektiv.

Fine Abbildung die injektiv und surjektiv ist, heifit bijektiv.
Ist f : M — N bijektiv, dann gibt es eine wohldefinierte Um-
kehrabbildung f~': N - M, y — x mit y = f(x), denn jedes
y € N ist das Bild eines eindeutigen x € M.

Beispiel 2.3.5 Die Parabelfunktion
R - R, z+ 22

aus Beispiel 2.5.2 ist weder injektiv noch surjektiv. Als Abbildung
auf thr Bild
R - Ry, x +— 22
wird sie surjektiv. Schrinken wir auch die Quelle ein, wird die
Abbildung
RZO g REO; T = LUQ
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2

11

-2 ] 0 1 2

Abbildung 2.5: Relation aber keine Abbildung

bijektiv mit Umkehrabbildung

Ry = Ry, y = \/@
wie in Abbildung 2.6.

2

0 1

Abbildung 2.6: Wurzel

Die Hyperbel
1
R\{0} - R, 2~ —
x

ist injektiv, aber nicht surjektiv (siehe Abbildung 2.7).
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Abbildung 2.7: Hyperbel

Satz 2.3.6 (Schubfachprinzip) Sind M, N endliche Mengen
und f: M — N eine injektive Abbildung, dann gilt |M| < |N|.

Beweis. Es gilt

INI= > K}l 2 3 [ ({n})] = [M],

neN neN

denn [f~1({n})|€{0,1}, und
M=) f({n})

neN
(denn jedes Element von M hat ein Bild), und diese Vereinigung
ist disjunkt (da ein Element von M keine zwei verschiedenen
Bilder haben kann). =

Notation 2.3.7 Fir Zahlen a, indiziert durch eine endliche
Menge N schreiben wir
D an

neN
fir die Summe der a,,.

Die a,, konnen Elemente einer beliebigen Menge R mit einer
Verkniipfung + sein, die assoziativ ist, d.h. mit 1 + (ro +13) =
(r1 + ro) + 13 fiir alle r; € M, und kommutativ ist, d.h. mit
1+ 19 =19+ 711 flir alle r; € M.

Indiziert bedeutet, dass fiir jedes n € N eine Zahl a,, gegeben
ist, d.h. eine Abbildung N - R, n~ a,.
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Satz 2.3.8 Sind M, N endliche Mengen und f : M — N eine
surjektive Abbildung, dann gilt |M| > |N|.

Beweis. Da f surjektiv ist, gilt

N=U{f(m)}

meM

(nicht notwendig disjunkt), also

IN[< > [{f(m)}] = |M],

meM

denn [{f(m)}=1VYm. m

Corollar 2.3.9 Sind M, N endliche Mengen und f : M — N
eine bijektive Abbildung, dann gilt |M|=|N|.

Siehe auch die Ubungsaufgaben 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8 und 2.9.

Definition 2.3.10 Seien f: M - N und g: N - L Abbildun-
gen, dann ist die Komposition von f und g definiert als

gof: M - L
m = g(f(m))

Wir sagen auch g nach f.

Beispiel 2.3.11 Die Komposition go f von

fRo-R, z-»z+1
g:R->R, 22

qibt
gof Ryg—»R, o (z+1)?=2?+22+1.

Lemma 2.3.12 Die Komposition von Abbildungen ist assozia-
tiv, das heif$t fir Abbildungen

MiINSLE K

qilt
ho(gof)=(hog)of
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Zum Beweis sieche Ubungsaufgabe 2.10.

Beispiel 2.3.13 Selbst wenn f: M - M und g: M — M st im
Allgemeinen fog+ go f. Zum Beispiel fiir

[R* >R (z,y) ~ (z+y,y)
g:R* > R? (z,y) = (z,2+y)
erhalten wir
fog:R* >R (z,y)~ 2z +y,z+y)
gof:R2>R2 (z,y) = (z+y,x +2y).

Definition 2.3.14 Sei M eine Menge. Die identische Abbil-
dung auf M st
idy: M - M

m = m

Beispiel 2.3.15 Abbildung 2.8 zeigt den Graphen von idg.

2

-2 0 2

Abbildung 2.8: Identische Abbildung R - R

Satz 2.3.16 Sind M,N + @ und f : M — N eine Abbildung,
dann st

1) f injektiv genauw dann, wenn es eine Abbildung g: N — M
gibt mit go f =1idy,.



2. GRUNDKONSTRUKTIONEN 34

2) f surjektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g: N - M
gibt mit fog=idy.

3) f bijektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g: N — M
gibt mit go f =idy; und fog=idy.

Weiter ist dann g = f~' die Umkehrabbildung.

Beweis. Teil 1 und 2 zeigen wir in Ubung 2.12.
Zu 3: Sei f bijektiv. Ist x € M und y = f(x), dann gilt fir die
Umkehrabbildung f~'(y) = x, also

flof=idy.
Durch Anwenden von f folgt, dass

(fof)(f(2))=f(2)

fur alle x € M. Da f surjektiv ist, erhalten wir jedes y € N als
y = f(x) und somit stimmen fo f~' undidy auf ganz N tberein,
d.h. auch

fof=idy.
Somit ist g = f~1 eine Abbildung mit den gesuchten Eigenschaf-
ten.

Ezistiert umgekehrt eine solche Abbildung g, dann folgt f bi-
gektiv mat Teil 1 und 2.

Es bleibt noch zu zeigen, dass g eindeutig durch go f =idy,
und fog=1idy bestimmt und somit gleich f~' ist: Sei h: N - M
eine weitere Abbildung mit ho f =idy und f o h =idy. Dann
folgt

h=hoidy =ho fog=idyog=g.

2.4 B-adische Entwicklung

Wir diskutieren noch eine wichtige Anwendung von Abbildun-
gen und kartesischen Produkten in der Informatik: Um natiirli-
che Zahlen im Computer zu reprasentieren, verwendet man typi-
scherweise die Binarentwicklung, d.h. die Darstellung der Zahl
durch eine Summe von Potenzen der Basis B = 2. Allgemeiner
hat man fiir beliebige Basis B > 2:
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Satz 2.4.1 Fir jedes B €Z, B > 2 ist die Abbildung
épr: {0,..,B-1} - {0,..,B"-1}
(anly"waO) = Z::_()l aiBi

bijektiv. Fir n € {0,...,B" =1} heift ¢ (n) die B-adische
Entwicklung mat r Stellen von n.

Beispiel 2.4.2 Im Dezimalsystem (B =10) gilt
$103((0,2,3)) =0-10*+2-10+3-10° = 23
und im Bindrsystem (B =2)
$25((0,0,0,1,0,1,1,1) =1-2*+0-28+1-22+1-2" +1-20=23

Fiir gegebenes (a,_1,...,aq) ist es also leicht das Bild unter
¢B» zu berechnen. Zum Beweis des Satzes verwenden wir einen
Algorithmus, der das umgekehrte Problem 16st, d.h. zu einer
gegebenen Zahl n die B-adische Entwicklung ¢, (n) bestimmt.
Die Basis des Algorithmus ist: 7

Lemma 2.4.3 (Division mit Rest) Sind a,beZ, b>0, dann
qibt es q,r € Z mit
a=b-q+r

und 0 <r <|b|.
Beweis. Die Menge
{weZ|b-w>a}+2
hat ein kleinstes Element w. Setze dann
g=w-1 r=a-qb .
|
Beispiel 2.4.4 Division von a = 36 durch b =15 gibt
36=2-15+6

also ¢ =2 und r = 6.

In MAPLE erhalten wir g und r durch:
1quo (36,15) ;

2

1rem(36,15);

6
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Wir zeigen nun Satz 2.4.1:

Beweis. Da

r—1 r—1 r-1

n=Y @B <> (B-1)-B'=>(B*'-B)=B"-1

i=0 i=0 i=0
liefert die Abbildungsvorschrift nur Zahlen 0 <n < B" -1, und
somit ist ¢, wohldefiniert. Die letzte Gleichheit bezeichnet man
auch als eine Teleskopsumme, da sich in

(B =B+ (B =B ) +..+(B?-B)+(B-1)=B" -1

alle bis auf zwei Terme wegheben.

Wir zeigen, dass ¢p, surjektiv ist, indem wir fiir jedes n ¢
{0, ..., B" = 1} eine B-adische Entwicklung mit maximal r Stellen
konstruieren:

Sukzessive Division mit Rest nach B beginnend mit ng = n
gibt Zahlen n; > 0 und Reste a; € {0, ..., B — 1} mit

n; = B'ni+1 + a;.

Da in jedem Schritt n;,; < n;, terminiert die Division nach s < oo
vielen Schritten mit ng = 0. Dann gilt

nO:B-n1+a0

nlzB-n2+a1

Ng—2 = B- Ng—1 + Gs-2

Ng_1 = B'0+CL5_1.

Setzen wir diese Gleichungen ineinander ein, erhalten wir

s—1 )
n= Z a;B".
i=0

Jede Zahl n hat also eine B-adische Entwicklung. Fiir die Sur-
jektivitat von ¢, miissen noch zeigen, dass wir mit s < r Stellen
auskommen: Angenommen s > r. Nach Definition von s haben
wir as_1 = ng_y # 0. Somit ist n > a,_1 B! > B! > B", ein
Widerspruch zu n < B" - 1.

Da sowohl Quelle und Ziel B" Elemente haben, ist ¢, nach
Ubung 2.5 bijektiv. m
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Bemerkung 2.4.5 Natirlich kénnen wir ¢p, auch als Abbil-
dung
{0,....,B-1}" >N

auffassen. Diese ist dann offensichtlich wohldefiniert, immer noch
imjektiv, jedoch nicht mehr surjektiv.

Der Beweis von Satz 2.4.1 gibt einen Algorithmus zur Be-
stimmung der B-adischen Entwicklung, d.h. zur Auswertung der
Umkehrabbildung:

Beispiel 2.4.6 Firn =23, B =10 ist

23=10-2+3
2=0-10+2

also ist 23 € Bild(¢10,.) fiir alle r > 2, und damit z.B.
$103(n) = (0,2,3)
Fir B =2 erhalten wir

23=2-11+1

11=2-5+1
5=2-2+1
2=2-1+0
1=2.-0+1

somit ist 23 € Bild(¢s,.) fir alle v > 5, und z.B. fir r =8 Bits
$25(n) = (0,0,0,1,0,1,1,1).
Ausfiihrlich geschrieben haben wir

23

2-11+1
= 2-(2-5+1)+1
= 2.(2-(2-2+1)+1)+1
2-(2-(2-(2-1+0)+ )+ 1)+ 1
2:(2-(2:(2-(2:0+D)+0)+ D)+ 1) +1
1-2440-2241-22+1-2041-20
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Siehe auch Ubung 2.13. Man beachte noch: Fiir ' > r erhalten
wir bis auf fithrende Nullen dieselbe Entwicklung von n. Heutige
Hardware verwendet iiblicherweise je nach Anwendungsfall B = 2
und r = 8,16,32,64. In Software kann man natiirlich beliebiges
B und r emulieren.

Addition und Multiplikation von B-adischen Darstellungen
kann man in genau derselben Weise, wie in der Schule fiir B = 10
gelernt, durchfiithren. Erhalten wir durch Addition oder Multipli-
kation zweier Zahlen in Bild(¢9, ) eine Zahl, die sich nicht mehr
mit r Bits darstellen ldsst (d.h. nicht im Bild von ¢, liegt), so
spricht man von einem arithmetischen Uberlauf. Siche auch
die Ubungsaufgaben 2.14 und 2.15.

2.5 Aquivalenzrelationen

Der Begriff der Aquivalenzrelation schwiicht den Begriff der Gleich-
heit ab.

Definition 2.5.1 Sei M eine Menge und R c M x M eine re-
flexive und transitive Relation. Ist R auflerdem symmetrisch,
das heifst

(m,n) e R=(n,m)eR,

so heift R eine Aquivalenzrelation.
Schreiben wir m ~ n fiir (m,n) € R, dann bedeutet

e reflexiv, dass m ~ m fiir alle m e M,

e transitiv, dass m ~ [l und [ ~n = m ~n fiir alle m,l,ne M
und

e symmetrisch, dass m ~n = n ~m fiir alle m,n € M.

Beispiel 2.5.2 Die Eigenschaft von zwei Menschen gleich grofs
zu sein, ist eine Aquivalenzrelation (dagegen ist die Figenschaft
gleich grofy bis auf einen Unterschied von maximal 1lem zu sein
nicht transitiv).

Allgemeiner: Sei f: M — N eine Abbildung. Dann wird durch

my ~my <= f(my) = f(ms)

eine Aquivalenzrelation auf M definiert.
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Definition 2.5.3 Ist M eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation
und m € M, dann heifit

[m]={neM|m~n}cM

die Aquivalenzklasse von m. Jedes n € [m] heifit Reprisen-
tant von [m].
Wir schreiben weiter

M/ ~={[m]|meM}c2M
fiir die Menge der Aquivalenzklassen von ~ und

T M - M|~
m o~ [m]

fir die kanonische Abbildung. Diese ist offenbar surjektiv.
Satz 2.5.4 Je zwei Aquivalenzklassen sind gleich oder disjunkt.

Beweis. Sei [m]n[n] #+ @. Wir miissen [m] = [n] zeigen. Ist
a € [m]n[n], also a ~m und a ~ n, dann folgt mit Symmetrie
und Transitivitdt, dass m ~ n, also m € [n]. Sei nun a € [m]
beliebig. Dann gilt @ ~ m und m ~ n, also a ~ n, das heifit
a € [n]. Wir haben also [m] c [n] gezeigt. Die andere Inklusion
folgt genauso. m

Insbesondere gilt,

m~n < [m]=[n],

d.h. Aquivalenz von Elementen von M iibersetzt sich in Gleich-
heit von Elementen von M/ ~.

Der Satz zeigt auch: Eine Aquivalenzrelation partitioniert die
Menge M in die Aquivalenzklassen. Partitionieren bedeutet
hier, eine Menge als disjunkte Vereinigung von nichtleeren Men-
gen zu schreiben.

Beispiel 2.5.5 Zwei Atome einer Torte sollen dquivalent sein,
wenn sie von derselben Person gegessen werden (dies ist eine
Aquivalenzrelation, unter der naheliegenden Annahme, dass nichts
von der Torte iibrigbleibt). Die Einteilung in Aquivalenzklassen
partitioniert die Torte in (nicht notwendig gleich grosse) Torten-
stiicke.
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Beispiel 2.5.6 In Beispiel 2.5.2 sind zweir Menschen in dersel-
ben Aquivalenzklasse, genau dann, wenn sie gleich grofi sind. Ist
m ein Mensch, dann enthdlt [m] alle Menschen, die dieselbe
Grife wie m haben.

Beispiel 2.5.7 Betrachte die Aquivalenzrelation ~ auf R? gege-
ben durch

(T1,91) ~ (w2,92) <= f(21,91) = f(22,2)
mit
fz,y) =2 +y°.

Die Aquivalenzklassen sind die konzentrischen Kreise (und {(0,0)}),
also

M|~ = {{(m,y) |x2+y2:7“} |reR20}.
Siehe Abbildung 2.9. Siehe auch Ubungsaufgabe 2.16.

N
h

Abbildung 2.9: Aquivalenzklassen
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2.6 Ubungsaufgaben

Ubung 2.1 Bestimmen Sie die Wahrheitswerte folgender Aus-

sagen:
{3} =1,2,3}]  {1,3}eP({1,2,3})
0c{1,2,3} {3} c{1,2,3}
{3} €{1,2,3} |P({1,2,3})| =8
{@} c{1,2,3} @cP({1,2,3})

3e{1,2,3} {3} e P({1,2,3})
3c{1,2,3} {1,3} <{1,2,3}
oc{1,2,3} {3} < P({1,2,3})
3={1,2,3}] oeP({1,2,3})

Ubung 2.2 Sei M eine Menge. Zeigen Sie fir Teilmengen A, B, C c
M, zum Beispiel mit Hilfe von Venn-Diagrammen:

1) Fiirn gilt:

(a) Kommutativitit AnB=BnA,
(b) Identitat AnM = A,
(¢) Assoziativitit An(BnC)=(AnB)nC.

2) Fir v gilt:

(a) Kommutativitit AuB=BuUA,
(b) Identitat Aug = A,
(¢c) Assoziativitit Au(BuC)=(AuB)uC.

3) Fiir n und u gelten die Distributivgesetze

An(BuC)=(AnB)u(AnC()
Au(BnC)=(AuB)n(Au()

4) Vergleichen Sie diese Formeln mit den Rechenregeln fiir
ganze Zahlen.
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5) De Morgansche Gesetze der Mengenlehre:

XnY
XuY

= >
==l

@]
N

Dabei schreiben wir X = M\X fiir das Komplement einer
Teilmenge X ¢ M.

Ubung 2.3 1) Zeigen Sie fiir endliche Mengen M und N,
dass
IMuUN|=|M|+|N|-|MnN|
und

M x N| = |M]-|N]

2) Gegeben drei Mengen M, N und L, stellen Sie eine Formel
fir [M U N U L| auf, und beweisen Sie diese.

Ubung 2.4 Geben Sie je ein Beispiel fir eine Abbildung N - N
an, die

1) injektiv aber nicht surjektiv ist.
2) surjektiv aber nicht injektiv ist.

Ubung 2.5 Seien M, N endliche Mengen mit |M| = |N| und
f:+M — N eine Abbildung. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

1) f ist bijektiv,
2) f ist injektiv,
3) f ist surjektiv.

Ubung 2.6 Auf einem Fest treffen sich n Personen. Zeigen Sie,
dass zwei von diesen mit derselben Anzahl von Anwesenden be-
kannt sind.

Ubung 2.7 Seien die Zahlen 1,...,101 in irgendeiner Reihenfol-
ge gegeben. Zeigen Sie, dass 11 davon aufsteigend oder absteigend
sortiert sind.

Hinweis: Betrachten Sie eine geeignete Menge von Paaren
und verwenden Sie das Schubfachprinzip.
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Ubung 2.8 Sei n € N und seien n2 + 1 viele Punkte in dem
Quadrat
{(z,y)|0<z<n, 0<y <n}

gegeben. Zeigen Sie, dass es unter diesen zwei Punkte gibt, die

Abstand < /2 haben.

Ubung 2.9 Sein € N und M c {1,...,2n} eine Menge von
ganzen Zahlen mit |M|=n+1 Elementen. Zeigen Sie, dass es in

M zwei verschiedene Zahlen gibt, sodass die eine Zahl die andere
teilt.

Ubung 2.10 Zeigen Sie: Die Komposition von Abbildungen ist
assoziativ, das heift fir Abbildungen

MLINS LA K

qilt
ho(gef)=(hog)ef.

Ubung 2.11 Es seien M, N zwei Mengen und f: M — N eine
Abbildung. Zeigen Sie:

1) Fir jede Teilmenge X € M gilt X ¢ f~1(f(X)).
2) Fir jede Teilmenge Y ¢ N gilt f(f~%(Y))cY.
Gilt jeweils auch die Gleichheit?

Ubung 2.12 Seien M,N,L + @ Mengen und f : M - N und
h: N — L Abbildungen. Zeigen Sie:

1) Sind f und h injektiv, dann ist auch ho f injektiv.
2) Sind f und h surjektiv, dann ist auch ho f surjektiv.

3) f ist injektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : N —
M gibt mit go f =idy,.

4) [ ist surjektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g : N —
M gibt mit fog=idy.
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Ubung 2.13 1) Bestimmen Sie fir n = 1222 die Bindrdar-
stellung ¢3}4(n) in 16 Stellen.

2) Schreiben Sie ein Programm, das fiir eine beliebige natiirli-
che Zahl n € N die Bindrdarstellung qﬁgﬁn(n) fiir geeignetes
r € N bestimmt.

Ubung 2.14 Seien a,b e {0,1}" Bindrzahlen in r Bits.

1) Beschreiben Sie ein Verfahren, das aus a und b die Summe
bestimmt, d.h. fir minimal mégliches s ein c € {0,1}* mit

¢2,s(0) = ¢2,r(a) + ¢2,r(b)-

2) Implementieren Sie Ihren Algorithmus und erproben Sie
thn an Beispielen.

Ubung 2.15 Beschreiben Sie ein Verfahren, das aus zwei Bi-
ndrzahlen a,b € {0,1}" das Produkt bestimmt, d.h. fir minimal
mogliches s € Ny ein c € {0,1}* mit

452,3(0) = ¢2,r(a) '<Z52,r(b)~

Implementieren Sie Thren Algorithmus.

Ubung 2.16 Betrachten Sie die Menge M = R2\ {(0,0)} aller
Punkte der reellen Ebene ohne den 0-Punkt.

Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf MxM durch (z,y)
(z',y") genau dann, wenn es eine Gerade durch den Nullpunkt
(0,0) € R? gibt, auf der sowohl der Punkt (xz,y) als auch der
Punkt (x',y") liegt.

1) Zeigen Sie, dass durch ~ eine Aquivalenzrelation gegeben
15t.

2) Finden Sie eine geometrische Darstellung der Menge der
Aquivalenzklassen M [ ~, indem Sie in jeder Aquivalenz-
klasse einen geeigneten Reprdsentanten wdhlen.
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Ganze und rationale Zahlen

3.1 Ubersicht

Die Addition von natiirlichen Zahlen hat eine grundlegenden
Schwachpunkt: Entfernen wir aus einer n-elementigen Menge ein
Element, so hat diese Menge n+(—1) Elemente. Als Addition von
natiirlichen Zahlen macht diese Formel keinen Sinn, denn es gibt
keine Zahl n € N mit

1+n=0.

Als Anwendung von Aquivalenzrelationen konstruieren wir in
diesem Abschnitt aus den natiirlichen Zahlen die ganzen Zah-
len Z, in denen eine Element —1 existiert mit

1+(-1)=0.

Fiir die Multiplikation besteht dann immernoch dasselbe Pro-
blem, denn es gibt kein n € Z mit

2-n=1.

Wieder mit Aquivalenzrelationen, konstruieren wir die rationalen
Zahlen Q, in denen es ein Element % gibt mit

2- E =1.
2
Abschliefsend werden wir noch zeigen, dass sich sowohl die
Menge der ganzen, als auch die Menge der rationalen Zahlen ab-
zéhlen lasst. Dies bedeutet, dass wir eine while-Schleife schreiben
konnen, die alle Elemente durchléduft und jedes Element in end-

licher Zeit erreicht.

45



3. GANZE UND RATIONALE ZAHLEN 46

3.2 Gruppen, Ringe und Korper

Definition 3.2.1 FEine Gruppe (G,0) ist eine Menge G zusam-
men mit einer Verknipfung

o: GxG@ — @
(a,b) +~ aob

die folgende Aziome erfillt:
(G1) Assoziativitit
ao(boc)=(aob)oc Va,b,ceG

(G2) Es existiert ein neutrales Element, d.h. ein e € G mit
eoa=ace=aVaeQG

(G3) Ezistenz des Inversen, d.h. Va € G Ja~! € G mit

atoa=aoat=e

Fine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung
o: GxG — (@

die (G1) und (G2) erfillt heifit Mono1id.
Gilt auflerdem das Kommutativgesetz

aob=boa Va,beG
dann heifit G abelsch oder kommutativ.
Beispiel 3.2.2 Mit der Addition + ist
No={0,1,2,...}

ein kommutatives Monoid mit neutralem Element 0, jedoch keine
Gruppe, da es z.B. kein n € Ny gibt mit n+1=0.
Mit der Multiplikation - ist

N={1,2,..)

ein kommutatives Monoid mit neutralem Element 1, jedoch keine
Gruppe, da es z.B. keinn e N gibt mit n-2=1.
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Auf die axiomatische Definition der natiirlichen Zahlen wol-
len wir hier nicht weiter eingehen. Als Ubungsaufgabe informiere
man sich in Buch oder Suchmaschine der Wahl iiber die Peano-
Axiome.

Beispiel 3.2.3 Das gleichseitige Dreieck D hat 6 Symmetrien
(d.h. abstandserhaltende Abbildungen die D wieder auf sich selbst
abbilden): die Identitdt, zwei Drehungen (um 120° und 240°) und
3 Spiegelungen (an einer Geraden durch eine Ecke und eine Sei-
tenmitte). Diese Elemente wollen wir schematisch schreiben als:

ANy
A A L

Satz 3.2.4 Die Menge der Symmetrien Sym (D) von D ist mit
der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe.

Beweis. Komposition von Abbildungen ist nach Lemma 2.3.12
assoziativ. Das Neutrale ist id. Jedes Element hat ein Inverses

AYA
ALOALZM

(und genauso fiir die anderen beiden Spiegelungen).
Sind g1,¢2 € Sym (D) dann ist g o g, € Sym (D) (d.h. die

Verkniipfung ist wohldefiniert), denn
)

ALOA@

id
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und analog fiir die restlichen Paare g;,g>. m
Man bemerke, dass die Komposition von zwei Spiegelungen
also eine Drehung ergibt.

Bemerkung 3.2.5 Sym (D) ist nicht kommutativ, denn fiir die
umgekehrte Reihenfolge der Spiegelungen erhalten wir

ZRVINYA

Ubung 3.1 gibt eine Interpretation der Symmetrien von D als
bijektive Abbildungen {1,2,3} — {1,2,3} durch Nummerieren
der Eckpunkte des Dreiecks.

Definition 3.2.6 Ein kommutativer Ring mit 1 ist eine Men-
ge R zusammen mit zwei Verknipfungen

+:RxR— R, (a,b)—a+b

-:RxR— R, (a,b)—a-b

fir die gilt
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,

(R2) (R,-) ist ein abelsches Monoid mit neutralem Element 1,
und

(R3) die Verkniipfungen sind distributiv, d.h.

a-(b+c)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c
fur alle a,b,c e R.

Definition 3.2.7 Ein kommutativer Ring R mit 1 heifst Kor-
per, wenn R\ {0} eine Gruppe ist.

Es muss also jedes Element in R\ {0} beziiglich der Multipli-
kation ein Inverses besitzen.

Im Folgenden konstruieren wir die Menge Z der ganzen Zah-
len, und darauf Verkniipfungen + und - sodass Z ein kommutati-
ver Ring mit 1 wird. Danach konstruieren wir aus Z die Menge
der rationalen Zahlen Q und darauf Verkniipfugen + und -, so-
dass Q ein Korper wird.
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3.3 Konstruktion der ganzen Zahlen

Wir konstruieren Z als Menge von Aquivalenzklassen einer ge-
eigneten Aquivalenzrelation auf Ny x Ny:

Lemma 3.3.1 Auf Ny x Ny ist durch
(a,b) ~(c,d) <= a+d=b+c
eine Aquivalenzrelation gegeben.
Dies beweisen wir in Ubung 3.3.
Beispiel 3.3.2 FEs ist 2.B.

(4,0) ~ (5,1) ~ (6,2) ~ ...
(0,4) ~ (1,5) ~ (2,6) ~ ...

also

[(4,0)] =[(5,1)] =[(6,2)] = ...
[(0’4)] = [(175)] = [(2’6)] =

Definition 3.3.3 Die Menge der Aquivalenzklassen

7, = (No X No)/ ~
heifst Menge der ganzen Zahlen.

Satz 3.3.4 Mit den Verkniipfungen

[(CL?b)] + [(Ca d)] = [(CL+ c,b+ d)]
[(a,0)] [(c,d)]=[(a-c+b-d,a-d+b-c)]

wird 7. zu einem kommutativen Ring mit 1.

Beweis. Zunédchst muss man zeigen, dass + und - wohldefi-
niert sind, d.h. das Ergebnis unabhéngig von der Wahl des Re-
prasentanten (a,b) von [(a,b)] und (c¢,d) von [(c,d)] ist. Wir
zeigen dies hier fiir die Addition: Ist [(a,b)] = [(a’,0)] und
[(C’ d)] = [(C,’d,)L d.h.

a+b =d+bundc+d = +d
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dann gilt
a+c+b +d =d++b+d

d.h.
[(a+c,b+d)]=[(a"+ b +d)]

Weiter miissen wir geméaft Definition 3.2.6 zeigen, dass + und -
assoziativ, distributiv und kommutativ sind, neutrale Elemente
0 und 1 fiir + und - existieren, und jedes Element ein Inverses
bzgl. + hat. Zum Beispiel gilt fiir jedes [(a,b)] € Z dass

[(a,0)] +[(b,a)] = [(a+b,0+a)] = [(0,0)]

also hat [(a,b)] ein additiv Inverses.
Zu der Wohldefiniertheit der Multiplikation und den verblei-
benden Aussagen aus der Ringdefinition siche Ubung 3.3. m
Eventuell fallt es leichter, erst Aufgabe 3.2 zu losen, in der
die Uberpriifung der Ringeigenschaften sehr dhnlich funktioniert,
aber keine Aquivalenzrelationen vorkommen.

Beispiel 3.3.5 Die Wohldefiniertheit der Addition an einem Bei-
spiel: Unabhdngig davon, ob wir die Klasse [(4,0)] durch (4,0)
oder (5,1) reprasentieren, erhalten wir dieselbe Summe mit [(0,1)]

[(4,0)]+[(0,1)]=[(4,1)] = [(3“0)]
[(5,D]+[(0,D]=[(2)]= [(3,0)]

denn4+0=3+1und5+0=3+2.

Bemerkung 3.3.6 Durch Identifikation von n € Ny mit [(n,0)]
kénnen wir Ng als Teilmenge von 7Z auffassen.

Notation 3.3.7 Jedes Element von 7Z hat einen Reprdsentanten
der Form (a,0) oder (0,a). Wir schreiben kurz

[(a,0)]
[(0,a)]
[(0,0)]

a
-a
0
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Bemerkung 3.3.8 Die einfachste Maglichkeit, um im Compu-
ter auch negative Zahlen darzustellen ist ein zusdatzliches Vorzei-
chenbit. Dieses entscheidet, ob a € Ny fir [(a,0)] oder [(0,a)]
steht. Allerdings hat dann 0 = [(0,0)] zwei Darstellungen als
0 und -0. Um dies zu vermeiden, verwendet man in der Infor-
matik typischerweise das sogenannte Zweterkomplement. Hier
wird zu einer r-Bit-Zahl (a,_1,...,aq) ein weiteres Bit hinzuge-
figt, dem man den Wert =27 zuordnet. Mit diesem Verfahren hat
jede Zahl in {-27,...,0,...,2" — 1} eine eindeutige Darstellung.

Beispiel 3.3.9 In der Zweierkomplementdarstellung mit r = 7
schreibt sich die grofitmégliche positive Zahl 127 als

(0,1,1,1,1,1,1,1),
die 0 hat die Darstellung

(0,0,0,0,0,0,0,0),
-1 erhalten wir als

(1,1,1,1,1,1,1,1),

denn =28 +27+ . +21+1= -1 (siehe den Beweis von Satz 2.4.1),
und die kleinstmogliche negative Zahl —128 hat die Darstellung

(1,0,0,0,0,0,0,0).

Bemerkung 3.3.10 Explizite Formeln zur Bestimmung der Zwei-
erkomplementdarstellung: Nichtnegative Zahlen 0 <n < 2" schreibt
man
n=-v-2"+a,12"" + ...+ 2%y + qq
mit dem Vorzeichenbit v =0 und (a,_1, ..., a0) = ¢3,.(n).
Fiir negative Zahlen —2" <n <0 gult

n=-v-2"+a,12" '+ ...+ 2% +ao

mit dem Vorzeichenbit v =1 und (a,-1,...,a0) = ¢35 (-n —1).
Dabei bezeichnet

|0 fallsa=1
“= 1 fallsa=0

das Bit-Komplement.
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Bemerkung 3.3.11 Als Aquivalenzklasse wird 0 < n < 27 im
Zweierkomplement also reprasentiert durch

n=[(n,0)]
und —2" <n <0 durch
n=[(2"-n, 2")].
Bemerkung 3.3.12 Die Totalordnung > auf N induziert durch
[(a,0)]2[(c,d)] & a+d2b+c
eine Totalordnung auf 7Z.
Satz 3.3.13 Fliir alle n,m € 7Z gilt
n-m=0=>n=0 oderm=0

Einen Ring mit dieser Eigenschaft nennt man einen Integri-
tatsring oder nullteilerfres.

Beweis. Die Aussage gilt fiir alle n,m € N. Jedes Element von
Z ist von der Form [(a,0)] oder [(0,b)]. Fallunterscheidung:

[(a,0)]-[(c,0)] = [(a-¢,0)]
[(a,O)][(O,d)] [(O’ad)]
[(0,0)]-[(0,d)] = [(b-d,0)]

3.4 Konstruktion der rationalen Zahlen

Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, dass die Menge der gan-
zen Zahlen Z ein Ring ist. Insbesondere hat beziiglich der Ad-
dition jedes Element ein Inverses. Beziiglich der Multiplikation

gilt zwar
1-1=1 (-1)-(-1) =1,

alle anderen ganzen Zahlen haben jedoch kein Inverses: Jedes
n € Z besitzt eine eindeutige Primfaktorzerlegung

n=+1-pi"- ... pl

[(0,0)] @ a-c=0<a=0oder c=0
[(0,0)]«>a-d=0<a=0o0derd=0
[(0,0)] < b-d=0<b=0oder d=0
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mit Primzahlen p;. Ist also
n-m=1

mit n,m € Z, dann folgt n,m € {-1,1}. Durch Bilden von Brii-
chen konnen wir die rationalen Zahlen QQ konstruieren und damit
dieses Problem beheben, z.B. gilt

1
=1
2

Der Preis dafiir ist, dass es in Q keine Primfaktorisierung mehr
gibt. Sowohl Z als auch Q haben also ihre Existenzberechtigung.

Lemma 3.4.1 AufZ x (Z\{0}) ist durch
(a,b) ~ (¢,d) <= a-d=b-c
eine Aquivalenzrelation gegeben.

Beweis. Die Relation ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch.
Ebenso ist sie transitiv: Sei (a,b) ~ (¢,d) und (¢,d) ~ (e, f) also
a-d=b-cund c- f =e-d. Multiplikation mit f bzw. b liefert

a-d-f=b-c-f=b-e-d

also
(a-f-b-e)-d=0.

Wegen d + 0 gibt Lemma 3.3.13, dass
a-f=b-e.
]
Beispiel 3.4.2 FEs qgilt

(4,3) ~ (12,9)
(3,4) ~(9,12)
(0,1) ~(0,2)

also
[(4,3)]

[(3,4)]
[(0,1)]

[(12,9)]
[(9,12)]
[(0,2)].
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Definition 3.4.3 Die Menge der Aquivalenzklassen

Q= (Z = (z\{0}))/ ~
heifst Menge der rationalen Zahlen.

Satz 3.4.4 Mit den Verkniipfungen
[(a7 b)] + [(Ca d)] = [(ad +be, bd)]
[(a,0)]- [(c.d)] = [(ac,bd)]
wird Q zu einem Korper.

Beweis. Die Verkniipfungen sind wohldefiniert: Ist [(a,b)] =
[(a’,0")] und [(c,d)] = [(¢,d')], dann

ab’ = a’bund cd’ = 'd.
Dies impliziert, dass acb’d’ = a’c¢’bd und somit

[(ac,bd)] =[(a'c,b'd)],
also ist die Multiplikation wohldefiniert. Fiir die Addition siehe
Aufgabe 3.4.

Das neutrale Element fiir die Addition ist [(0,1)] und fiir die
Multiplikation [(1,1)]. Die Kommutativitét ist klar, Assoziati-
vitdt und Distributivitiit sind eine leichte Ubung (siehe Aufgabe
3.4).

Jedes [(a,b)] € Q besitzt ein additiv Inverses:

[(a,0)] +[(=a,b)] = [(0,5%)] = [(0,1)]
Das Inverse von [(a,b)] mit a # 0 beziiglich der Multiplikation
ist [(b,a)], denn
[(a,0)]-[(b,a)] = [(ab,ab)] = [(1,1)].
u

Notation 3.4.5 FElemente der rationalen Zahlen schreiben wir

kurz als Bruch a
g = [(CL, b)]

In dieser Notation sind dann Addition und Multiplikation

_ad+bc _ac

a.c
bd b d bd

a
-+
b

Ul o
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Bemerkung 3.4.6 Jede rationale Zahl ist von der Form 3 mit

beN, z.B.
2 -2
-3 3

Bemerkung 3.4.7 Die Totalordnung > auf Z induziert durch

% > 2 < ad > be
fiir b,d € N eine Totalordnung auf Q.
Zum Beispiel ist

da

Bemerkung 3.4.8 Im Computer werden rationale Zahlen § =

[(a,b)] durch ihren Reprisentanten (a,b) € Z x (Z\{0}) darge-
stellt.
Typischerweise kiirzt man den grdfsten gemeinsamen Teiler

von a und b

a c-ggl(a,b) c

b d-ggT(a,b) d
mit Hilfe des euklidischen Algorithmus, um Speicherplatz zu spa-
ren. Zum Beispiel kénnen wir in

1 1 16 4-4 4

6710 60 15-4 15
nach der Addition kiirzen.

In der Praxis ist es nicht immer sinnvoll, nach jeder arithme-
tischen Operation zu kiirzen, da die Bestimmung des ggT teuer
ist. Stattdessen entwickelt man fiir eine konkrete Situation eine
Heuristik, die entscheidet, wann gekiirzt werden soll (z.B. an-
hand der Bitgréfle von a und b).

3.5 Abzahlbarkeit

Sowohl N, Z als auch Q haben unendlich viele Elemente und
offenbar ist

NSZgQ.
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Aber hat Q wesentlich mehr Elemente als N, und fiihrt dies zu
Problemen in der Informatik? Diese Frage wollen wir im Folgen-
den prézisieren und beantworten.

Beispiel 3.5.1 Nehmen wir an, dass eine gegebene Aussage A(n)
fiir mindestens ein n € N korrekt ist, und wir wollen ein solches
n finden. Das Programm

n=1;

while not A(n) do
n=n+1;

od;

terminiert nach endlicher Zeit mit dem gesuchten n.

Ist zum Beispiel A(n) die Aussage n? > 8, dann terminiert
unser Programm mit n = 3.

Kénnen wir genauso fir eine Aussage A(q) mit g € Q vor-
gehen? Die Antwort ist ja, falls wir eine surjektive Abbildung
N - Q finden kénnen.

Definition 3.5.2 FEine Menge M heifit abzdahlbar, wenn es ei-
ne surjektive Abbildung o : N —>M gibt. Anderenfalls heifit M
tiberabzdhlbar.

Beispiel 3.5.3 Z ist abzdhlbar mit o : N — Z definiert durch

04(1)‘04(2)‘04(3)‘04(4)‘04(5)‘04(6)‘...
o | 1 [-1] 2 |-2]3].

Satz 3.5.4 Q st abzdhlbar.

Beweis. Sei a: N — Z wie in Beispiel 3.5.3. Die Abbildung
g: NxN - Q
(i,j) ~
ist surjektiv, da sich jede rationale Zahl mit einem Zahler aus

Z, und einem Nenner aus N darstellen lasst. Weiter erhalten wir
eine surjektive Abbildung v :N - N x N durch

(1) (3 ~(6) - (L1 21 61
7(2) 1(5) (1 (1,2) (2,2)

7(4) (1,3)
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Nach Aufgabe 2.12 ist auch [ o~ surjektiv. Diese Methode Q
abzuzdhlen heifit erstes Cantorsches Diagonalverfahren. =

Beispiel 3.5.5 Fliir die im Beweis von Satz 3.5./ konstruierte
Abbildung schreiben wir die Elemente von Q als

2
1

e RO wlo NIo IO
Wl N ==

ml ! Hl !

= =

und zdhlen diagonal ab

Beachte: Da rationale Zahlen in dem Schema mehrfach vorkom-
men, ist die Abbildung nicht injektiv.

Nun noch zu einem Beispiel einer iiberabzahlbaren Menge.
Dazu verwenden wir:

Satz 3.5.6 Sei M eine Menge. Es gibt keine surjektive Abbil-
dung M — 2M,

Beweis. Angenommen wir haben eine surjektive Abbildung ¢ :
M - 2M_ Wir betrachten

D:={meM|m¢e(m)}
D c M, also D € 2™ und ¢ ist nach Annahme surjektiv =
JaeM:p(a)=D
e Istae D=a¢p(a)=D ein Widerspruch.
e Ist a¢ D=y (a)=aeD ein Widerspruch.

[ |
In Ubungsaufgabe 3.6 zeigen wir die analoge Aussage fiir in-
jektive Abbildungen.
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Bemerkung 3.5.7 Fiir eine endliche Menge M folgt Satz 3.5.6
auch aus Satz 2.1.16: Mit vollstindiger Induktion sieht man leicht,
dass n < 2™ fiir alle n € Ng.

Aus Satz 3.5.6 folgt direkt mit M = N:

Corollar 3.5.8 Die Menge 2N aller Teilmengen von N ist iiber-
abzdihlbar.

In Ubung 3.7 zeigen wir, dass dagegen die Menge aller endli-
chen Teilmengen von N abzihlbar ist.

Sobald wir die Menge R der reellen Zahlen konstruiert haben,
werden wir beweisen, dass R iiberabzéihlbar ist.

3.6 Ubungsaufgaben

Ubung 3.1 Sei X eine endliche Menge mit n Elementen.

1) Wieviele bijektive Abbildungen X — X gibt es? Beweisen
Sie Ihre Behauptung.

2) Sei D ein gleichseitiges Dreieck mit den Ecken 1,2,3:
3

1 2
Geben Sie fiir alle bijektiven Abbildungen {1,2,3} - {1,2,3}

eine geometrische Interpretation als Symmetrie von D.
Ubung 3.2 Zeigen Sie, dass Z2? zusammen mit der Addition
und der Multiplikation

(a,b) + (c,d) = (a+c, b+d)
(a,b)-(c,d) = (ac—-bd, ad+ bc)
zu einem kommutativen Ring mit 1 wird. Dieser heifit Ring der

GaufSschen Zahlen Z[i].
Welche Elemente von Z[i] haben ein Inverses beziiglich der

Multiplikation?
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Ubung 3.3 Zeigen Sie:
1) Auf M =Ny x Ng ist durch
(a,b) ~(¢,d) <= a+d=b+c
eine Aquivalenzrelation gegeben.

2) Die Verkniipfungen Addition und Multiplikation

[(a,0)]+[(c,d)] = [(a+c,b+d)]
[(a,0)] [(c,d)] =[(a-c+b-d,a-d+b-c)]

auf Z = (Ng xNg) / ~ sind wohldefiniert, assoziativ, kom-
mutativ und distributiv.

Ubung 3.4 Auf M = Z x (Z\{0}) ist durch
(a,b) ~(¢,d) <= a-d=b-c

eine Aquivalenzrelation gegeben. Zeigen Sie, dass die Verkniip-
fungen Addition und Multiplikation

[(a,0)] + [(c,d)] = [(ad + bc,bd) ]
[(a,0)]-[(c,d)] = [(ac,bd)]

auf Q = M/ ~ wohldefiniert, assoziativ, kommutativ und distri-
butiv sind.

Ubung 3.5 Schreiben Sie ein Programm, das Q abzihlt.
Wie kénnen Sie das Programm modifizieren, dass es eine bi-
jektive Abbildung
N->Q

konstruiert.

Ubung 3.6 Sei M eine unendliche Menge. Zeigen Sie, dass es
keine injektive Abbildung 1 : 2™ — M gibt.

Ubung 3.7 Zeigen Sie: Die Menge aller endlichen Teilmengen
von N ist abzdihlbar.

Hinweis: Assoziteren Sie zu jeder endlichen Teilmenge eine
Bindrzahl.
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Kombinatorik

4.1 Ubersicht

In der Kombinatorik untersucht man endliche oder abzihlbar
unendliche Strukturen in der Mathematik.

Die abzéhlende Kombinatorik beschiftigt sich mit der Be-
stimmung der Anzahl der Elemente von endlichen Mengen. Eine
klassische Fragestellung ist: Wieviele Teilmengen hat eine endli-
che Menge M7 Diese Frage haben wir schon in Satz 2.1.16 beant-
wortet: Die Potenzmenge 2™ hat 2™ Elemente. Die abzihlende
Kombinatorik ist von zentraler Bedeutung fiir das Design und
die Analyse von Algorithmen in der Informatik. Um die Perfor-
mance oder den Speicherverbrauch eines Algorithmus (z.B. zur
Bestimmung von 2M) abzuschétzen, ist es etwa wichtig zu ver-
stehen, wieviele Schritte er benétigt, um das Ergebnis zu liefern.
Eine andere Anwendung liegt in der Stochastik. Zum Beispiel
ist (unter der Voraussetzung, dass alle Ergebnisse gleich wahr-
scheinlich sind) die Gewinnwahrscheinlichkeit beim Lotto

1

(49Y
(5)
wobei (469) die Anzahl der moglichen Ergebnisse bezeichnet.
Ein anderer Teilbereich der Kombinatorik ist die Graphen-
theorie. Graphen wie in Abbildung 1 sind eine der wichtigsten

Datenstrukturen in der Informatik. Sie bestehen aus Ecken und
Kanten (eventuell mit einer Lénge). In einem Graphen (etwa dem

60
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Schienennetz der Bahn) will man z.B. herausfinden, welcher Weg
der kiirzeste zwischen zwei gegebenen FEcken ist.

Viele weitere Teilbereiche der Kombinatorik, die wir hier nicht
ansprechen konnen, sind ebenfalls relevant fiir die Informatik, et-
wa Matroide und Designs.

4.2 Binomialkoeffizienten

Die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge haben
wir schon bestimmt. Aber wieviele Teilmengen mit einer vorge-
gebenen Anzahl k£ von Elementen gibt es?

Definition 4.2.1 Seien n,k € Ny. Wir bezeichnen mit (Z) die
Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Men-

ge.
Fiir k € Z negativ setzen wir (Z) =0.

Definition 4.2.2 Ist k € Ny und M eine Menge, dann schreiben
wir (]\]:[) fur die Menge der k-elementigen Teilmengen von M.

Zunéchst eine grundlegende Symmetrieeigenschaft von Bino-
mialkoeffizienten:

Proposition 4.2.3 FEs gilt (Z) = (nfk)

Beweis. Fiir k£ < 0 oder k > n sind beide Seiten 0. Anderenfalls
sei M eine n-elementige Menge M. Die Abbildung

a: (3) - (%)
U » MU

ist bijektiv:
e injektiv: Falls M\U; = M\U, fir U; ¢ M, dann Uy = Us.
o surjektiv: Sei Ve ([M). Es gilt a(M\V) = M\(M\V) = V.

|

Der Beweis sagt nichts anderes als, dass die Auswahl von k
Elementen aus n die verbleibenden n — k Elemente festlegt und
umgekehrt.
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Beispiel 4.2.4 Wir illustrieren den Beweis an einem Beispiel:
Die Abbildung

(-2

{1}~ {2,3}
{2} =~ {1,3}
{3t~ {1,2}

st bigektiv, also (i’) = (3)

Beispiel 4.2.5 Beim Lotto-Gliicksspiel werden aus einem Topf
von 49 nummerierten Kugeln 6 Kugeln gezogen. Da die Kugeln
unterscheidbar sind, ist die Menge der moglichen Lottoergebnisse

({1,..6,49}) (1125456},

und die Anzahl der méglichen Ergebnisse die Anzahl der 6-elementigen
Teilmengen einer 49-elementigen Menge, d.h.

(6)

Um diese Frage zu beantworten, leiten wir im Folgenden eine
geschlossene Formel fiir (Z) her.

Wie grofs ist diese Zahl?

Proposition 4.2.6 Fir alle n,m,k € Ny gilt

o)

Beweis. Sei M eine Menge mit |[M|=n+ 1. Die Menge

F:{(m,U)e]\/[x( M

k+1)|meU}

kénnen wir anschaulich interpretieren als die Menge aller (k+1)-
elementigen Teilmengen U c M, wobei ein m € U markiert wird.
Wir kénnen die Elemente von F' auf zwei Weisen abzéhlen:
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e Wiihle eine Teilmenge U ¢ M mit |U| = k+1 und wiihle ein
m € U aus. Dies zeigt, dass

A (2o

e Wihle m € M beliebig, wihle k£ Elemente aus M\{m}, und
bilde daraus die Menge U. Dies zeigt, dass

IF| = (n+1)(Z).

Beispiel 4.2.7 Wir illustrieren den Beweis an einem Beispiel:
Sein =3 und k =2. Wir konnen M ={1,2,3,4} annehmen. Im
Folgenden stellen wir die Elemente (m,U) € F dar als U mit
ewner Markierung m € U.

Wiahlen wir zundchst m € M und ergdnzen zu einer 3-elementigen
Teilmenge von M, so erhalten wir folgende Abzdhlung der Ele-
mente von F

m| 1 | 2 | 3 | 4
{1,2,3} [ {2,1,3} [ {3,1,2} | {4,1,2}
{1,2,4} | {2,1,4} | {3,1,4} | {4,1,3}
{1,3,4} | {2,3,4} | {3,2,4} | {4,2,3}

mit insgesamt 4 - (g) Elementen.

Wiéhlen wir zundchst eine 3-elementige Teilmenge U c M
und markieren dann ein Element m € U, bekommen wir folgende
Abzihlung der Elemente von F

U |{1,2,3} | {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4}
{1,2,3} | {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4}
{1,2,3} | {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4}
{1,2,3} | {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4}

mit insgesamt (g) -3 Elementen. Dies zeigt, dass

()-mn-()
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Corollar 4.2.8 Fir 0<k<n gilt
(n) ~ n!
k) kl(n-k)

nl=Ilik=1-2-...-n

wobes

n-Fakultat bezeichnet.

Beweis. Induktion nach k:

Induktionsanfang k = 0: (8) =1

Induktionsschritt: k£ —1 ~ k: Proposition 4.2.6 und die Indukti-
onsvoraussetzung geben

(Z):%(Z:i):%(kfg&;¥kﬂ:kﬂgﬁkﬂ'
|

Beispiel 4.2.9 Beim Lottospiel gibt es

= 13983816

(49)__49-48-47-46-45-44
6/  6-5-4-3-2-1

Moglichkeiten.

Die Binomialkoeffizienten lassen sich auch rekursiv berech-
nen. Dazu verwenden wir:

Proposition 4.2.10 (Vandermonde Identitit) Fir allen,m,k €

Ny gilt .
207)-(57)

Beweis. Seien A und B disjunkte Mengen mit |A| = n und
|B| = m. Die Anzahl der k-clementigen Teilmengen von Au B
ist (";m) Andererseits ist (?)( krf‘j) die Anzahl der k-elementigen
Teilmengen U c AUB mit [UnAl=j. =
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Beispiel 4.2.11 Wir illustrieren den Beweis an einem Beispiel:
Sei A ={1,2,3}, B=1{4,5} und k = 4. Die 4-elementigen Teil-
mengen von Au B sind

{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}.

Diese sortieren wir nach der Anzahl j der Elemente aus A: Fur
7 =1 erhalten wir

{1,2,3,4},{1,2,3,5}
und fir j =2
{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}
71=0,3,4 leisten keinen Beitrag. Dies zeigt, dass
(3)-()0)()G)
= + .
4 3/\1 2)\2
Corollar 4.2.12 FEs gilt
(i) =)+
k+1) \k) \k+1

Beweis. Proposition 4.2.10 gibt
n+1\ *l/n 1 n n
- = -1 - 1.
(k:+1) jz_(:)(j)(k+1—j) (k’) +(k:+1)
]

Siehe auch Ubung 4.1.

Bemerkung 4.2.13 Aus den Anfangswerten (8) =1 und (2) =0
fir k #0 erhalten wir alle anderen Binomialkoeffizienten mittels
der Rekursionsgleichung aus Corollar 4.2.12. In dem Pascal-
schen Dreieck



4. KOMBINATORIK 66

ist also jeder Eintrag (ausser den Anfangswerten) die Summe
der beiden iber ihm liegenden FEintrige (wobei wir Binomialko-
effizienten gleich O nicht schreiben):

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Beuspielsweise gilt

()02

Abschliefsend zeigen wir noch einen wichtigen Satz, der den
Binomialkoeffizienten ihren Namen gegeben hat. Dazu verwen-
den wir:

Definition und Satz 4.2.14 Der Polynomring K| X] dber ei-
nem Korper K in der Unbestimmten X ist die Menge aus 0 und
allen Ausdriicken (Polynome)

f=ap+a X'+ ... +a, X"

mit n € No, a; € K, a, #0. Wir nennen deg (f) :=n den Grad
von [ und setzen deg (0) = —oo.
Mit der Addition

(ao +a X+ +anX") + (bo +h X+ +mem)

max(n,m)
= Z (CLZ‘ + bl) Xl

1=0

(wobei wir a; =0 fiir i >n und b; =0 fir i >m setzen), und der
Multiplikation

(ao+ar X'+ ..+ @, X") (b + b1 X"+ ..+ b, X™)

=2 (Z@jbz’j)Xia

i=0 \j=0

wird K[ X] ein kommutativer Ring mit 1.
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Fiir den Beweis siehe Aufgabe 4.4.
Beispiel 4.2.15 In Q[X] gilt

(1+2X+X%) - (1+X)=(1+2X + X?) + (X +2X? + X3)
=1+3X?+3X + X3

Mit MAPLE kénnen wir diese Rechnung folgendermajen durch-
fiihren:

fr=(1+2%X+X"2) % (1+X) ;

(1+2X+X?)-(1+X)

expand (f);

1+3X +3X2%2+ X3

Summanden mit a; =0 in f = a9+ a; X' + ... + a,, X" schreibt
man {iblicherweise nicht. Ein Polynom der Form f = X" be-
zeichnen wir auch als Monom, f = a, X" als Term, und f =
amX™ + a, X" als Binom.

Bemerkung 4.2.16 In der Informatik stellt man ein Polynom
f=ap+a X'+ ... +a,X™ meist durch die Liste

(ag, ..., a,) € K™

seiner Koeffizienten a; dar (sogenannte dicht besetzte Dar-
stellung von Polynomen). Haben die betrachteten Polynome al-
lerdings nur wenige Koeffizienten a; # 0 ist es effizienter das
Polynom als die Menge von Tupeln

{(i,ai)|ai¢0}CN0XK

zu speichern (diimn besetzte Darstellung).
Beispielsweise wiirden wir das Polynom f =7+ 13- X0 dar-
stellen als

f=(7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,13)
oder als
f=1(0,7),(10,13)}.

Fiir die Implementierung der Polynomarithmetik siehe Auf-

gabe /.J.
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Bemerkung 4.2.17 Jedem Polynom
p=ag+ay X' +.. +a, X" e K[X]

st durch Einsetzen eines Werts x € K fiir die Variable X ein
Wert
p(z) =ag+azt + ... +a,a" e K

zugeordnet.
Durch Einsetzen kann somit zu jedem Polynom p € K[X]
eine Abbildung
K- K, z+~ p(x)

assoziiert werden.

Beispiel 4.2.18 Die durch das Polynom p = X? e R[ X ] gegebe-
ne Abbildung ist die Parabelfunktion

R - R, z+ 22
aus Abbildung 2.4.

Bemerkung 4.2.19 Fir alle p,q e K[X] und ce K gilt
(p-q)(c) =p(c)-q(c)

(p+a)(c) = p(c) +qlc).

Es ist also egal, ob wir erst einsetzen und dann FElemente
aus K multiplizieren/addieren, oder erst Polynome multiplizie-
ren/addieren und dann einsetzen. Fir den (leichten) Beweis sie-
he Aufgabe 4.5.

Man sagt dazu auch: Fir jedes c € K ist die Einsetzabbildung
K[X] - K, p~ p(c) ein Ringhomomorphismus.

Der Binomialsatz beschreibt, wie man Potenzen von Binomen
berechnet:

Satz 4.2.20 (Binomialsatz) Fir alle n € Ny gilt

n

(X+1)m =Y (Z)X’“

k=0
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Beweis. Ausmultiplizieren mit dem Distributivgesetz gibt

n

(X+1)--(X+1)= Y X

denn jeder Faktor (X + 1) auf der linken Seite tragt zu jedem
Summanden auf der rechten Seite mit X oder 1 bei. Wir num-
merieren die Faktoren von 1,...,n und interpretieren 7T als die
Menge der Faktoren die mit X beitragen und das Komplement
von T als die Menge der Faktoren die mit 1 beitragen.

Da es () Teilmengen T c {1,...,n} mit |T] = k gibt, folgt

D XT|:§:(”)X’“.
Tc{1,...,n} k=0 k

Beispiel 4.2.21 Fiir n = 2 interpretieren wir im Beweis von
Satz .2.20 die Menge T c {1,2} als

T {12 {1} | {2 | & |
Summand‘X-X‘X-l‘LX‘l-l‘

und erhalten

(X+1)?=X-X+X-1+1-X+1-1
=X2+2X +1

Beispiel 4.2.22 Satz /.2.20 gibt

(X+1)'=X+1

(X+1)?=X?+2X +1
(X+1)*=X?+3X%+3X +1

(X +1) = X1 +4X3+6X%+4X +1

(X +1)°= X% +5X*+10X3 +10X2 +5X + 1

mit den Binomialkoeffizienten aus Bemerkung 4.2.135.



4. KOMBINATORIK 70

Beispiel 4.2.23 Bei einer jihrlichen Verzinsung 0 < x < 1 des
Kapitals m, erhdlt man nach n Jahren von der Bank (hoffentlich)

m-(1+x)”:m~];(7;)x”.

Fir kleines x erhalten wir mit dem konstanten und linearen
Term der Binomialformel die Approximation

m-(1+z)"»m-(1+n-x).

In der Praxis bedeutet dies die Vernachldissigung von Zinseszin-
sen. Durch Hinzufiigen weiterer Terme ansteigender x-Potenz in
der Binomaialformel ldsst sich die Ndherung verbessern, etwa zu

n(n-1) ,
TI ).

Beispielsweise fiir v = 155 und n =3 wird

m-(1+z)"»m-(1+n-x+

1
1+—)=1. 1
(1+ 100) 03030

durch .
1+3-—=1.03
"2 700
bzw. )
1+3-—+3-——— =1.0303
100 10000
approximaiert.

Fiir den Beweis der Siebformel im folgenden Abschnitt zeigen
wir noch ein Corollar zum Binomialsatz:

Corollar 4.2.24 Fvir alle n € Ny gilt
L n
(—1)k( ):0.

Beweis. Sei f = (X +1)" und g = Y3, (})X*. Mit Bemer-
kung 4.2.19 ist f(-1) = (-1 +1)™ = 0. Andererseits ist g(-1) =
Yoo (Z)(—l)k Wegen Satz 4.2.20 gilt f = g also auch f(-1) =
g(-1). m

Beispiel 4.2.25 FEs gilt

(3)_(?)+(3)_(§)+(j)=1—4+6—4+1=0
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4.3 Siebformel

Bevor wir als Anwendung von Binomialkoeffizienten im néchsten
Abschnitt die Catalanzahlen diskutieren, leiten wir noch als eine
wichtige Folgerung aus Corollar 4.2.24 die Siebformel her. Fiir die
Vereinigung von zwei Mengen M, M, gilt die bekannte Formel

|M1 U M2| = |M1| + |M2| - |M1 N M2|

(siehe Ubung 2.3). Diese Beziehung bezeichnet man auch als das
Prinzip der Inklusion und Exklusion. Die Siebformel verallgemei-
nert diese Formel auf eine beliebige Anzahl n endlicher Mengen
My, ..., M,: Sie setzt die Anzahl der Elemente von M; u...u M,
mit der Anzahl der Elemente der Durchschnitte

My = ﬂ M;
i€l

fir alle T c {1,...,n} in Beziehung.

Satz 4.3.1 (Siebformel) Fir Mengen M, ..., M, gilt

Myu. oM, =Y (-1)F S My
k=1 |T|=k

Beispiel 4.3.2 Fiir drei Mengen erhalten wir

|My U My u Ms| = | M|+ [ M| + [ Ms]
- |M1 N M2| - |M1 n M3| - |M2 N M3|
+ |M1 n M2 n M3|

siehe auch Abbildung 4.1.

Nun zum Beweis von Satz 4.3.1:

Beweis. Sei x € M, u...u M,. Wir wollen zeigen, dass x zu der
rechten Seite genau mit 1 beitragt. Angenommen x liegt in genau
r der Mengen M;, ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
x € Min..n M,. Das soll heiffen, dass das folgende Argument
fiir alle anderen Moglichkeiten (z.B. z € Myn...n M,,1) genauso
anwendbar ist und dasselbe Ergebnis liefert. Man schreibt kurz
auch OE fiir ohne Einschréankung der Allgemeinheit.
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Abbildung 4.1: Siebformel fiir drei Mengen.

Dann wird z in ¥ p- |Mr| genau (;)-mal gezahlt, in jedem

Durchschnitt von k& der My, ..., M, genau 1-mal. Insgesamt triagt
z also zu der rechten Seite mit

a= Z(—l)k_l(r)
i1 k
bei. Da mit Corollar 4.2.24
s r
0= Glf():l—a

gilt,ista=1. m

Beispiel 4.3.3 Wir illustrieren den Beweis fiir n = 3: Sei 2.B.
r =2 also OF x € Myn My und x ¢ MynMynMs, siehe Abbildung
4.2. Es gibt folgende Mdglichkeiten fir Teilmengen T c {1,...,n}
mit x € Mrp:

k| (-1 | T mit x € My
1 1 {1}.{2}
2 -1 {1,2}
3 1

Somit tragt x zu der rechten Seite mit

o0 ()-()- ()

bei. Genauso geht man fiir r =1 bzw. r =3 vor und erhdlt

o ()-(0)+()
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Abbildung 4.2: Beitrag zur Siebformel fiir r = 2.

bzw.

(1+1+1)—(1+1+1)+1=(?)—(2)+(§):1.

Beispiel 4.3.4 Mit der Siebformel konnen wir die Anzahl der
Primzahlen < 40 bestimmen: In der Primfaktorisierung einer

Zahl n < 40 ist der kleinste Primfaktor p < 6 (also 2,3 oder
5), denn gilt n=p-q mit p<q, dann ist p> <p-q=n.
Sei T, die Menge der durch m teilbaren Zahlen <40, also

Tm={a-m|aeN mita-m<40}.

e[

wobei |q| die Abrundung von q, also die grofite ganze Zahl < q
bezeichnet. Fir ggT(my,mq) =1 haben wir

Somit ist

Ty 0 Ty = Tty oms

denn eine Zahl ist durch my und meo teilbar genau dann, wenn

sie durch kgV(mqy, my) = % = my - my teilbar ist. Somit
qilt
T20T3=T6 T20T5=T10 T30T5=T15

TQﬁT30T5:T30
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Die Siebformel liefert dann

|T2 @] T3 @] T5| = |T2| + |T3| + |T5|

—|Ts| = |Thol| = |T1s]

+|T30|
=(20+13+8)-(6+4+2)+1
=30

Somit gibt es genau 30 — 3 = 27 zusammengesetzte Zahlen < 40
(denn 2,3,5 €Ty uT3UTs sind prim), also genau

40-1-27=12

Primzahlen (denn 1 ist nicht prim).

In MAPLE erhalten wir diese Primzahlen wie folgt:
L:=[];
for 7 from 1 to 40 do

if isprime(j) then L:=[op(L),7];fi;

od:
L;
[2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37]

Bemerkung 4.3.5 Die MAPLE-Funktion tsprime ist ein pro-
babilistischer Primzahltest, d.h fir n € Z beweist das Ergeb-
nis isprime(n)=false, dass n echt zusammengesetzt ist. Ande-
rerseits bedeutet isprime(n)=true nur, dass n mit sehr hoher
Wahrscheinlichkeit eine Primzahl ist.

Es ist keine Zahl n bekannt, fir die isprime filschlicherwei-
se true liefert, und man vermutet, dass ein solches n mehrere
hundert Dezimalstellen haben muss.

4.4 Anwendung: Vollstandige Klamme-
rungen und Catalan-Zahlen

Im Folgenden diskutieren wir noch eine Anwendung von Bino-
mialkoeffizienten in der Informatik genauer. Nehmen wir an, wir
wollen im Computer 2-3-4 = 24 berechnen. Prozessoren kénnen
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stets in jedem Schritt nur eine arithmetische Operation ausfiih-
ren. Auch im Sinn der Mathematik ist die Addition und die Mul-
tiplikation in einem Ring eine Abbildung mit zwei Argumenten

+:RxR—- R
tRxR-R

Wir miissen den Ausdruck also so klammern, dass stets nur zwei
Zahlen verkniipft werden. Man spricht dann auch von einer voll-
standigen Klammerung. Da die Multiplikation in Z assoziativ
ist, spielt die Wahl der Klammerung fiir das Ergebnis keine Rolle:

(2-(3-4))=2-12=24=6-4=((2-3)-4).

Beinhaltet der Ausdruck sowohl Additionen als auch Multiplika-
tionen, dann ist die der Klammerung auch fiir seine syntaktische
Analyse im Computer wichtig, denn das Ergebnis hangt im All-
gemeinen von der Klammerung ab z.B.

((2-3)+4) #(2-(3+4)).

In unserem Beispiel 2-3-4 gibt es offenbar zwei Moglichkeiten
das Produkt zu klammern. Im Folgenden wollen wir beantworten
wieviele vollstandige Klammerungen es fiir ein Produkt

1o Ty
aus m Faktoren x; in einem Ring R gibt.

Beispiel 4.4.1 Fiir 4 Faktoren g¢ibt es folgende Klammerungen

(21 (22 (23 24)))
(21 ((z2-23) - 24))
((z1-22) - (w3-24))
((z1- (22 23)) - 24)
(((z1-22) - w3) - 74)

Definition 4.4.2 Fir n € Ny ist die Catalan-Zahl c,, die An-
zahl der vollstindigen Klammerungen eines Produkts xq-... 41
aus n+ 1 Faktoren.
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Offenbar gilt ¢ = 1, ¢; = 1 und wie gerade gesehen ist ¢y = 2
und c3 = 5. Uber die folgende Rekursionsgleichung kénnen wir
alle ¢,, berechnen:

Satz 4.4.3 FEs gilt co =1 und

n-1
Cp = Z Can_l_j
7=0
fiirn >1.

Beispiel 4.4.4 Nach dem Satz gilt also z.B.

Co = 1
ci=ch=1
Co = CoC1 + C1Co = 2
— 2 —
€3 =CoCo +C] +C2Cp =D
C4 = CoC3 + C1Co + CoC1 + Coc3 = 14
Wir zeigen nun Satz 4.4.3:

Beweis. Sei K,, die Menge der vollstiandig geklammerten Pro-
dukte aus n + 1 beliebigen Faktoren, also ¢, = |K,|. Dann ist

n-1
K; x Kn—l—' - Kn
J J
=0

(,q) =~ (p-q)

eine bijektive Abbildung, denn sie hat eine Umkehrabbildung:
Jedes Element von K,, (mit n + 1 Faktoren) lésst sich eindeutig
in die zwei Produkte p € K; (mit j + 1 Faktoren) und ¢ € K,_1_;
(mit n - j Faktoren) in der dufersten Klammer zerlegen.

Die Formel folgt dann, da die Vereinigung disjunkt ist, mit
Ubung 2.3. m

Beispiel 4.4.5 Wirillustrieren die Zerlegung im Beweis an Bei-
spiel 4.4.1:

(p-q) p q

(21 (22 (23-74))) | 71 (22 (23 74))
(71 ((22-73) - 74)) | 71 ((w2-23) - 24)
((21-22) (23-74)) | (71 72) (w3 24)
((v1- (22 23)) - wa) | (21 (2-73)) | T4
(((v1-22) - 23) - 74) | (71 72) Ly
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Man erhalt also
c3=b=1-2+1-1+2-1=cycy + 3+ cacp.

Konnen wir eine geschlossene Formel fiir die Catalan-Zahlen
herleiten? Zunéchst bemerken wir:

Satz 4.4.6 FEs gibt eine Bijektion zwischen der Menge der voll-
stindigen Klammerungen von xq - ... T, und der Menge der
kiirzesten, tiberhalb der Winkelhalbierenden verlaufenden Wege
in einem (n+1) x (n+1)-Gitter (Abbildung /.3).

AO 1 n-1 n
0

1

n-1

B

Abbildung 4.3: Kiirzeste Wege iiberhalb der Winkelhalbierenden
in einem quadratischen Gitter

Beweis. Offenbar ist durch folgende Vorschrift eine Abbildung
gegeben:

1) Streiche in der Klammerung die Symbole x; und die Klam-
mern (.

2) Durchlaufe die verbleibenden Symbole von links nach rechts
und gehe fiir jedes - in dem Gitter nach rechts und fiir jede
Klammer ) nach unten.
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Eine solche Abbildungsvorschrift bezeichnet man in der In-
formatik auch als einen Automaten.

Die Abbildung ist wohldefiniert, da wir jeder Klammer ) ei-
ne Multiplikation links davon zuordnen kénnen. Um zu zeigen,
dass die Abbildung bijektiv ist, konstruiere man als Ubung die
Umkehrabbildung. m

Beispiel 4.4.7 In Beispiel 4./4.1 ordnen wir zu

(v1- (w2 (23-14))) = 7)) =

(21 ((22-23) - 24)) = =)))

((@r-22) - (23-24)) = )-)) =

(w1 (29 23)) - wa) = =))) =

(((w1-22) - w3) - 24) = ))) =

Satz 4.4.8 Die Anzahl der tiberhalb der Winkelhalbierenden ver-
laufenden Wege in einem (m + 1) x (n + 1)-Gitter mit n > m ist

n+1—m(n+m)

n+1 m

Beweis. In Ubung 4.6 zeigen wir, dass die Anzahl gleich

() -0R) =0 ()

ist, wobei die Gleichheit mit Corollar 4.2.8 folgt. =
Corollar 4.4.9 FEs gilt

1 (Qn)
Cp =
n+l1\n
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Beweis. Folgt sofort aus Satz 4.4.6 und Satz 4.4.8 mit n=m. ®

Beispiel 4.4.10 In MAPLE kdénnen wir die Catalan-Zahlen cg,. ..

berechnen durch:
seq(binomial (2¥n,n)/(n+1),n=0..10);
1,1,2,5,14,42,132,429,1430, 4862, 16796

Erhalt man eine solche Folge c,, von Zahlen durch Experimen-
te, kann man in der Online Encyclopeadia of Integer Sequences
[12] tiberpriifen, welche kombinatorischen Interpretationen der
Folge bekannt sind. Diese Datenbank enthalt Beschreibungen
von iiber 200000 Folgen von ganzen Zahlen. Insbesondere fin-

det man dort noch viele weitere Interpretationen der Catalan-
Zahlen.

4.5 Abzahlen von Abbildungen

Viele wichtige Klassen von Objekten in der Informatik sind im
mathematischen Sinne Abbildungen. Das wichtigste Beispiel ist
eine Liste L = (Ly,...,L,) € M™ der Lange n mit Eintrdgen
L; € M, die wir auch als Abbildung

{1,...n} > M

auffassen konnen (in manchen Programmiersprachen beginnt die
Indizierung der Liste auch mit 0, d.h. wir betrachten Abbildun-
gen {0,...,n—-1} - M). Eine Matrix, oder in der Informatik ein
Array, ist eine Abbildung

{1,....om} x{1,...n} > M.
Die Eintrége werden also durch zwei Zahlen indiziert.
Beispiel 4.5.1 Sei M ={a,...,z}. Die Liste

(a,h,a)

;€10
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entspricht der Abbildung

{1,2,3} - M
l—>a
2+ h

3a

[i07)

wird durch die Abbildung
{1,2} x{1,2,3} > M

Das Array
b
e

dargestellt.

Die Frage nach der Anzahl solcher Listen oder Arrays iiber-
setzt sich also in die Frage nach der Anzahl der entsprechenden
Abbildungen. Diese Frage konnen wir allgemein beantworten:

Satz 4.5.2 Sind N und M endliche Mengen mit |[N| = n und
|M|=m, dann gibt es

mn

Abbildungen N — M.
Beweis. Sei f : N - M eine Abbildung und schreibe N =

{x1,...,x,}. Fur jedes f(z;) gibt es m Moglichkeiten, insgesamt
also

Abbildungen f. m
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Definition 4.5.3 Wir schreiben kurz MY fir die Menge aller
Abbildungen f: N — M.

Beispiel 4.5.4 Sei N = {1,2,3} und M = {a,b} dann sind alle
Abbildungen f : N - M, notiert als Listen (f(1),f(2), f(3)),
gegeben durch

(a,a,a), (a,a,b), (a,b,a), (b,a,a), (a,b,b), (b,a,b), (b,b,a), (b,b,b).

4.6 Anwendung: Worte

In Abschnitt 4.4 haben wir schon von endlichen Sequenzen aus
Symbolen - und ) gesprochen. Was ist das eigentlich im mathe-
matischen Sinne?

Definition 4.6.1 Sei A eine endliche Menge. Ein Wort mit n
Buchstaben tiber dem Alphabet A ist ein Element von A™. Wir
schreiben fir (ai,...,a,) € A® auch kurz

aq...Qy

Im Sinne der Informatik ist ein Wort also einfach eine endli-
che Liste.

Beispiel 4.6.2 Uber dem Alphabet A={a,...,z} schreiben wir
hallo = (h,a,l,1,0) € A°.

Beispiel 4.6.3 Eine 8-bit Zahl ist ein Wort in {0,1}5.

Chinesische Worte sind oft in {1,...,3000}2, d.h. sie haben
oft 2 Buchstaben allerdings in einem Alphabet von etwa 3000
Zeichen.

Bemerkung 4.6.4 Ein Wort (aq,...,a,) € A" kénnen wir auch
als die Abbildung
{1,...n} > A
1 a;
auffassen.

Damit ist auch klar, was das leere Wort sein soll. Es ist die
(eindeutige) Abbildung @ — A.
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Beispiel 4.6.5 Das Wort aha enspricht der Abbildung
{1,2,3} » {a, ..., 2}

l—a
2 h

3=a

Da Worte der Lange n in dem Alphabet A dasselbe wie Ab-
bildungen {1,...,n} - A sind, gilt mit Satz 4.5.2:

Satz 4.6.6 Die Anzahl der Worte der Linge n in einem Alpha-
bet A mit |A| =m Elementen ist

mn

Wir beschreiben noch jeweils eine zentrale Anwendung von
Worten in der Informatik und der Mathematik:

Bemerkung 4.6.7 In der Informatik spielen Worte eine wich-
tige Rolle in der Berechenbarkeitstheorie. Ein Automat nimmt
als Eingabe ein Wort (aq, ..., a,) € A" und liest die Buchstaben
von links nach rechts. Ausgehend von seinem Ausgangszustand
wechselt er in jedem Schritt i abhdngig von a; und seinem ak-
tuellen Zustand in einen neuen Zustand. Am FEnde priift er,
ob sein Endzustand in einer gegebenen Menge von zuldssigen
Endzustdanden ist.

Zum Beispiel kénnen wir einen Parkautomaten betrachten.
Sein Anfangszustand ist 0€, zuldssig ser nur der Endzustand
der exakten Parkgebiihr 3 €. Wir werfen 2 Miinzen ein, 1€ oder
2€. Zuldssig sind dann

Wort ‘ Zustandsfolge

(1€2€) | 0€1€3€

(2€,1€) | 0€2€3€
unzuldssig dagegen

Wort ‘ Zustandsfolge

(1€,1€) |0€,1€,2€
(2€,2€) | 0€,2€,4€

Von den 22 = 4 moglichen Worten sind also 2 zuldssig und 2
nicht.
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Wir skizzieren noch kurz eine wichtige Anwendung von Wor-
ten in der Mathematik:

Bemerkung 4.6.8 Sindw = ay...a, und v = by...b,, Worte, dann
definiert man die Verknipfung "Hintereinanderschreiben” durch

WOV =ay...a,01...0,,

Die Menge W aller Worte (beliebiger Linge) in dem Alphabet A
st zusammen mit o ein Monoid. Die Assoziativitdt ist klar und
das neutrale Element ist das leere Wort.

Fiigen wir zu dem Alphabet zusdtzliche Buchstaben a™' fiir
a € A mit der Rechenregel

hinzu, dann erhalten wir die freie Gruppe F erzeugt von A.
Bemerkung 4.6.9 Se:

A= {917 "'7gn}

eine endliche Menge und F die freie Gruppe erzeugt von A (mit
neutralem Element e). Seien 11, ...,rs Elemente von F und N der
kleinste Normalteiler von F, der ry,...,rs enthdlt. Dann heifst

<g17 -y 9n | rn=e€,..,7rs= 6) = F/N
die Gruppe mit Erzeugern g; und Relationen r;.

Beispiel 4.6.10 Durch
(919°=¢) > 2[5
g1

st ein Gruppenisomorphismus gegeben: Sei F' die freie Gruppe
erzeugt von g. Der Kern von

F—7/5
g1

ist offenbar die Untergruppe (g°) erzeugt von g°. Somit folgt die
Behauptung aus dem Homomorphiesatz.
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Beispiel 4.6.11 Sei Sym(D) die Symmetriegruppe des Dreiecks
(siehe Satz 3.2.4). Wie im vorangegangenen Beispiel kann man
zergen, dass

<91,92 | 9% =, g% =e, (9192)3 = 6) - Sym(D)

WAL
W&

4.7 Abzahlen von injektiven Abbildun-
gen

einen Gruppenisomorphismus definiert.

In Abschnitt 4.5 haben wir schon die Menge aller Abbildungen
N — M zwischen zwei endlichen Mengen abgezahlt. Wieviele der
Abbildungen sind injektiv, d.h. auf wieviele Weisen kann man N
als Teilmenge von M auffassen?

Satz 4.7.1 Sind N und M endliche Mengen mit |[N| = n und
|M|=m, dann gibt es

n-1

[1(m-1i)

i=0
injektive Abbildungen N — M.

Beweis. Sei f : N - M eine injektive Abbildung und schreibe
N =A{zy,...,x,}. Fir f(z1) gibt es m Moglichkeiten, fiir f(z5)
noch m -1, induktiv fir f(z;) noch m—1i+1 Mdoglichkeiten, falls
n<m.

Fiir n > m gibt es nach Satz 2.3.6 keine injektive Abbildung
N — M. Andererseits ist auch das Produkt gleich 0, denn der
Faktor fiir 2 = m + 1 verschwindet. m

Beispiel 4.7.2 Sei N ={1,2} und M = {a,b,c}. Dann sind die
injektiven Abbildungen f: N — M geschrieben als (f(1), f(2))

(a,b),(a,c),(b,a),(b,c),(c,a),(cb).
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Im Satz erhalten wir
2
[[(3-i+1)=3-2=6.
i=1

Fiir N ={1,2,3} und M = {a,b} gibt es keine injektive Abbildung
f:N = M und im Satz erhalten wir

3
[J2-i+1)=2-1-0=0.
i=1

Nach Corollar 2.3.9 kann es eine bijektive Abbildung zwi-
schen den endlichen Mengen N und M nur geben, wenn |N| =
|M|. In diesem Fall ist nach Aufgabe 2.5 injektiv, surjektiv und
bijektiv aquivalent. Somit folgt wegen

[[(n-i+1)=n-..-1=nl
i=1
aus Satz 4.7.1:

Corollar 4.7.3 Sind N und M endliche Mengen mit|N| = |M| =
n, dann gibt es
n!

bijektive Abbildungen N — M.

Bemerkung 4.7.4 Bijektive Abbildungen M — M bezeichnet
man auch als Permutationen. Die Menge der bijektiven Abbil-

dungen
S(M)={f: M- M bijektiv}

bildet mit der Komposition als Verkniipfung eine Gruppe, denn
die Komposition ist assoziativ (siehe Aufgabe 2.10) und die Kom-
position von zwei bijektiven Abbildungen ist wieder bijektiv (siehe
Aufgabe 2.12).

Speziell fir M ={1,...,n} heifst

S, = S({1,....,n})

die symmetrische Gruppe S,,. Elemente f € S, schreibt man

kurz als
1 - n
fz(f(l) f(n))
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Fassen wir f als Liste auf, ist die erste Zeile dabei eigentlich
{iberfliissig, wird aber traditionell der Ubersichtlichkeit halber
geschrieben. Dies ist besonders niitzlich bei der Verkniipfung von
Permutationen:

Beispiel 4.7.5 In der S3 gilt
1 2 3 . 12 3) (12
2 1 3 1 32) \2 3

112
233
321

)

denn

Beispiel 4.7.6 Die Symmetriegruppe des Dreiecks in Satz 3.2./
ist die Ss, da die Lage des Dreiecks durch die Lage der Eckpunkte
festgelegt ist. Als Permutationen der Ecken aufgefasst sind die
Elemente

. 123
id 12 3
3
/'\ 1 2 3
/o) 231
~_
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Analog dazu lasst sich jede Symmetrie des Quadrats durch
Nummerieren der Ecken als Element der Sy auffassen (siche Ab-
bildung 4.6). Jedoch ist nicht jedes Element der S, eine Symme-
trie des Quadrats (siehe Aufgabe 4.9).

4.8 Abzahlen von surjektiven Abbildun-
gen

Schliefslich zdhlen wir noch die surjektiven Abbildungen ab. Als
Anwendung werden wir im néchsten Abschnitt herleiten, wievie-
le Partitionen bzw. Aquivalenzrelationen es auf einer endlichen
Menge gibt.

Satz 4.8.1 Sind N und M endliche Mengen mit |[N| = n und
|M|=m, dann gibt es

> (-0('} Jom-ky

k=0 k

surjektive Abbildungen N — M.

Beweis. Ohne Einschrankung ist M = {1,...,m}. Fiir i € M sei
Ai={f:N->MlJi¢ f(N)}

die Menge der Abbildungen, die ¢ nicht treffen. Die Menge der
nicht surjektiven Abbildungen ist also A;u...uA,,. Mit der Sieb-
formel (Satz 4.3.1) erhalten wir also

m

A1 U UA, =D (1) Y Ay
k=1 |T]=k
wobei fir T c{1,...,m}
Ar =4
€T

die Menge der Abbildungen ist, die T" nicht treffen. Fiir festes k
gibt es (7,?) Wahlen fiir T'. Fiir jedes solche T gilt

|AT| = (m - k)nv
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denn fiir jedes f(x), x € N gibt es m — k Moglichkeiten in M\T.
Die Zahl der surjektiven Abbildungen ist dann die Anzahl
aller Abbildungen minus die Anzahl der nicht surjektiven, also

= S Jom k1
=S 0 ( Jom -y

Beispiel 4.8.2 Fir N ={1,2,3} und M = {a,b} sind die surjek-
tiven Abbildungen f: N — M, geschrieben als (f(1), f(2), f(3)),

(a,a,b), (a,b,a), (b,a,a), (a,b,b), (b,a,b), (b,b,a).

Dagegen sind (a,a,a) und (b,b,b) nicht surjektiv.
In dem Satz erhalten wir

]j;)(—l)k(,i)@—k)?’

2
23—(1)13+O:8—2:6

Dabei ist der k =0 Term die Anzahl aller Abbildungen und der
k=1 Term die Anzahl der Abbildungen, die genau ein Element
von M mnicht treffen.

Siehe auch Ubungsaufgabe 4.10.

4.9 Anwendung: Partitionen von Men-
gen und Aquivalenzrelationen
Um die Aquivalenzrelationen auf einer endlichen Menge N ab-

zuzéihlen, setzen wir diese zundchst mit den Partitionen von N
in Beziehung:

Definition 4.9.1 Eine Partition einer Menge N ist eine Men-
ge P={P,...,P,} von Teilmengen @ + P, c N sodass
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1) die P, paarweise disjunkt sind, d.h. P,n P; = & fiir alle
1%, und
2) N=Pu..UP,
Es ist auch gebrduchlich P durch den Ausdruck
N=Pu..uP,
darzustellen.
Beispiel 4.9.2 Fir N ={1,2,3} sind die Partitionen

{{1,2,3}}
{{1,2},{3}}
{{1,3},{2}}
{{2,3}, {1}}
{1}, {2}, {3}}

d.h.
N ={1,2,3}
N ={1,2}u{3)
N={1,3}u{2)
N=1{2,3}u{1}

N={1}u{2}u{3}

Beispiel 4.9.3 Die leere Menge N = & hat als Teilmenge nur &
also keine nichtleere Teilmenge. Somit ist P = @ die einzige Par-
tititon von N: Da P keine Elemente enthdlt, sind trivialerweise
alle Elemente + @ und paarweise disjunkt. Weiter gibt die leere
Vereinigung & = N.

Satz 4.9.4 Es gibt eine bijektive Abbildung zwischen der Menge
der Aquivalenzrelationen auf N und der Menge der Partitionen
von N.

Beweis. Jede Aquivalenzrelation auf der Menge N gibt eine Par-
tition von NV in die (nach Satz 2.5.4 disjunkten) Aquivalenzklas-
sen. Ist umgekehrt P = {Py,..., B,} eine Partition von N, dann
ist durch

x~y < 3imit {z,y} c P,
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eine eindeutige Aquivalenzrelation gegeben: Sie ist reflexiv, da
jedes x in einem P; liegt, die Symmetrie ist klar aus der Definiti-
on. Zur Transitivitat: Ist {z,y} c P, und {y, 2} c P;, dann muss
i = j sein (da die P, paarweise disjunkt sind und y € P, n P;)).
Somit erhalten wir {z, 2z} c {x,y,z} c P;. =

Beispiel 4.9.5 Die Partition
{{1.2},{3}}
entspricht der Aquivalenzrelation auf M = {1,2,3} definiert durch

1~1 2~2 1~2 2~1
3~3

oder als Relation R c M x M geschrieben
R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}.

Definition 4.9.6 Fir n,m € Ny sei die Stirlingzahl (zweiter
Art) S(n,m) die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen
Menge in m nichtleere Teilmengen. Man schreibt auch S(N,m)
fiir die Menge der Partitionen von N in m Teilmengen.

Die Anzahl aller Partitionen einer n-elementigen Menge ist

die Bellsche Zahl
Bn = Z S(?’l, m)
m=0

Beispiel 4.9.7 Gemdfs Beispiel 4.9.2 ist

5(3,0) =0
5(3,1) =1
5(3,2) =3
S(3,3) =1

und
B3=0+1+3+1=5

Aus Satz 4.9.4 folgt sofort:

Corollar 4.9.8 Die Anzahl aller Aquivalenzrelationen auf einer
n-elementigen Menge ist B,.
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Wie bestimmt man also die Stirlingzahlen S(n,m)? Zunéchst
handeln wir einige Randfille ab:

Satz 4.9.9 FEs gilt
1) 5(0,0) =1,
2) S(0,m) =0 firm>0,
3) S(n,0) =0 firn>0.
Beweis. Es gilt:

1) Die leere Menge hat genau 1 Partition (siehe Beispiel 4.9.3).

2) Die einzige Partition der leeren Menge hat 0 Elemente (sie-
he Beispiel 4.9.3).

3) Es gibt keine Moglichkeit eine nichtleere Menge in 0 Teil-
mengen zu partitionieren.

]
Ausgehend davon konnen wir alle verbleibenden Stirlingzah-
len rekursiv berechnen:

Satz 4.9.10 Fir alle n <m gilt
S(n,m)=0

und fir alle n >m gilt

S(n+1,m+1)= é(;‘)sw,m)

Beweis. Sie erste Aussage ist klar: Eine n-elementige Menge
kann nicht in m > n Teile partitioniert werden.

Zum Beweis der zweiten Aussage zéhlen wir die Partitionen
von N ={1,...,n+1} in m+1 Teilmengen ab. Dazu zdhlen wir fiir
jedes 0 < k < n die Partitionen, in denen genau k der Elemente
von N nicht in derselben Teilmenge wie n + 1 liegen. Eine solche
Partition P = {Pi,..., P,,.1} konnen wir wie folgt konstruieren:
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1) Wihle eine k-elementige Teilmenge M c {1,...,n}. Dafiir
gibt es (Z) Moglichkeiten.

2) Setze P = N\M. Dann ist n+ 1€ Pp,,1.
3) Partitioniere M in m Teilmengen
M=Pu..uP,.
Dafiir gibt es S(k, m) Moglichkeiten.
Jede dieser Wahlen liefert eine andere Partition
N=Pu..uP,uP,

von N und wir erhalten alle Partitionen auf diese Weise. Fir
festes k gibt es also

() st

Partitionen. Die Summe iiber alle k ist die Gesamtzahl aller
Partitionen. Summanden mit k& < m tragen nicht bei, da dann

S(k,m)=0. =

Beispiel 4.9.11 Wir illustrieren den Beweis an einem Beispiel.
Sei z.B. n+1 =4 und m+ 1 = 3, betrachte also Partitionen
von N = {1,2,3,4} in 3 Teilmengen. Der Beweis sortiert die
Partitionen nach der Zahl k der Elemente von N, die nicht in
derselben Menge wie 4 liegen. Fir M und damit P3 haben wir
folgende Mdoglichkeiten:

k 2 3
M| {23} {1,3} {1,2}]{1,23}

Hier ist k = 4 nicht moglich, da dann P3 keine Elemente mehr
hatte, und k < 2 nicht, da sich dann M nicht in m =2 Mengen
partitionieren lasst. Im Fall k = 2 existieren (g) =3 Wahlen fiir

M, mm Fuoll k=3 gibt es nur (3) =1 Moglichkeat.

Im Fall k =2 existieren S(2,2) =1 Partitionen von M in 2
Teilmengen, fir k=3 gibt es S(3,2) =3 solche Partitionen:

k 2

3
PPy | {21,430 {1),{3F {15,{2) | {1,2},{3) {1,3},{2} {2,3},{1}

P; 1,47 {247  {3,4 4]
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Insgesamt erhalten wir also die folgenden S(4,3) =6 Partitionen

k| 2 | 3
20435 {143 | 1L, 23,43}, {4}

P L) A3 4241 | {{L, 3,42}, {4}
L 425 340 | 280 {10, 140}

Beispiel 4.9.12 Mit Satz 4.9.10 kénnen wir durch rekursives
Anwenden der Formel beliebige Stirlingzahlen berechnen, z.B. er-
halten wir (entsprechend dem vorherigen Beispiel)

S(4,3) = (2) 15(2,2) + (g) .5(3,2)
=3.5(2,2) +1-5(3,2)

S(3,2) = (f) LS(1,1) + (;) .5(2,1)
=2.5(1,1) +1-5(2,1)

S(2,1) = ((1)) .5(0,0) + (1) .5(1,0)
= 1-5(0,0) +1-5(1,0)

ebenso S(2,2) = S(1,1) = 5(0,0) =1 (was aber auch direkt aus
der Definition klar ist). Somit ist (mit Satz 4.9.9)

5(2,1)=1+0=1
5(3,2)=2+1=3
5(4,3)=3+3=6

In dem MAPLE-Paket combinat ist die Berechnung der Stir-
lingzahlen implementiert in der Funktion stirling2:
with (combinat) ;
stirling2(0,0);
1
stirling2(4,3);
6

Aus Satz 4.9.10 erhalten wir auch eine Rekursionsformel fir
die Bellschen Zahlen (zum Beweis sieche Ubung 4.13):
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Corollar 4.9.13 Fiir die Bellschen Zahlen B,, gilt By =1 und

B =3 (1)B

k=0

fir alle n > 0.
Beispiel 4.9.14 FEs gilt

BlzBozl
BQZB()+B1=2
33:B0+231+B2=5

In MAPLE kénnen wir die Bellschen Zahlen folgendermafSen
berechnen:
with(combinat) ;
seq(bell(j),5=0..10);
1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975

Im Folgenden wollen wir noch effizientere Methoden zur Be-
rechnung der Stirlingzahlen entwickeln. Zunéchst eine Rekursi-
onsgleichung mit nur 2 Summanden (fiir den Beweis siche Ubung
4.11):

Satz 4.9.15 Fiir die Stirlingzahlen gilt
Sn+1,m+1)=Sn,m)+(m+1)-S(n,m+1)
fur alle n,m > 0.

Beispiel 4.9.16 Wir berechnen damit die Stirlingzahlen

$(3,0)=0

5(3,1)=5(2,1)=5(1,1) =1
$(3,2)=5(2,1)+2-5(2,2) =1+2-1=3
5(3,3) =5(2,2) = 5(1,1) =1

entsprechend den Partitionen in Beispiel /.9.2.
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Bemerkung 4.9.17 Ausgehend von der Formel

S(3,2) = 5(2,1)+2-5(2,2)
erhalten wir folgenden Algorithmus zum Aufzihlen aller Parti-
tionen von {1,2,3} in 2 Teilmengen:

e Bestimme alle Partitionen von {1,2} in 1 Menge

{{1,2}}
und fiige {3} hinzu:

{{1,2},{3}}

e Bestimme alle Partitionen von {1,2} in 2 Mengen

{13, {2}

und fiige 3 auf alle moglichen Weisen zu einem der Parti-
tionselemente hinzu:

{13}, {2}}
{1}, {2,3}}

Insgesamt erhalten wir:

{12}, (3}}
{1,3},{2}}
{1},{2,3}}

In Verallgemeinerung davon liefert der kombinatorische Be-
weis der Rekursionsgleichung in Satz 4.9.15 einen rekursiven
Algorithmus zur Bestimmung aller Partitionen einer endlichen
Menge N in m Teilmengen. Die Rekursion endet in einem der
Fdlle von Satz 4.9.9. Zur Implementierung siehe Aufgabe 4.12.

Abschliefsend beweisen wir noch eine geschlossene Formel fiir
die Stirlingzahlen, indem wir Partitionen mit surjektiven Ab-
bildungen in Beziehung setzen. Dazu leiten wir zunéchst eine
Formel fiir die Anzahl der geordneten Partitionen her:
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Nach unserer Definition gibt die Stirlingzahl S(n,m) die An-
zahl der Mdglichkeiten an, n unterscheidbare Geschenke auf m
Péackchen zu verteilen, wobei die Péackchen keiner individuellen
Person zugeordnet sind. Wir kénnen aber auch fragen, wieviele
Moglichkeiten es gibt, n unterscheidbare Geschenke auf m Per-
sonen zu verteilen. Dazu miissen wir { Py, ..., P, } nicht als Menge
sondern als Liste auffassen:

Definition 4.9.18 Fine geordnete Partition einer Menge N
ist eine Liste P = (P, ..., P,,) von Teilmengen P; ¢ N, sodass
{Py, ..., Py,} eine Partition von N ist.

Beispiel 4.9.19 Fir N ={a,b,c} und m =2 gibt es 3 Partitio-
nen

Ha,03{cty  {Ha,e), {0}y {{b,¢),{d}}

also Verteilungen der Geschenke a,b,c auf 2 Pdickchen.
Dagegegen existieren 6 geordnete Partitionen

({a,b},{c})  ({a,c},{by)  ({b,c}, {d})
({ey{a, b)) ({b){a,c})  ({d}, {b;c})

d.h. Verteilungen der Geschenke a,b,c auf 2 Personen.

Bemerkung 4.9.20 Aus jeder Partition { Py, ..., Py} kann man
genau m! verschiedene geordnete Partitionen bilden, ndmlich

(Pr@ys - Primy)

mit f € S,.

Satz 4.9.21 Es gibt

S

geordnete Partitionen (P, ..., By,) einer n-elementigen Menge in
m nichtleere Teilmengen.
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Beweis. Sei | N| = n. Jede surjektive Abbildung f: N — {1,...,m}
definiert eine geordnete Partition (P, ..., P,,) von N in die Men-

gen
Pi= 1 ({i}).
Die P, sind disjunkt: Wére a € P, n P; fiir i # j, dann f(a) =4
und f(a) = j, was der Abbildungseigenschaft widerspricht.
Umgekehrt definiert jede geordnete Partition (P, ..., B,,) eine
surjektive Abbildung f: N - {1,...,m} durch f(z) = fiir z € P,.
Weiter sind diese Zuweisungen zueinander invers, d.h. geben
eine Bijektion zwischen der Menge der surjektiven Abbildungen
und der Menge der geordneten Partitionen.
Nach Satz 4.8.1 ist die Anzahl der surjektiven Abbildungen
N - {1,...,m} gleich

é(—nk(z)(m— k)",

]
Mit Bemerkung 4.9.20 erhalten wir als Corollar zu Satz 4.9.21
die gesuchte geschlossene Formel fiir die Stirlingzahlen:

Corollar 4.9.22 FEs gilt
I & L n
S(nm) = 5 S Jom =

fur alle n,m € Ng.

Beispiel 4.9.23 Wir illustrieren den Beweis von Satz /.9.21 an
einem Beispiel: Die Partition

{{a, 0}, {c}}

von M ={a,b,c} in n =2 Teilmengen entspricht den geordneten

Partitionen
({a.b},{c})  ({c}.{a,b})

und diese den surjektiven Abbildungen

{a,b,c} - {1,2}

a1
b1

crH 2
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und

{a,b,c} - {1,2}
a2
b~ 2

cH 1

4.10 Partitionen von Zahlen

Im letzten Abschnitt haben wir Partitionen und geordnete Par-
titionen einer n-elementigen Menge N abgezahlt. Nach der Men-
gendefinition 2.1.1 sind die Elemente von N unterscheidbar. Bei-
spielsweise konnte N eine Menge von verschiedenen Geschenken
sein, die wir auf Packchen oder Leute verteilen wollen. Oft hat
man aber auch keine Idee, welche Geschenke man kaufen soll
und verschenkt Geld. Wieviele Moglichkeiten gibt es also, n Eu-
romiinzen auf m Péackchen oder Leute zu verteilen? Bei diesem
kombinatorischen Problem macht es keinen Sinn die einzelnen
Euromiinzen zu unterscheiden. Mathematisch iibersetzt sich die
Frage (im Péckchenfall) wie folgt:

Definition 4.10.1 Eine (Zahl)partition von n € Ny ist eine
Darstellung von n als Summe positiver ganzer Zahlen. Dabei se-
hen wir zwei Gleichungen

n=p1+..+pm

als dquivalent an, wenn sie durch das Kommutativgesetz ausein-
ander hervorgehen.

Wir bezeichnen mit P(n,m) die Anzahl aller Partitionen von
n in m Zahlen. Die Anzahl aller Partitionen von n ist

P(n) = iﬂP(n,m).

Beispiel 4.10.2 Die Gleichungen
4=1+3

und
4=3+1

reprasentieren dieselbe Partition von 4.
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Beispiel 4.10.3 Die Partitionen von n =4 sind

m | Partitionen

1 |4=4

2 |4=2+2
4=3+1

3 14=2+1+1

4 [4=1+1+1+1

Somit ist
m 001 2 3 4
P(4,m) |0 1 2 1 1
also

P(4) =5.

Bemerkung 4.10.4 Analog zum Mengenfall gilt
P(0,0)=1,
denn die leere Summe gibt 0. Ebenso ist

P(n,0) =0 firn>0
P(0,m) =0 firm>0.

Eine Berechnung von P(n,m) aus S(n,m) ist nicht ohne
Weiteres moglich. Wir wissen nur, dass stets

S(n,m) > P(n,m),
denn jede Mengenpartition
N=Pu..uP,
gibt eine Zahlpartition
IN|=|Pi|+ ...+ | Pl

Allerdings kénnen wir wie im Mengenfall eine Rekursionsglei-
chung fiir die P(n,m) angeben. Dazu bemerken wir zunéchst:
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Bemerkung 4.10.5 In einer Zahlpartition n = p1+...+p,, kann
man annehmen, dass die p; absteigend sortiert sind. Somit ent-
spricht eine Zahlpartition einer Liste (p1,...,pn) mit

n=p1+..+pm

und
N2pPp1...2pm>0.

Diese Liste konnen wir als Young-Diagramm der Form

[ ]

schreiben, wobei in der i-ten Zeile linksbindig p; Kdstchen ste-
hen.

Es ist also P(n,m) die Zahl der Young-Diagramme mit n
Kastchen und m Zeilen.

Beispiel 4.10.6 Die Partitionen von 4 als Young-Diagramm sind

1-4 1T

4=2+2

4=3+1 “
|

4=2+1+1 ||

4=1+1+1+1

Satz 4.10.7 Firn<m ist
P(n,m)=0
und fir allen >m >0 gilt

Pn+1,m+1)=P(n-m,m+1)+P(n,m).
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Beweis. Die erste Aussage ist klar. Sei Y (n,m) die Menge der
Young-Diagramme mit n Kastchen und m Zeilen. Wir konstru-
ieren eine bijektive Abbildung

f: Y(n+lm+1) - Y(n-mm+1)uY(n,m)
P > f(P)

durch folgende Abbildungsvorschrift: Sei P ein beliebiges Young-
Diagramm mit p; Késtchen in Zeile i. Es gibt zwei Moglichkeiten:

1) Sind alle p; > 2, so erhalten wir durch Streichen der ersten
Spalte in P ein Young-Diagramm f(P) €Y (n-m,m+1),
d.h. mit m + 1 Zeilen und n — m Késtchen (aus dem sich
das urspiingliche Diagramm durch Hinzufiigen der Spalte

wieder rekonstruieren lésst):

| |

>

2) Ist ppms1 = 1, so erhalten wir durch Streichen der letzten
Zeile in P ein Young-Diagramm f(P) € Y (n,m), d.h. mit
m Zeilen und n Késtchen (aus dem sich das urspiingliche
Diagramm durch Hinzufiigen des Kéastchens wieder rekon-
struieren lésst):
| |

—

Da P(n,m) = |Y (n,m)| folgt die Behauptung. m
Beispiel 4.10.8 Mit dem Satz erhalten wir

P(4,2) = P(22) + P@G1)
|

N L]
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mit der entsprechenden Korrespondenz von Young-Diagrammen.
Ebenso bekommen wir

P(2,2)=P(3,1)=1
(was aber auch direkt aus der Definition klar ist) und somit
P(4,2)=1+1=2.

Bemerkung 4.10.9 Der Beweis des Satzes gibt einen rekursi-
ven Algorithmus zur Bestimmung aller Partitionen von n in m
positive Summanden. Siehe dazu Aufgabe J.17.

Bemerkung 4.10.10 Auf einer Gruppe G ist durch g, ~ go
wenn Ih € G mit g1h = hgy eine Aquivalenzrelation gegeben. Die
Elemente g, und go heiffen dann kongugiert. Man kann zeigen,
dass fiir G = S, die Aquivalenzklassen (Konjugationsklassen)
in Bijektion mat den Partitionen von n stehen. Siehe dazu auch
die Ubungsaufgaben .19 und 4.20.

Wie im Mengenfall bleibt noch die Frage nach der Anzahl der
geordneten Partitionen von n € N. Fiir Zahlen ist die Antwort
wesentlich einfacher. Allerdings besteht keine einfache Beziehung
zu P(n,m), denn Permutation der Summanden kann dieselbe
geordnete Partition liefern (z.B. fir 4 = 2 + 2).

Definition 4.10.11 Eine geordnete (Zahl)partition von n €
Ny ist eine Liste P = (p1, ..., pm) € N™ sodass

n=p1+..+pm.
Es ist also p; > 1. In Ubung 4.18 zeigen wir:

Satz 4.10.12 Fir n,m eN gibt es genau

(o)
m-1
geordnete Partitionen von n in m Zahlen.

Daraus folgt mit Ubung 4.1:
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Corollar 4.10.13 FEine Zahl n € N hat genau 2" geordnete
Partitionen.

Beispiel 4.10.14 Fiir n =4 haben wir

Partitionen geordnete Partitionen m (;:L__ll)
4=4 (4) 1 1
4=1+3 (1,3), (3,1) 2 3
4=2+2 (2,2)

4=1+1+2 (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1) | 3
4=1+1+1+1](1,1,1,1) 4 1

es gibt also insgesamt
2*=8

geordnete Partitionen von 4.

Was passiert, wenn wir auch p; = 0 zulassen, d.h. wir verteilen
n€ auf m Personen, wobei manche auch leer ausgehen diirfen?

Satz 4.10.15 Fir n,m eN gibt es genau
(n +m - 1)
m—1

Listen (p1, ..., pm) € NJ* mit

N=p1+..+pm.
Beweis. Jede Darstellung

n=pi+..+pm
mit p; > 0 gibt eine Darstellung

n+m=(p1+1)+..+(pm+1)

und umgekehrt. Wir haben also eine bijektive Abbildung
{Partitionen von n in m mit 0} - {Partitionen von n +m in m}

Somit folgt die Behauptung aus Satz 4.10.12. m
Diese Listen nennen wir geordnete Zahlpartitionen von n in
m mit 0.
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Beispiel 4.10.16 Wir illustrieren den Beweis fir n = 4 und

m=2:

Partitionen von | Partitionen von
nmm mit0 n+minm
4=4+0 6=5+1
4=3+1 6=4+2
4=2+2 6=3+3
4=1+3 6=2+4
4=0+4 6=1+5

Es gibt also

(%7)-()-

Darstellungen von 4 als geordnete Summe von 2 nichtnegativen
Zahlen.

4.11 Multimengen

In vielen Anwendungen wollen wir in einer Menge mehrfache
Elemente zulassen. Beispielsweise wiirden wir die (ungeordnete)
Zahlpartition

4=1+1+2

gerne als eine Menge auffassen, in der 1 zweimal und 2 einmal
vorkommt. Der Mengenbegriff erlaubt allerdings keine mehrfa-
chen Elemente, da alle Elemente einer Menge nach Definition
unterscheidbar sind. Dies ist auch richtig so, denn wir kénnen
solche Multimengen problemlos mit dem herkémmlichen Men-
genbegriff modellieren:

Definition 4.11.1 Fine Multimenge M ist eine Abbildung a :
M — Ny. Man sagt, dass m € M ein a(m)-faches Element von
M ist.

Fiir |M| < oo ist die Anzahl der Elemente von M definiert als

(M= 3. a(m).

meM

Notation 4.11.2 Ist M = {my,...,m,}, dann schreiben wir

M ={Imy,...omy, oM,y |}

a(my) a(my)
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Beispiel 4.11.3 Die Multimenge {x,y,z} - No, v~ 2, y — 1,
z = 3 hat also die Kurzschreibweise

M =A{|z,z,y,2,2, 2|}

Dabei konnen wir die Elemente beliebig sortieren, z.B. ist {x,y, z}
{y,x,z}, also auch

M=A{ly,x,x, 2,2, 2|}

Jede Menge M kann man auf natirliche Weise als Multimen-
ge mit a(m) =1 fir alle m € M auffassen.

Multimengen verhalten sich also genau wie gewohnliche Men-
gen, nur diirfen Elemente auch mehrfach vorkommen.

Beispiel 4.11.4 Multimengen treten bei der Primfaktorisierung
von ganzen Zahlen auf. Beispielsweise kénnen wir die Faktori-
sierung

84=2%.3.7

darstellen als die Multimenge
{12,2,3,7|}.

Beispiel 4.11.5 Ebenso kann man natirlich auch fir andere
Ringe vorgehen, in denen es eine sinnvolle Primfaktorisierung
gibt, 2.B. fiir den Polynomring K[X]: Die Faktorisierung

f=X3-6X?+9X =X (X -3)?
lasst sich darstellen als die Multimenge
{IX, X-3, X-3|}.

Entsprechend bilden auch die Nullstellen von f keine Menge,
sondern eine Multimenge

{l0, 3, 3[}
denn 3 st ein 2-fache Nullstelle von f.

Die Kombinatorik von Multimengen kénnen wir mit Hilfe des
Satzes liber geordnete Zahlpartitionen mit 0 beschreiben:
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Satz 4.11.6 Fir |M|=m gibt es
(n +m - 1)
m-1
Multimengen mit n Elementen aus M.

Beweis. Jede Liste (p1, ..., pm) € N§* mit py+...+p,, = n entspricht
einer Multimenge

M=A{| 1,1, e Ty ooy T}
—_——— N —
p1 Pm

mit n = | M| Elementen und umgekehrt. Somit folgt die Behaup-
tung aus Satz 4.10.15. =

Beispiel 4.11.7 Wir illustrieren den Beweis firn =4 und M =
{z,y}:

n=p+py | M

4=4+0 {|lz, z, z, x|}

4=3+1 {|lz,z,z,y|}

4=2+2 {lz,z,y,y|}

4=1+3 | {|lz,y,9,y[}

4=0+4 | {ly,y,y,yl}
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4.12 Systematik im kombinatorischen Zoo

Viele der bisher behandelten praktischen kombinatorischen Fra-
gestellungen lassen sich in das Zédhlen von Abbildungen oder
Aquivalenzklassen von Abbildungen iibersetzen. Damit kann man
(einem Teil des) umfangreichen Zoos von Abzéhlproblemen ei-
ne Systematik geben. Es gibt 16 = 4 - 4 naheliegende Moglich-
keiten: Wir konnen beliebige, injektive, surjektive oder bijekti-
ve Abbildungen N - M zwischen endlichen Mengen M und N
zéhlen. Weiter konnen wir das Zahlproblem bis auf Permutation
von N oder/und von M betrachten. Im Wesentlichen haben wir
schon alle diese Méoglichkeiten kennengelernt (z.B. unterscheid-
bare oder ununterscheidbare Geschenke verteilt auf Péckchen
oder Leute).

In Definition 4.5.3 wurde schon die Notation M¥ fiir die Men-
ge aller Abbildungen f: N — M einfiihrt.

Definition 4.12.1 Gegeben Mengen M und N, schreiben wir

Inj(M™N) = {f e MN| f injektiv}
Surj(M™) = {f e MV | f surjektiv}
Bij(MN) = {f e MN | f bijektiv}

fir die Menge der injektiven, surjektiven bzw. bijektiven Abbil-
dungen.

Als leichte Ubung zeigt man:
Proposition 4.12.2 Auf MV sind durch

frge3reS(M) mittof=g
frg<3pueS(N) mit fou=g
frge3ueS(N) undTeS(M) mit Tofou=g

Aquivalenzrelationen gegeben.

Diese Aquivalenzrelationen kann man auf Inj( M), Surj(MY)
und Bij(M") einschrianken.
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Beispiel 4.12.3 Nach Beispiel 4.8.2 gibt es folgende surjektive
Abbildungen f: N - M von N ={1,2,3} nach M = {a,b}, wobei
wir wie bei Permutationen

f_( 12 3 )
S\ @) @) FB3)

schreiben:

—_—
Q=
N

[SENOL > W

\—/

—_—
ISE

QN > DN
QW

N —

—_
o
[SE V]
QW

v

—
S
SN

es ist also

|Surj(M™)| =6.

Die Abbildungen entsprechen den Maéglichkeiten 3 Geschenke auf
2 Personen zu verteilen.

Beispiel 4.12.4 Wir haben
1 2 3 1
a a b a
1 2 3 B 1
a b b ” b

denn es 1st

123_1230123
a a b)] \a b a 1 3 2

und analog fiir die anderen Aquivalenzen. Somit gilt

QN >N
W 2 W
v
2l
—_—_—
S = =
SN QN

)

N —
2l
—_

‘Surj(MN)/ :‘ =2.
Die beiden Aquivalenzklassen entsprechen den beiden geordneten

Zahlpartitionen

3=3+1
3=1+2

d.h. wir verteilen 3 € auf zwei Personen (Person a bekommt 2€
und Person b bekommt 1€, und umgekehrt).
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Beispiel 4.12.5 Wir haben 3 Aquivalenzklassen

1 23) (123
a a b] \'b b a
123 (123
a b al \b a b
123y (123
a b b)) \'b a a

denn es ist

1 23\ [ab . 1 2 3
a ab)] \b a b b a
und analog fiir die anderen Aquivalenzen. Somit gilt
‘Surj(MN)/ z‘ =3.

Die drei Aquivalenzklassen entsprechen den (ungeordneten) Men-
genpartitionen

(1,2,3) = {1,2} U {3}
{1,2,3} = {1,3} U {2}
(1,2,3} = {2,3} u {1},

d.h. wir verteilen 3 Geschenke auf 2 Pdckchen.

Beispiel 4.12.6 Modulo ~ sind alle 6 Abbildungen dquivalent

) (22 (2
D)

‘Surj(MN)/ w‘ =1.
Die einzige Aquivalenzklasse entspricht der (ungeordneten) Zahl-
partition

SN R QN
LN RN
SN RS

es ist also

3=2+1,

d.h. wir verteilen 3 € auf zwei Pdckchen.
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In Verallgemeinerung davon gilt:

110

Satz 4.12.7 Seien N und M Mengen, n = |N| und m = |M|. Die
Mengen A von beliebigen, injektiven, surjektiven bzw. bijektiven
Abbildungen N — M und deren Mengen von Aquivalenzklassen
Al =, Al ~ und A/ »~ lassen sich wie folgt interpretieren:

A A Al = Al ~ Al »
Worte Multimengen
oder Part.
oder _ Zahlpart.
N _ geordnete von N in _
M ziehe n aus m , von n in m
. .. Zahlpart. maximal Lo
mat Zuricklegen . mit p; >0
mit Reihenfolge von n in m m Mengen
mit p; >0
‘ Lotto, d.h.
Ziehe n aus m zz’oehz,n s m 1 Element |1 Element
Inj(M™N) |ohne Zuriicklegen ohne Zuriicklegen fallsn<m | fallsm<m
mit Reihenfolge ohne Reihenfolge sonst & sonst &
geordnete
Surj(MN) geordnete Part. Zahlpart. Part. f;tglza;;. m
) von N inm von m in m von N inm .
. mit p; > 1
mit p; > 1
Permutationen 1 Element 1 Element |1 Element
Bij(M™N) | fallsn=m falls n=m fallsn=m |fallsn=m
sonst & sonst & sonst & sonst &

Damit gelten die folgenden Formeln fiir ihre Anzahl von Elemen-

ten:
A 4] A/ 7] A/ ] A/ =]
MN mn mmet) > S(n,k) |P(n+m,m)
k=0
nol 1 firn<m|l firn<m
Inj(MN -1 m
j( ) g(m ) (") 0 sonst 0 sonst
Surj(MN) m!-S(n,m) (:;:11) S(n,m) P(n,m)
Bij (M) m!  firn=ml|l firn=m|l firn=m|l firn=m
0 sonst 0 sonst 0 sonst 0 sonst

Beweis. Ohne Einschrankung ist N = {1,...,n} und M = {1,...,m}.
Wir behandeln die 16 Falle spaltenweise:
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1) Ohne Aquivalenzrelation:

(a) Abbildungen: Interpretation und Anzahl folgt aus Be-
merkung 4.6.4 und Satz 4.6.6.

(b) Injektive Abbildungen: Der Beweis von Satz 4.7.1 gibt
die Interpretation und die Formel.

(¢) Surjektive Abbildungen: Satz 4.8.1 und Satz 4.9.21.
(d) Bijektive Abbildungen: Corollar 4.7.3.

2) Modulo ~ (Permutation von N):

(a) Abbildungen: Durch eine Abbildung f: N - M er-
halten wir eine disjunkte Vereinigung

N=U f({m})

meM

wobei |f~1(m)| > 0. Durch Permutation von N kénnen
wir annehmen, dass

S ={1,2,....p1}
FE2Y) = {p1+1,...,p2}

fﬁl({m}) = {pm—l + 17pm—1 + 27 7pm}

Somit gibt die Klasse von f modulo ~ eine eindeutige
geordnete Summe

n=p1+..+pm

mit p; > 0. Nach Satz 4.11.6 gibt es (”;":1) solche
Tupel (p17 apm)

(b) Injektive Abbildungen: Modulo = ist jede injektive
Abbildung durch ihr Bild festgelegt. Um dieses auszu-
wéhlen haben wir (7;) Méglichkeiten (Definition 4.2.1).

(¢) Surjektive Abbildungen: Wie 2(a), jedoch ist fiir sur-
jektives f jedes p; > 1. Somit erhalten wir eine geord-
nete Zahlpartition. Nach Satz 4.10.12 ist die Anzahl

solcher Partitionen (:;_11)
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(d) Bijektive Abbildungen: Durch Permutation von N kon-
nen wir erreichen, dass f (2) =1 Vi. Alle Abbildungen
f liegen also in derselben Aquivalenzklasse.

3) Modulo ~ (Permutation von M ):

(a) Abbildungen: Jedes f: N - M liefert eine (ungeord-
nete) Partition

N=U f({m})

mef(N)

in k= |f(N)| Teilmengen, wobei f und g dieselbe
Partition liefern genau dann wenn f ~ g. Die Elemen-
te von MV | ~ entsprechen also genau den Partitionen
von N in k Teilmengen fiir k£ = 0,...,m. Nach Defi-
nition 4.9.6 gibt es fiir festes k& genau S(n, k) solche
Partitionen, insgesamt also

iS(n, k).
k=0

(b) Injektive Abbildungen: Nach Satz 2.3.6 gibt es eine
injektive Abbildung f : N - M nur wenn n < m.
Durch Permutation von M kénnen wir erreichen, dass
f(i) =1 fiir alle i € N. Alle solchen Abbildungen liegen
also in derselben Aquivalenzklasse.

(c) Surjektive Abbildungen: Corollar 4.9.22.
(d) Bijektive Abbildungen: Folgt aus 3(c), da jede bijek-
tive Abbildung auch injektiv ist.
4) Modulo ~ (Permutation von N und M):

(c) Surjektive Abbildungen: Wie 2(¢), nur erhalten wir
durch zuséatzliche Permutation von M eine ungeord-
nete Zahlpartition. Nach Satz 4.10.1 gibt es P(n,m)
solche Partitionen.

(a) Abbildungen: Folgt aus 4(c), da jede Gleichung

n=p1+..+pm
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mit p; > 0 einer Gleichung
n+m=(pr+1)+..+(pm+1)
entspricht.
(b) Injektive Abbildungen: Folgt aus 3(b), da
f=g= [~y
(d) Bijektive Abbildungen: Folgt aus 3(d), da

f2~g=[=g.

4.13 Ubungsaufgaben

Ubung 4.1 Zeigen Sie fiir alle n € Ny:

Ubung 4.2 In einem amerikanischen Stadtplan mit n+1 Ave-
nues und m+1 Streets (siehe Abbildung /.4 ) wollen wir von Punkt
A nach Punkt B gehen. Wieviele kiirzeste Wege gibt es?

Beweisen Sie die Formel mit vollstindiger Induktion nach
n+m.

Ubung 4.3 Sei K ein Korper und ¢ € K. Zeigen Sie, dass fir
alle Polynome p,q e K[X] gilt

(p-q)(c)=p(c)-q(c)  (p+q)(c)=p(c)+q(c).

Ubung 4.4 1) Sei K ein Kérper. Zeigen Sie, dass die Men-
ge der Polynome K[X] zusammen mit der in Definition
und Satz /.2.1/ definierten Addition und Multiplikation ein
kommutativer Ring mit 1 ist.
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AO 1 n-1 n
0

1

B
Abbildung 4.4: Wieviele kiirzeste Wege gibt es von A nach B.

2) Implementieren Sie Addition und Multiplikation fir die dicht
besetzte Darstellung von Polynomen f = ag+a; X'+ ... +
a, X" € Q[z] als Liste (aq,...,a,) mit a, #0.

Ubung 4.5 1) Bestimmen Sie mit Hilfe der Siebformel die
Anzahl der ganzen Zahlen 1 <n < 1000000, die durch 2,3,5
oder 7 teilbar sind.

2) Schreiben Sie ein Programm, das fir gegebenes N mittels
Division mit Rest die Anzahl aller durch 2,3,5 oder 7 teil-
baren Zahlen 1 <n < N bestimmt. Uberprifen Sie Ihr Er-
gebnis aus 1).

Hinweis: Sie kénnen die MAPLE-Funktion irem verwen-
den.

Ubung 4.6 1) Der FEintrittspreis fur ein Kino sei 10€. Die
Kinokasse wurde gerade geleert und es warten noch 6 Leu-
te, 2 davon haben genau einen 20€ Schein und 4 genau
einen 10€ Schein. Wieviele Mdglichkeiten gibt es, eine
Warteschlange zu bilden, sodass der Kassierer stets genti-
gend Wechselgeld hat?

2) In einem Stadtplan mit n + 1 Avenues und m + 1 Streets
(siehe Abbildung 4.5) wollen wir von Punkt A nach Punkt
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B gehen. In dem Gebiet unterhalb der Winkelhalbierenden
treiben Straflengangs thr Unwesen (Punkte auf der Win-
kelhalbierenden sind also noch sicher). Zeigen Sie, dass es

fiirn >m genau
(n+m) (n+m)
n n+1

sichere kiirzeste Wege von A nach B gibt.

AO 1 n-1 n
0

1

B

Abbildung 4.5: Kiirzeste Wege oberhalb der Winkelhalbierenden.

Ubung 4.7 1) Ein zerstreuter Professor hat 4 verschiedene
Briefe geschrieben, zugeklebt, aber micht adressiert. Nun
schreibt er zufillig die 4 Adressaten auf die Umschldge.
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass keiner der Emp-
fanger den fiir ihn bestimmten Brief bekommt?

2) Bestimmen Sie die Anzahl aller fizpunktfreien Permutatio-
nen einer n-elementigen Menge, d.h. die Anzahl der bijek-
tiven Abbildungen f:{1,...n} - {1,...,n} mit

flx)+x  firallexe{l,..,n}.

Hinweis: Siebformel.
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Ubung 4.8 FirneN sei
p(n)={reZ|l<r<n, ggT(r,n)=1}|
die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen. Sei weiter
T(n)={peN|p prim und p teilt n}
die Menge der Primteiler von n.

1) Zeigen Sie mit Hilfe der Siebformel, dass fir alle n gilt

1
p(n)=n [] (1—1—?)

peT’(n)

2) Erstellen Sie einen Plot von ¢ : N — Z, n — ¢ (n) fir
n=1,..2000.

Bemerkung: Die Eulersche Phi-Funktion ¢ spielt eine wich-
tige Rolle im RSA Public-Key-Kryptosystem.

Ubung 4.9 Welche Elemente der Sy lassen sich als Symmetrien
des Quadrats (Abbildung 4.6) interpretieren?

4 3

1 2

Abbildung 4.6: Quadrat mit Nummerierung der Ecken.

Ubung 4.10 Bei einem Wiirfelspiel wird der Wiirfel 7-mal ge-
worfen und man gewinnt, wenn dabei alle Zahlen 1,...,6 minde-
stens einmal auftreten.

1) Wie grof8 ist die Gewinnwahrscheinlichkeit?
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2) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis anhand einer Stichprobe von
100000 Durchliufen des Spiels.

Hinweis: Sie dirfen dazu den Computer verwenden. Die
MAPLE-Funktion rand(n) () liefert eine Zufallszahl aus
der Menge {0,...,n—1}.

Ubung 4.11 1) Ein zerstreuter Professor will 5 verschiedene
Geschenke auf 3 Pdckchen verteilen. Die Pdckchen sehen
von auflen alle gleich aus. Nachdem er alle Méglichkeiten
durchprobiert und aufgeschrieben hat, stellt er fest, dass
er eines der Geschenke vergessen hat (er hat also nur 4
Geschenke auf 3 Pdackchen verteilt). Wie kann er seinen
Fehler korrigieren, ohne nochmals komplett von vorne an-
zufangen?

2) Zeigen Sie, dass fir die Stirlingzahlen gilt
S(n+1l,m+1)=S(n,m)+(m+1)-S(n,m+1)
fir alle n,m > 0.
3) Bestimmen Sie S(5,3).

Ubung 4.12 Implementieren Sie ein rekursives Verfahren zur
Bestimmung aller Partitionen einer n-elementigen Menge in m
Teile.

Hinweis: Verwenden Sie den kombinatorischen Beweis der
Formel aus Aufgabe 4.11.2.

Ubung 4.13 1) Bestimmen Sie alle Aquivalenzrelationen auf
der Menge M ={1,2,3,4}.

2) Zeigen Sie, dass fiir die Bellschen Zahlen B, gilt By = 1

und
"(n
Bua=(1)B

k=0
fiir alle n > 0.

3) Berechnen Sie By.
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Ubung 4.14 1) Bestimmen Sie alle reflexiven Relationen R c
M x M auf M ={1,2}.

2) Zeigen Sie, dass es auf einer n-elementigen Menge M ge-
nau 271 reflexive Relationen gibt.

Ubung 4.15 Sei M eine Menge mit n Elementen. Wieviele To-
talordnungen gibt es auf M ¢

Ubung 4.16 1) In einem Spiel zeichnet man in einem Drei-
eck auf jeder Kante zufillig einen Pfeil im oder gegen den
Uhrzeigersinn oder keinen Pfeil (durch Wiirfeln mit einem
dreiseitigen Wiirfel). Der Spieler verliert, wenn die Figur
mindestens zwei Pfeile enthdlt und alle Pfeile in dieselbe
Richtung zeigen, z.B.

3 3

gewonnen: verloren:
1 2 1 2

Wie hoch ist die Gewinnwahrscheinlichkeit?

2) Bestimmen Sie alle Halbordnungen auf {1,2,3}. Welche
sind Totalordnungen?

Ubung 4.17 1) Entwickeln Sie einen rekursiven Algorithmus,
der fir n,m € Ny alle Zahlpartitionen von n in m positive
Summanden bestimmt.

Hinweis: Verwenden Sie den Beweis von Satz 4.10.7.

2) Berechnen Sie damit alle Partitionen von 6 in 3 Summan-
den.

3) Implementieren Sie Ihren Algorithmus.

Ubung 4.18 Zeigen Sie, dass es fiir n,m e N genau

[ -3)

geordnete Zahlpartitionen von n in m positive Summanden gibt.
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2

Abbildung 4.7: Tetraeder mit Nummerierung der Ecken

Ubung 4.19 Durch Nummerieren der Ecken kénnen wir die
Symmetriegruppe des Tetraeders (Abbildung 4.7) mit der Sy iden-
tifizieren.

1) Fir festes f € Sy seien zwei Ecken a und b dquivalent,
wenn man durch mehrfaches Anwenden von f die Ecke a
auf die Ecke b abbilden kann. Zeigen Sie, dass dadurch eine
Aquivalenzrelation ~ auf {1,...,4} definiert ist.

2) Bestimmen Sie fiir jedes f € Sy die Partition von {1,...,4}
in Aquivalenzklassen und die entsprechende Zahlpartition
p(f) von 4.

Ubung 4.20 Zwei Elemente f,g € Sy seien dquivalent wenn
p(f) = p(g). Bestimmen Sie die Aquivalenzklassen und geben
Sie fiir jede Klasse eine geometrische Interpretation.



5

Folgen

5.1 Ubersicht

Zur Motivation des Folgen- und Konvergenzbegriffs diskutieren
wir kurz drei wichtige Anwendungen aus der Praxis, auf die wir
spater noch genauer eingehen werden:

5.1.1 Laufzeitabschitzungen

Wie grofs ist der Rechenaufwand fiir die Schulbuchmultiplikation
von zwei Binédrzahlen a,b der Bitlange n und wie verhélt sich
dieser fiir grofses n? Zur Multiplikation der n = 4-Bit-Zahlen a =
(0,1,0,1) =5 und b=(0,1,1,1) = 7 berechnen wir z.B.

0 0 0 0
01 0 1
01 0 1

01 0 1

01 00 0 11

also a-b=(0,1,0,0,0,1,1) = 35. Die Rechnung benétigt allgemein
maximal
ln=2n(n-1)

Bitadditionen, denn man muss maximal (n — 1)-mal zu a die
Zahl a versetzt addieren. Dazu bendtigen wir jeweils n Bitaddi-
tionen plus maximal n weitere Bitadditionen fiir den Ubertrag.
Es gibt iibrigens wesentlich schnellere Multiplikationsverfahren

120
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(z.B. den Karatsuba-Algorithmus oder den Schonhage-Strassen-
Algorithmus). Was heifst aber schneller?

Die Laufzeit [, eines Algorithmus lésst sich oft nicht exakt
bestimmen, sondern nur nach oben abschétzen. In der Praxis ist
héufig auch die genaue Laufzeit nicht relevant, sondern nur deren
Verhalten fiir grofse n. Um die Laufzeit eines Algorithmus grob
einzuteilen, verwendet man die Landau-Notation. Beispiels-
weise sagt man, dass die Laufzeit [, eines Algorithmus in O(h,,)
ist, wenn [,, nicht schneller als h,, fiir grofses n steigt. Fiir [, in
O(n) sprechen wir von einer linearen Laufzeit, fiir [, in O(n?)
von einer quadratischen, allgemeiner fiir [, in O(n*) mit k € N
von einer polynomialen und fiir /,, in O(exp(n)) von einer ex-
ponentiellen Laufzeit. Als grobe Einteilung, ist ein Algorithmus
mit polynomialer Laufzeit schnell, ein Algorithmus mit exponen-
tieller (aber nicht polynomialer) Laufzeit dagegen langsam.

Wie kénnen wir nun fiir zwei Folgen von Zahlen [, und h,,
die Formulierung

[,, steigt nicht schneller als h,,

mathematisch prézise fassen? Eine in der Praxis hinreichend ge-
naue Klassifikation erhalten wir, wenn wir fordern, dass

L

b,
sich fiir grofse n einer Konstanten anndhert. Die Laufzeit der
Bindrmultiplikation ist zum Beispiel in O(n?), denn

In 2n2—2n_2 2
n2  n: n
nahert sich fiir grofses n der Konstanten 2 an, da % dann beliebig
klein wird. Fiir diesen Grenzwertprozess schreiben wir auch
[
lim —n2 =2.
n—-oo n,
Man sagt: Die Folge 1% konvergiert gegen 2. Das Hauptziel dieses
Abschnitts ist es, mathematisch exakte Verfahren zur Untersu-
chung solcher Grenzwertprozesse zu entwickeln.
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5.1.2 Stetigkeit von Funktionen

Auch bei der Untersuchung von Funktionen werden Folgen eine
wichtige Rolle spielen. Fiir eine Folge x, > 0 mit lim,,_, . z, =0,
erhalten wir fiir f(z) =2 den Grenzwert

Jim f () = 00
fiir eine Folge z,, < 0 aber

lim f(,) = ~oo
siehe dazu Abbildung 2.7. Mit diesem Verfahren kann man al-
3-

-3 2 -1 0] 1 2 3
,
)
15

Abbildung 5.1: Untersuchung von Stetigkeit mittels Folgen

so feststellen, ob kleine Anderungen von z auch nur zu kleinen

Anderungen des Funktionswerts f(x) fithren. Die Eigenschaft
limz,=r = lim f(z,)=f(x)

bezeichnet man als Stetigkeit von f in z. Die Hyperbel ist also

nicht stetig in x = 0. Man kann zeigen, dass sie stetig ist in allen

x #0.
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5.1.3 Konstruktion der reellen Zahlen

Warum benoétigen wir die reellen Zahlen iiberhaupt und was sind
sie? Betrachten wir ein Quadrat mit Seitenlénge 1 wie in Abbil-
dung 5.2. Welche Léange d hat die Diagonale? Nach dem Satz von

1

Abbildung 5.2: Diagonale im Quadrat.

Pythagoras gilt
d?=12+1%2=2,

also

d=2.

In Satz 1.2.4 haben wir gezeigt, dass /2 ¢ Q. Allerdings lisst sich
V2 als unendlicher Dezimalbruch schreiben. In MAPLE kiénnen
wir eine beliebige grofse, aber endliche, Anzahl n von Nachkom-
mastellen dieses Dezimalbruchs berechnen, z.B. fiir n = 50:
evalf (sqrt(2),50);
1.4142135623730950488016887242096980785696718753769
Ist a, eine Dezimalbruchnéherung von v/2 mit n Nachkom-
mastellen, dann kénnen wir den unendlichen Dezimalbruch /2
darstellen als die Folge von Dezimalbriichen (ag, ay, ...), also

apg=1
a;=14
a, =141
az =1.414

ay =1.4142

Wir werden auch einen Algorithmus kennenlernen, der diese Fol-
ge explizit berechnet.
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Die Idee ist also, statt rationale Zahlen solche unendlichen
Dezimalbriiche zu verwenden. Unendliche Dezimalbriiche de-
finieren wir als Folgen (ag,aq, ...) von Dezimalbriichen

An = So . S189...8p, - 10F

=50-10F+51-10F 1+ ... +5,-10F" e Q

in denen die ersten n+1 Stellen von a,, und a,,,; Uibereinstimmen.
Ein solche Darstellung des Dezimalbruchs a,, bezeichnet man in
der Informatik auch als FlieRkommazahl (floating point num-
ber) mit n + 1 Stellen (siche dazu Ubungsaufgabe 5.4). Auch
jede rationale Zahl lédsst sich mittels der Schulbuchdivision als
unendlicher Dezimalbruch schreiben, z.B.

2 : 3 = 0.66...
20
-18
20
also 5
— =0.666...
3

Siehe dazu auch Ubung 5.9.

Bei diesem Zahlbegriff gibt es allerdings noch ein kleines Pro-
blem: Verschiedene unendliche Dezimalbriiche kénnen dieselbe
Zahl darstellen, z.B.

1.000... = 0.999...
denn die Dezimalbruchfolgen

ap =1

b,=9-10"+...+9-10™"
konvergieren in Q und haben denselben Grenzwert

lim a,, =1 = lim b,

n—oo n—oo

Wir missen deshalb zwei unendliche Dezimalbriiche identifizie-
ren, wenn ihre Differenz gegen 0 konvergiert, d.h.

R = {unendliche Dezimalbriiche}/ ~
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mit der Aquivalenzrelation
(ag,ai,...) ~ (bo, by, ...) <= lim (a, - b,) = 0.

Wir werden zeigen, dass jedes c € R mit ¢ > 0 eine eindeutige
Quadratwurzel \/c € R mit \/c > 0 besitzt.

5.2 Folgen

Definition 5.2.1 Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine
Abbildung

N—-M

ne a,
Wir schreiben fir die Folge kurz (an)nen oder (ay).
Eine Folge kann man also als eine unendliche Liste

(a17 a2, 0as3, )

von Elementen von M auffassen.

Wie bei Listen in vielen Programmiersprachen ist es oft niitz-
lich, die Indizierung bei 0 zu beginnen. Deshalb bezeichnen wir
auch eine Abbildung

N0—>M

ne a,
als Folge und schreiben (ay,)nen,-

Beispiel 5.2.2 Die konstante Folge a, = ¢ (Abbildung 5.3)
gibt die Liste (c,c,c,...).

Die Folge a, = 2 (Abbildung 5.4) beginnt mit (2,1,%,...).

Die Folge a,, =2 - % (Abbildung 5.5) aus der Laufzeitanalyse
der Bindrmultiplikation startet mit (0,1, %, )

Die Folge a,, = (-1)™ (Abbildung 5.6) konnen wir als die un-
endliche alternierende Liste (-1,1,-1,...) auffassen.

In MAPLE ldsst sich beispielsweise ein Plot von a, = 2 —
erzeugen mit:
with(plots);
A:=[seq([n, 2-2/n], n=1..10)];

pointplot(4);

3o
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Abbildung 5.3: Konstante Folge a,, =1

Abbildung 5.4: Folge a, = 2

Die wichtigste Frage ist natiirlich, ob fiir eine gegebene Folge
(ay,) tiberhaupt ein Grenzwert lim,,_,, a, existiert. Beispielsweise
nimmt a, = (-1)" alternierend den Wert 1 bzw. —1 an, néhert
sich also offenbar keiner einzigen Zahl an. Zur Klarung dieser
Frage fithren wir im Folgenden den Begriff der Konvergenz ein.

5.3 Konvergenz

Fiir einen formalen Konvergenzbegriff bendtigen wir einen Ab-
standsbegriff, denn wir wollen sagen, dass fiir n grofs genug der
Abstand von a,, und einem Grenzwert a beliebig klein wird. Dazu
verwenden wir den Absolutbetrag, den wir in jedem angeordne-
ten Korper haben:

Definition 5.3.1 Ein angeordneter Korper ist ein Korper K
mit einer Totalordnung <, die vertrdglich mit Addition und Mul-
tiplikation ist, d.h. fir alle a,b,ce K gilt

1) Ista<b, danna+c<b+c

2) Ist0<a und 0<b, dann 0<a-b
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1 .

0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 10
Abbildung 5.5: Folge a, =2 -2

2

l* e ° ° ° °

0/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Abbildung 5.6: Folge a,, = (-1)»

Wir schreiben ¢ > b wenn b < a. Aullerdem schreibt man a < b
wenn a < b und a # b (und analog fir >).

Beispiel 5.3.2 Mit der in Bemerkung 5.4.7 definierten Total-
ordnung ist Q ein angeordneter Kérper, z.B.
1 1 4 3
372 32
Auch der Korper R der reellen Zahlen ist angeordnet. Darauf
werden wir noch genauer zurickkommen.

Bemerkung 5.3.3 Ist K ein angeordneter Korper und a € K,
dann gilt
a’>0.

Fiir a > 0 folgt dies direkt mit Punkt (2) von Definition 5.3.1.
Fiir a <0 ist —a > 0 mit Punkt (1), also mit Punkt (2) wieder
a?=(-1)2>0.
Insbesondere gilt
1>0.
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Dies impliziert, dass die Abbildung 7. — K, k — k-1 injektiv ist.
Jeder angeordnete Korper enthdlt also 7 und somit auch Q.

Definition 5.3.4 Sei K ein angeordneter Korper. Die Betrags-
funktion K - K ist definiert durch

2] = xr  firz>0
| -z firz<0

Die Basis fiir den Beweis fast aller Konvergenzaussagen ist
die Dreiecksungleichung:

Proposition 5.3.5 (Dreiecksungleichung) Sei K ein ange-
ordneter Korper. Es gilt

la +b| < |a| + |b]
fur alle a,be K.

Beweis. Nach der Definition des Absolutbetrags ist a < |a| und
—a < |al, ebenso fiir b, also

a+b<|al+ b

und

—(a+b)=-a-b<|a| +b|

also |a +b| < |a|+1b]. m

Definition 5.3.6 Sei K ein angeordneter Korper. Eine Folge
(a,) in K heiffit konvergent gegen den Grenzwert a € K, wenn
es zu jedem € € K mit € >0 ein N € N gibt mit

la, —a| < e fir allen> N.

Ist (a,) konvergent gegen ein a € K, so bezeichnet man (a,) auch
einfach als konvergent, anderenfalls als divergent.

Bemerkung 5.3.7 Die Definition konnen wir uns als Spiel vor-
stellen:

1) Spieler A gibt ein beliebiges € > 0 wvor.
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2) Spieler B muss dann ein N finden, sodass der Abstand von
an zu a kleiner ist als €, und auch alle weiteren Folgeglieder
innerhalb dieses Abstands bleiben.

Die Folge (a,,) ist konvergent gegen a, wenn Spieler B immer
gewinnt.

Definition und Satz 5.3.8 Sei K ein angeordneter Korper. Der
Grenzwert a einer konvergenten Folge (a,) ist eindeutig. Wir
schreiben lim,,_,« a, == a fir den Grenzwert.

Beweis. Angenommen a und b sind Grenzwerte von (a,) mit
a#b. Dann gilt |a - b| # 0. Zu € := 3 |a — b > 0 gibt es also N7 und
N2 mit

la, — a| < e fiir alle n > Ny

und
la, — b| < e fiir alle n > Ns.

Somit folgt fiir alle n > max{Ny, Ny} mit der Dreiecksunglei-
chung (Proposition 5.3.5), dass

2
|a—b|§|an—a|+|an—b|<25=§|a—b|,

ein Widerspruch. m
Das Verhalten einer konvergenten Folge lasst sich also fiir
sehr grofte n durch ihren Grenzwert beschreiben.

Beispiel 5.3.9 Die konstante Folge a,, = ¢ konvergiert gegen c,
denn |a, —c| =0 fir alle n.

Bemerkung 5.3.10 Eine Folge (a,) in Q ist konvergent gegen
a€Q, wenn es zu jedem m e N ein N € N gibt mit

1
la, —a| < — fir allen>N
m

Beweis. Fiir ¢ = 5 € Q mit z,y > 0 gilt % < % wenn xm > y.

Zu jedem e kénnen wir also ein m finden mit % < e. Umgekehrt
1

kann man auch zu jedem m ein ¢ finden mit € < %, etwa € = —.
|
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Beispiel 5.3.11 In K =Q gilt

1
lim — =0
n—»oo n,
denn fiir jedes m € N st
1 1 1
|an—a|:‘——0 =—<— firalen>N
n n o m

wenn wir N :==m + 1 wahlen.
In der Interpretation als Spiel aus Bemerkung 5.3.7 gibt Spie-

ler A 2.B. den Abstand € = % = 1—12 vor. Spieler B gewinnt dann

z.B. mit der Antwort N = 13. Aber auch jede Zahl N > 13 wdre
eine valide Antwort.

Beispiel 5.3.12 Die Folge a,, = (-1)" konvergiert nicht.

Beweis. Wire (a,) konvergent, dann gébe es ein N und einen
Grenzwert a € Q mit

la, —a| <1 fiir alle n > N
und somit gilt mit der Dreiecksungleichung (Proposition 5.3.5)
2= |ans1 — ap| < |ap —al+|a, —a|<1+1=2

ein Widerspruch. m

Es gibt aber auch Folgen (a,), die zwar nicht konvergieren,
aber fiir die wir zumindest noch eine Aussage iiber ihr Verhalten
fiir grofse n machen kénnen:

Definition 5.3.13 Sei K ein angeordneter Kérper. Gibt es zu
jedem e € K ein N € N mat

a, > ¢ fir alle n> N
dann heifit (a,) bestimmt divergent gegen oo und wir schreiben
L = 0.
Gibt es zu jedem € € K ein N € N mit
a, <€ fir alle n> N

dann heif$t (a,) bestimmt divergent gegen —oo und wir schreiben

lim a,, = —o0.

n—00
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11,
104

9

07713 A s e 7 8 9 10 m

Abbildung 5.7: Folge a, =n

Siehe dazu auch Ubung 5.8.

Beispiel 5.3.14 lim,, .., n = oo, siehe Abbildung 5.7. Dagegen
ist z.B. a, = (=1)"-n nicht bestimmt divergent, siche Abbildung
5.8.

Schneiden wir endlich viele Folgeglieder am Anfang einer Fol-
ge ab, dndert dies nichts an ihrem Grenzwert:

Notation 5.3.15 Gegeben eine Folge (¢,,) und N € N, schreiben
wir (cp)nsn fir die Folge (¢n,cn1,CNy2y---)-

Bemerkung 5.3.16 Ist (c,) konvergent, dann auch (c,)psn fir
jedes N, und beide Folgen haben denselben Grenzwert.

Beweis. Ist |a,, — a| < ¢ fiir alle n > N’, dann auch |ay,,-1 —a| <e
fir allen>N'. m

Wir miissen also in der Schreibweise lim,,_, ., ¢,, nicht zwischen
den Folgen (¢,) und (¢,)nsn unterscheiden.

Wie kann man also nun Grenzwerte bestimmen, ohne dabei
immer auf die Konvergenzdefinition zuriickzugreifen? Dabei hel-
fen die folgenden Rechenregeln:
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Abbildung 5.8: Folge a,, = (-1)"-n

Satz 5.3.17 Sei K ein angeordneter Korper und (a,) und (by)
konvergente Folgen in K mit lim, . a, = a und lim,,_. b, = b.
Dann konvergieren die Folgen (a, +b,) und (a, -b,) und es gilt

lim (a, +b,) =a+b

lim (a, - b,) = a-b.

Ist aufSerdem a # 0, dann gibt es ein N mit a,, # 0 fir allen > N,
die Folge (i)”zN konvergiert und es gilt

lim — = —
n—oo @,
Beispiel 5.3.18 Flir
2n? —
0 - nt-n _ 9 _ l
n? n

gilt mit Beispiel 5.5.9 und 5.3.11 und den Rechenregeln aus Satz
5.8.17 dass (ay,) konvergiert und

1 1
lim a, = lim(2-—) =lim2-lim —=2-0=2.
n—00 n

n—oo n—o00 n—-oo n
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Mit MAPLE kénnen wir diesen Grenzwert folgendermaflen
berechnen:
limit ((2*n"2-n)/n"2, n=infinity);
2

Wir beweisen nun Satz 5.3.17:
Beweis. Zur Aussage iiber Summen: Sei ¢ > 0 gegeben. Da
lim,, e @y, = @ und lim,, o b, = b gibt es N; und N, mit

1
la, —al < 3¢ fir alle n > Ny

und 1
b, = b| < 3¢ fiir alle n > Ns.

Es folgt also mit der Dreiecksungleichung (Proposition 5.3.5)
1 1
|an+bn—(a+b)|s|an—a|+|bn—b|<§5+§5:5

fur alle n > max{Ny, Ny}.

Zur Aussage iiber Inverse: Ist lim,,_,, a, = a # 0, dann gibt es
ein N mit |a, - a| < 5 |a| fiir alle n > N. Mit der Dreiecksunglei-
chung folgt dann

1
lan| > al - |a - a,| > §|a| >0,

also a,, # 0 fiir alle n > N. Fiir gegebenes € > 0 gibt es ein N’ mit
2
la, —al < 5% fiir alle n > N’. Somit gilt

1 1

1 2
— - |ap —a| < —5 -la, —al <e
a, a

~al - Jan)| la

fur alle n > max{N, N'}.
Zum Beweis der Aussage iiber Produkte siehe Aufgabe 5.7.
Dazu verwenden wir das folgende Lemma 5.3.21. =

Definition 5.3.19 Fine Folge (a,) heifit nach oben beschrdnkt,
wenn es ein C'e€ K gibt mit a, < C fir alle n. Sie heifit nach
unten beschrankt, wenn es ein C' € K gibt mit a,, > C' fiir alle
n. Fine Folge heifit beschrdnkt, wenn sie nach oben und unten
beschrinkt ist.
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Bemerkung 5.3.20 Eine Folge (a,,) ist beschrankt genau dann,
wenn es ein C' € K gibt mit |a,| < C fir alle n.

Lemma 5.3.21 Jede konvergente Folge (a,) ist beschrankt.

Beweis. Sei a der Grenzwert. Es gibt ein N mit |a, —a| < 1 fiir
alle n > N. Mit der Dreiecksungleichung ist also

|an| < |an —al +|a] <1+ al
fir alle n > N. Mit
C = max{|ai], ..., |an_1],1 +al}.

ist also
la,| < C

firalleneN. =

Beispiel 5.3.22 Die Folge a,, = 2+ % hat den Grenzwert a = 2.
Im Beweis des Lemmas kénnen wir N = 3 wdhlen. Dann ist |a,|
beschrinkt durch C =max{4,3,1+2} =4.

5.4 Die reellen Zahlen

5.4.1 Dezimalbriiche

Definition 5.4.1 Ein Dezimalbruch ist eine Zahl
+50.5159...5, - 107 = (50 - 10F + 5, - 101+ ..+ 5,- 10" ") e Q

mit Dezimalstellen s; € {0, ...,9} und k € Z.

Definition 5.4.2 FEin unendlicher Dezimalbruch ist eine Fol-
ge (an)nen, von Dezimalbriichen

ap = £5¢ - 10F

a) = +£809.51 - 10k

Ay, = £50.5152...5p - 10

mit festen Vorzeichen, k € Z und einer Folge (S )nen, von Dezi-
malstellen s; € {0, ...,9}.
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Beispiel 5.4.3 Als unendlicher Dezimalbruch wird \/2 darge-
stellt durch die Folge

ag=1
a;=14
as =1.41
as =1.414

ay =1.4142

mit k=0 und den Dezimalstellen

i |01 2 3 4
si|l 4 1 4 2

Jedes Folgeglied eines unendlichen Dezimalbruchs kann man
schreiben als Summe

n
an = Z s; - 10F72,
i=0

Eine Folge, die in einer solchen Summendarstellung gegeben ist,
bezeichnet man auch als Reihe. Auf Reihen werden wir im néch-
sten Abschnitt noch zurtickkommen.

Unsere Grundidee war es, reelle Zahlen als Aquivalenzklassen
von unendlichen Dezimalbriichen (a,) darzustellen. Allerdings
ist unklar, wie man unendliche Dezimalbriiche addieren soll, da
man ja wie bei Flieltkommazahlen bei der kleinsten Stelle an-
fangen miisste, aber ein derartiger Dezimalbruch unendlich viele
Stellen haben kann. Wir kénnen einfach die Folge (a,,+b,,) bilden,
dies fithrt aber zu dem folgenden Problem:

Beispiel 5.4.4 Gliedweise Addition von
(a,) =1.414213562...

und
(b,) = 1.732050808...

qibt
a0+b0:1+1:2
ap+b =14+17=31

das Resultat ist also kein unendlicher Dezimalbruch.
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Um die Arithmetik von reellen Zahlen einfacher beschreiben
zu konnen, verallgemeinern wir daher den Begriff des unendli-
chen Dezimalbruchs noch etwas. Die Folge (a,, + b, ) hat gliickli-
cherweise immer noch die folgende wesentliche Eigenschaft eines
unendlichen Dezimalbruchs:

5.4.2 Cauchyfolgen

Definition 5.4.5 Sei K ein angeordneter Kirper. Fine Folge
(a,) heifst Cauchyfolge, wenn es zu jedem € >0 ein N € N gibt
mat

lay, — am| < e fir alle n,m > N.

Der Abstand zwischen den Folgegliedern wird also beliebig
klein.

Proposition 5.4.6 Ser K ein angeordneter Korper. Jede kon-
vergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Ist (a,) konvergent gegen a € K, dann gibt es zu jedem
€>0 ein N mit

la, —al < g fir alle n > N
Mit der Dreiecksungleichung folgt

£ €
lan = am| < lan, —al+lam —al< =+ = =¢
2 2

fir allen,m>N. m

Das wesentliche Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass
in R auch die Umkehrung gilt, d.h. jede Cauchyfolge konvergent
ist. Zunéchst wollen wir aber iiberpriifen, dass jeder unendliche
Dezimalbruch eine Cauchyfolge in Q ist.

Definition 5.4.7 Ein angeordneter Kéorper K heifit Archime-
disch, wenn es zu jedem r € K einn €N gibt mit n > r.

Beispiel 5.4.8 Der Korper Q ist Archimedisch: Ist r = § € Q
mit b > 0, dann gibt es ein n € N mit a < n-b. Wie wir noch
sehen werden ist auch R Archimedisch.
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Lemma 5.4.9 Ist K Archimedisch und v € K mit -1 < x < 1,
dann gilt
lim 2" = 0.

n—oo

Beweis. Fiir z = 0 ist die Behauptung klar. Sei also |z| <1 und
x # 0. Da K Archimedisch ist, gibt es zu jedem & > 0 ein m mit
% < e. Wir miissen also nur zeigen: Zu jedem m > 0 gibt es ein
N, sodass fiir alle n > N

1
ol = o < =

(1+y)"21+(?)y:1+ny,

aquivalent

Mit Satz 4.2.20 gilt

mity:ﬁ—lalso

Da K archimedisch ist und y > 0, existiert ein n mit
1
1+n (— - 1) >m.
||
]
Beispiel 5.4.10 Mit MAPLE erhalten wir 2. B. fiir x = 2:

2
limit ((1/2) "n, n=infinity);
0

Corollar 5.4.11 Jeder unendliche Dezimalbruch ist eine Cauchy-
folge.
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Beweis. Ist (a,) ein unendlicher Dezimalbruch, dann gilt fiir
n>m

n

lan = am| = Z s; - 107

i=m+1
< 21(10 ~1)10% = | Zl(lo’f—i+1 ~ 10
1=m+ 1=m+

= 10F™ - 10F " < 10F™

Da mit Lemma 5.4.9 gilt lim,, . 10¥™ = 0, gibt es zu jedem
e>0ein N mit |a, —a,|<c firallen>m>N. =

Mit Lemma 5.4.9 erhalten wir aulerdem ein Kriterium fiir die
Cauchyfolgeneigenschaft. Dieses ist z.B. niitzlich, um Aufgabe
5.5 zu l6sen.

Corollar 5.4.12 Sei (a,) eine Folge in einem Archimedischen
Korper. Gibt es ein 0 < A <1 mit

|an+1 - an| <A |an - an—1|
fiir alle n, so ist (a,) eine Cauchyfolge.

Fiir den Beweis verwenden wir die geometrische Summenfor-
mel, die eine Vielzahl von Anwendungen in der Mathematik und
Informatik hat:

Lemma 5.4.13 (Geometrische Summenformel) Sei K ein
Korper. Ist 1 + A e K, dann gilt

Zn:)\k: 1_>\n+1
k?=0 ]__)\

fiir alle n € Ny.

Die Formel zeigt man mit vollstindiger Induktion (siche Ubung
5.13). Wir beweisen nun Corollar 5.4.12:
Beweis. Mit Induktion gilt

|ans1 = an| < A" ag - a4
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fiir alle n. Die Dreiecksungleichung liefert fiir n >m

n—1 n—1

|an = ap| < Z lags1 — ag| < lag —aq] - Z Pl
k=m k=m
s (1—)\" ) 1—/\m1)
B N W D
laz —ail /oy | —ai] g
1-A T ¢ e -

Da mit Lemma 5.4.9 gilt lim,,,_,.c A™ ! =0, gibt es zu jedem & > 0
ein N mit |a, —ay,|<efirallen>m>N. m

Definition 5.4.14 Ist K ein Korper, dann heifit a € K eine
n-te Wurzel von d € K wenn

a” =d.

Fiir n = 2 bezeichnen wir a auch als eine Quadratwurzel von

d.

Mit Hilfe von Lemma 5.4.9 lédsst sich auch ein Algorithmus
beschreiben, der /2 berechnet:

Beispiel 5.4.15 Eine Cauchyfolge, die /2 darstellt, erhdlt man
folgendermafen: Die Grundidee ist, die positive Nullstelle von
f:Q—Q mit f(x) =2%-2 zu bestimmen, siehe Abbildung 5.9.
Wir konstruieren induktiv Folgen (ay) und (b,) von rationalen
Zahlen mat

az <2<b?

und
lim |b, —a,|=0

n—oo

Da f(0)=-2<0 und f(2) =2 >0, beginnen wir mit
a) = O, bl =2

Sind a, und b, konstruiert, setze ¢ = %3 Ist f(c)=c?>-2<0,
dann definiere a,;1 = ¢ und by = b,. Fur f(c) = ¢ -2 > 0,
definiere apy1 = an und by = ¢. Man beachte, dass f(c) =0
nicht moglich ist, da ¢ € Q, nach Satz 1.2.4 aber /2 ¢ Q.
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2

Abbildung 5.9: Intervallschachtelung

Da das Intervall zwischen a, und b,, in jedem Schritt halbiert

wird, gilt
1 n—2
la, = by| < (—)
2

fir alle n, also lim,,_, o |b, — a,| =0 mit Lemma 5.4.9.
Die Folge (ay,) ist eine Cauchyfolge, denn fiir alle m >n gilt

an < Ay < by, < by,

also
1

n-2
n mS n_bns - .
= < =l < 5

Ebenso ist (by,) eine Cauchyfolge.
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Die ersten Folgeglieder sind

nla, b, ¢ f(c)
170 2 1 -1
3 1
151 &
SN R S
418 3 1o _7
io:or
3 s 2 :

also gilt

1375= 2 <2< 215
8 2
Ebenso kann man auch Quadratwurzeln von anderen Zah-
len berechnen. Es gibt Folgen, die wesentlich schneller gegen die
Quadratwurzel konvergieren, siehe dazu Aufgabe 5.10. Darauf
werden wir noch im néchsten Abschnitt zuriickkommen.

5.4.3 Konstruktion der reellen Zahlen

Um fiir jede reelle Zahl eine eindeutige Darstellung zu haben,
miissen wir noch Cauchyfolgen miteinander identifizieren, wenn
sie dieselbe reelle Zahl reprisentieren, etwa (a;) und (b;) aus
Beispiel 5.4.15 oder die unendlichen Dezimalbriiche 1.00... und
0.99.... Dazu gehen wir wie folgt vor:

Definition 5.4.16 Eine Nullfolge (a,) ist eine Folge mit

lim a,, = 0.

mn—>00

Definition 5.4.17 Die Menge der reellen Zahlen R ist die Men-
ge der Aquivalenzklassen [(a,)] von Cauchyfolgen (a,) in Q be-
ziiglich der Aquivalenzrelation definiert durch

(an) ~ (by) < (a, —by,) ist eine Nullfolge,

also
R = { Cauchyfolgen in Q}/ ~ .
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Stimmt aber Definition 5.4.17 mit unserer Grundidee
R = {unendliche Dezimalbriiche}/ ~

aus der Einleitung {iberein? Tatséchlich werden wir spater zei-
gen, dass es zu jeder Cauchyfolge einen unendlichen Dezimal-
bruch gibt, der sich von dieser nur um eine Nullfolge unterschei-
det. Jede reelle Zahl lasst sich also durch einen unendlichen De-
zimalbruch repréasentieren.

Nun zur Koérperstruktur von R:

Lemma 5.4.18 Sind (a,) und (b,) Cauchyfolgen in Q, dann
auch (-ay), (an+0b,) und (a,-b,). Die Menge der Cauchyfolgen
in Q ist ein kommutativer Ring mit 1.

Falls lim,,_00 b, # 0 und b, # 0 fiir alle n, dann ist (%) eine
Cauchyfolge.

Das Lemma zeigt man analog zu Satz 5.3.17. Zum Beweis der
Aussage iiber Produkte bendtigen wir wieder eine Aussage zur
Beschranktheit:

Lemma 5.4.19 Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

Beweis. Es gibt ein N mit |a, — a,,| < 1 fir alle n,m > N. Mit
der Dreiecksungleichung ist also

|an| < lan —an|+lan] <1 +ay]
fiir alle n > N. Mit
C= max{|a1| yeeny |CLN_1| , 1+ |aN|}.

ist also
la,| < C

fir alleneN. m
Damit zeigen wir Lemma 5.4.18:
Beweis. Die Aussage fiir (-a,,) ist klar.
Fiir die Summe: Zu € > 0 gibt es nach Voraussetzung Ny, Ny
mit
lan, = ap| < g fiir alle n,m > N;
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und -
by, = by| < 5 fiir alle n,m > Ny

somit liefert die Dreiecksungleichung
|(an +bp) = (am + bn)| < |an — am| + b —b| < &

fur alle n,m > max{Ny, Na}.

Fiir das Produkt: Lemma 5.4.19 gibt es ein C' mit |a,| < C
und |b,| < C fiir alle n. Zu € > 0 gibt es nach Voraussetzung
Nl,NQ mit

lay, — am| < = fir alle n,m > N,

20
und .
by, = by| < — fiir alle n,m > Nj.

2C

Somit gilt mit der Dreiecksungleichung

|anbn = Ambpm| < |anbn = @nbim| + |anbm = b
= |an] - |bn = bn| + |bm| * |an — am| < €
fir alle n,m > max{Ny, Ny}

Den Beweis der Aussage fiir (i} lassen wir als Ubung, ebenso
die Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze. m

Corollar 5.4.20 Mit der Addition

[(an)]+[(bn)] = [(an +bn)]

und der Multiplikation

[(an)]- [(bn)] = [(an - bn)]

1st R ein Korper.

Durch die injektive Abbildung Q - R, q — [(q)] kénnen wir
Q als Teilmenge von R auffassen (und diese Abbildung ist ein
Ringhomomorphismus, d.h. respektiert die Addition und Multi-
plikation).

Beweis. Die Verkniipfungen sind wohldefiniert: Nach Lemma
5.4.18 sind (a,+b,) und (a,-b,) wieder Cauchyfolgen. Wir zeigen
noch die Unabhéangigkeit von der Wahl der Reprasentanten: Fiir
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lim,, o (a,—al) =0, dann ist auch lim,, o ((a, +b,) - (a!, +b,)) =

0, also
[(an +bn)] = [(ag, + by)]-

Ebenso ist lim,, o ((ay,-b,) = (a,-b,)) = lim, o ((a,—al)-b,) = 0:
Satz 5.4.19 liefert es ein C' mit |b,| < C fiir alle n. Zu jedem € > 0
gibt es ein N mit |a, —aj},| < &, also |(a, —a},)-b,| < ¢ fiir alle
n > N. Somit gilt

[(an - bn)] = [(ar, - bn)].

Zum multiplikativ Inversen bemerken wir noch: Ist (b,) eine
Cauchyfolge mit lim,, ., b, # 0, so gibt es eine Cauchyfolge (b!,)
mit b/, # 0 fiir alle n und [(b,)] = [(b},)]. Es ist dann

[(bn)]- [(i)] = [(6)]- [(%)] =[]
Zur Injektivitat: Ist [(¢)] = [(w)], dann 0 = lim,, .. (¢ — w) =
g-w. m
Bemerkung 5.4.21 Der Ring
R = {Cauchyfolgen in Q}

st im Gegensatz zu
R=R/~

kein Kérper. Beispielsweise hat die Cauchyfolge (%) kein multi-
plikativ Inverses (warum?). In R haben wir damit kein Problem,
denn

[()]=[(0)]=0

wegen, limn%w% = 0. Die Aquivalenzrelation ~ identifiziert also
alle Elemente von R, die sich nicht multiplikativ invertieren las-
sen mit 0.

Satz 5.4.22 Der Korper R ist angeordnet durch
[(an)]>0
genau dann, wenn es ein c€ Q, ¢ >0 und ein N gibt mit

ay > c fur allen > N
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Den Beweis, dass dadurch tatséichlich eine Anordnung defi-
niert wird, lassen wir als Ubung. Mit der Anordnung ist unser
Konvergenzbegriff aus Abschnitt 5.3 auf R anwendbar. Weiter ist
R sogar Archimedisch, insbesondere ist Lemma 5.4.9 anwendbar.

Satz 5.4.23 Der Kérper R ist Archimedisch.

Beweis. Sei r = [(a,)] € R. Da (a,) eine Cauchyfolge in Q ist,
gibt es nach Lemma 5.4.19 ein C € Q mit a,, < C' fiir alle n. Da
Q nach Beispiel 5.4.8 Archimedisch ist, gibt es ein NV € N mit
C <N -1. Somit ist N —a, >1 fir allen, also N-r>0. m

5.4.4 Konvergenzkriterien fiir R

Definition 5.4.24 Sei K ein angeordneter Korper. Fine Folge
(a,) heifft monoton wachsend, wenn a,.1 > a, fir alle n. Sie
heifst monoton fallend, wenn a,,, < a, fir alle n.

Definition 5.4.25 Fin Supremum einer Teilmenge M c R ist
eine kleinste obere Schranke von M, d.h. ein s € R mit s >m fiir
alle m € M, sodass es kein s’ < s gibt mit s" > m fiir alle m € M.
Entsprechend ist ein Infimum eine grofite untere Schranke.

Existiert ein Supremum bzw. Infimum, so ist es offenbar ein-
deutig.

Beispiel 5.4.26 Fiir die Menge
1
M={(-1)"-(1-—)[neN}
wn Abbildung 5.10 gilt

supM =1
inf M =-1.

Satz 5.4.27 Jede nach oben beschrinkte Teilmenge @ + M c R
hat ein Supremum sup M.

Jede nach unten beschrinkte Teilmenge @ +#+ M c R hat ein
Infimum inf M.
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27

1 ° P o [ ]
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
] L4 ° N
_17

2

Abbildung 5.10: Supremum und Infimum

Beweis. Da M nach oben beschriankt ist, gibt es eine obere
Schranke b; € R von M. Da R nach Satz 5.4.23 Archimedisch ist,
kénnen wir annehmen, dass b; € N. Da M # @& gibt es ebenso ein
ay € N, das keine obere Schranke von M ist. Wir konstruieren eine
monoton wachsende Folge (a,,) und eine monoton fallende Folge
(bn) in Q, sodass jedes b, eine obere Schranke von M und jedes
a, keine obere Schranke von M ist. Sind a,, und b,, konstruiert,
dann setze ¢ = % Ist ¢ eine obere Schranke, definiere b, = ¢
und a,,1 = a,, sonst definiere a,,; = ¢ und b,,1 = b,,. Somit gilt

by = by < by —ay < (by —ap) - 27! fiir alle m > n.

Mit Lemma 5.4.9 ist (b,) eine Cauchyfolge. Sei s = [(b,)] € R die
von dieser reprasentierte reelle Zahl. Diese ist eine obere Schran-
ke, denn fiir alle m € M gilt, dass

s—m >0,

da b, —m >0 fiir alle n. Angenommen s’ ist eine kleinere obere
Schranke, also s = [(b,)] > [(¢,)] =" und s’ > m fiir alle m € M.
Dann gibt es ein /N mit

b, > ¢, > a,, fur alle n > N.

Da lim,, 0 (b, — ay,) = 0, folgt lim,, e (b, — ¢,) = 0, also s = s, ein
Widerspruch.
Die Aussage zum Infimum zeigt man analog. m

Satz 5.4.28 Jede monotone wachsende, von oben beschrinkte
Folge ist konvergent, ebenso jede monoton fallende, von unten
beschrinkte Folge.
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Beweis. Eine monoton wachsende beschriankte Folge (a,) kon-
vergiert gegen
a =sup{a, | n e N},

denn zu jedem € > 0 gibt es ein /N mit
S—any <&
Mit der Monotonie ist
s—e<any<a,<s

also
la, —s|<e
fiir alle n > N.
Die Aussage liber monoton fallende Folgen ergibt sich durch
Anwendung der Aussage iiber monoton steigende Folgen auf

(-a,). m
Dieses Kriterium kann man bei Aufgabe 5.6 anwenden.

Definition 5.4.29 Fine Teilfolge einer Folge (ay,) = (a1, as, ...)
ist eine Folge der Form

(&m) = (anuanzv )

mat
ny<ng <...

Lemma 5.4.30 Sei K ein angeordneter Korper. Jede Folge in
K hat eine monotone Teilfolge.

Beweis. Wir nennen a,, einen Aussichtspunkt der Folge (a,,),
wenn alle weiteren Folgeglieder kleiner sind, d.h. a,, > a,, fiir alle
m>n.

e Hat (a,) unendlich viele Aussichtspunkte, dann bilden die-
se eine monoton fallende Teilfolge.

e Hat (a,) keinen Aussichtspunkt, dann gibt es zu jedem m >
1 ein m/ mit a,, < a,y und somit eine monoton steigende
Teilfolge.
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e Anderenfalls existiert ein letzter Aussichtspunkt a,. Fiir
alle m > n gibt es also ein m’ mit a,, < a,, und somit
wieder eine monoton steigende Teilfolge.

Beispiel 5.4.31 Die Folge a,, = (-1)"-1 hat die monoton fallen-
de Teilfolge (as,) und die monoton wachsende Teilfolge (az,-1),
siehe Abbildung 5.11.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 5.11: Eine monoton wachsende und eine monoton fal-
lende Teilfolge

Satz 5.4.32 (Bolzano-Weierstraf) Jede beschrinkte Folge hat
eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Jede Folge hat nach Lemma 5.4.30 eine monotone Teil-
folge und diese ist nach Satz 5.4.28 konvergent. m

Beispiel 5.4.33 Beide Teilfolgen in Beispiel 5./.31 sind kon-
vergent.

Corollar 5.4.34 Jede Cauchyfolge in R ist konvergent.

Dies ist nicht nur ein theoretisches Resultat, sondern gibt uns
auch in der Praxis ein niitzliches Konvergenzkriterium, da es oft
technisch einfacher ist, zu priifen, ob eine Folge eine Cauchyfol-
ge ist, als zu beweisen, dass die Folge konvergiert (denn dazu
muss man ja schon eine Vermutung fiir den Grenzwert haben).
Beispielsweise wird Corollar 5.4.12 zu einem Kriterium fiir Kon-
vergenz. Nun zum Beweis von Corollar 5.4.34:
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Beweis. Sei (a,) eine Cauchyfolge. Nach Lemma 5.4.19 ist (a,,)
beschrankt. Nach Satz 5.4.32 hat (a, ) eine konvergente Teilfolge
(an,). Wir zeigen, dass

a:=lim a,, = lim a,.

71— 00 n—>oo

Zu € >0 gibt es ein N mit
€ ..
|lan = anm| < 5 fir alle n,m > N

und n; > N mit
€
|@m - a‘ <3

2
also mit der Dreiecksungleichung
lan, — a| <|an — an,| + |a,, —al < e fir alle n> N.
|

Bemerkung 5.4.35 Ist (a,) eine Cauchyfolge in Q dann gilt

lim a,, = [(a,)].

n—oo

Beweis. Wir zeigen, dass Cauchyfolge (a,)neny den Grenzwert
7 =[(an)nen] € R hat. Zu € >0 gibt es ein N mit

| = <§ fir alle n,m > N.

Somit gilt
Qp — Ay — € < —g fiir alle n,m > N,
also
[(an = am = €)men] <0
also

an =7 = [(an = @ )men] < € fiir alle n > N.

Analog zeigt man a, —r > —¢ und erhalt

la, —r| <e fir alle n > N.
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Bemerkung 5.4.36 Jede Teilfolge (a,,) einer konvergenten Fol-
ge (ay,) hat denselben Grenzwert, d.h.

lim a,, = 711_210 an

1—> 00

Beweis. Sei a :=lim,, o a,,. Zu € > 0 gibt es ein N mit |a, —a| < e
fiir alle n > N. Zu N gibt es ein I mit n; > N fiir alle ¢ > I, also
lan, —a|<efirallei>]. m

5.4.5 Zuriick zu Dezimalbriichen

Satz 5.4.37 Jede reelle Zahl a ldsst sich als unendlicher De-
zimalbruch entwickeln, d.h. es gibt einen unendlichen Dezimal-
bruch (a,), sodass [(a,)] = a.

Beweis. Da R Archimedisch ist, gibt es zu jedem r € R eine
grokte ganze Zahl |r] € Z mit |r] <r. Durch

a, =|a-10"|-10™
ist ein unendlicher Dezimalbruch gegeben mit
la, —a| <10™"
Mit Lemma 5.4.9 folgt

lim a, = a

n—oo

also mit Bemerkung 5.4.35 und Definition und Satz 5.3.8

[(an)] = a.

5.4.6 Existenz von Quadratwurzeln

Wir zeigen noch, dass jede positive reelle Zahl eine eindeutige
positive Quadratwurzel besitzt. Die wesentliche Idee haben wir
schon in Beispiel 5.4.15 gesehen. Zum Beweis verwenden wir:
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Lemma 5.4.38 Ist K ein angeordneter Korper, c € K und (a,)
eine konvergente Folge mat

ap 2 C

fur alle n, dann gilt auch

lim a, > c.

n—oo
Beweis. Angenommen a = lim,, ,, a, < ¢c. Dann gibt es ein n mit
la, —a|<e:=c-a
also
ap<a+tc—a=c.

]
Man kann im Lemma > nicht durch > ersetzen: Zum Beispiel
ist a,, = % > 0 fiir alle n, aber lim,,_, . a, = 0.

Corollar 5.4.39 Jedesd e R, d > 0 hat eine eindeutig bestimmte
positive Quadratwurzel in R. Fiir diese schreiben wir \/d.

Beweis. Mit dem Verfahren aus Beispiel 5.4.15 mit f(x) = 2% -
d und a; = 0 und b; = max{1l,d} (damit b? > d) erhilt man
Cauchyfolgen (a,) und (b,,) mit

az<d<b?

und lim,, e, |y, — b,| = 0. Mit a :=lim,, . a, gibt Satz 5.3.17 und
Lemma 5.4.38

a® = lim a? < d < lim b2 = a?

n—o00 n—00

also a? = d. Ebenso erhalten wir a > 0, also a > 0, denn a? # 0.
Zur Eindeutigkeit: Ist auch a’ > 0 mit a’? = d, dann gilt

(a+ad)(a-a)=a*>-a*=0.

Da a,a’ > 0 ist auch a +a’ >0 und somit folgt a =a’. m
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2
Cauchyfolgen (a,) und (b,) analog zu Beispiel 5./.15 gemdfl dem
folgenden Schema berechnen kdnnen:

Beispiel 5.4.40 Wir haben \/z = [(an)] = [(bn)] wobei wir die

nla, b, c c2—%
T T

o O B
213 L 7 1
3|1 3 5 _x1
2 12 3 64
405 3 0O _%
S 4 16 256

5 L 3 :
16 4 :

also etwa
11 1 3
0.6875 = E < \/; < Z_l =0.75.

5.5 Ubungsaufgaben

Ubung 5.1 Auf der einen Seite einer Waage (Abbildung 5.12)
befinden sich 100 Lebkuchen und 10 Lebkuchen auf der anderen.
Die Waage stellt sich waagerecht, wenn die eine Seite hochstens
1% schwerer als die andere Seite ist. Wir legen nun schrittweise
jeweils auf beiden Seiten 1 Lebkuchen hinzu.

Abbildung 5.12: Waage

1) Nach wievielen Schritten n steht die Waage zum ersten Mal
waagerecht?
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2) Sei a, =100+ n und b, = 10 + n. Zeigen Sie, dass

lim — =1
s b
Ubung 5.2 FirneN sei
3n
ap = .
2n+1
1) Bestimmen Sie fir m =1, m =10 und m = 100 jeweils ein
N e N mit
31 1
ap — =| < —
21 m

fur alle n > N.

. . . _ 3
2) Zeigen Sie, dass lim,,_« a, = 5.

Ubung 5.3 FirneN definieren wir die Folgen

a, = V/n+ 1000 — /n

n

b, = — -
VAT
1) Zeigen Sie: Fir 1 <n <1 000 000 gilt a, > b,, jedoch
lim a,, =0
lim b,, =
. . 222
Hinweis: © -y = gm?j )

2) Visualisieren Sie die beiden Folgen in MAPLE.

Ubung 5.4 Sei F, c Q die Menge der positiven Fliefkomma-
zahlen mit r + 1 Stellen, d.h. die Menge der rationalen Zahlen

S0.51...5, - 10F 1= 59+ 10 + 57 - 10F 1+ ... + 5, - 10K

mit s; € {0,...,9}, so # 0 und k € Z. Bei der FlieSkomma-Addition

berechnet der Computer
F.xF. > F,, (a,b) » rd,(a+b)
wobei wir fir 10F < x < 1051 mit rd,.(x) € F, die tibliche Rundung
r-5-10"""1<rd,(2) <z +5-10F1

von x auf r+ 1 Fliefkommastellen bezeichnen.
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1) Bestimmen Sie rdy(5.491), rdy(5.495) und rd2(99.96).
2) Zeigen Sie, dass fir
a =1.0002- 1072 b=9.0003-1072 ¢=7.0001-10"2

qgilt
rdy (rdg (a+0)+c) #rdy(a+1rdy (b+0¢)).

3) Implementieren Sie die Fliefkomma-Addition.

Ubung 5.5 In einem abgeschlossenen Gebiet wird ein Kanin-
chenpaar ausgesetzt. Jedes Kaninchenpaar, das mindestens 2 Mo-
nate alt ist, zeugt jeden Monat ein neues Kaninchenpaar. Sei f,
die Anzahl der Kaninchenpaare in der Population im n-ten Mo-
nat unter der Annahme, dass es keine Todesfdlle gibt.

n | fn | Population
010
111
2|1
312
413

1) Stellen Sie eine Rekursionsgleichung fir f, auf, und be-
rechnen Sie fo, ..., fio. Finden Sie den Namen der Folge in
der OFEIS heraus.

2) Bestimmen Sie die asymptotische Wachstumsrate der Po-

pulation, d.h. lim,,_, f;ﬁ;l.

Ubung 5.6 1) Zeigen Sie, dass die Folge (ay,), definiert durch

a1 =1 und
Uni1 = V1+ay

konvergiert.

2) Berechnen Sie den Grenzwert a =1im,,_, o Gy, .
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3) Zeigen Sie, dass fir die Linge d einer Diagonale und die
Linge s einer Seite des regelmajSigen Fiinfecks (Abbildung
5.13) gilt

S

Abbildung 5.13: Seite und Diagonale im Fiinfeck

Ubung 5.7 Sei K ein angeordneter Korper und (a,) und (b,)
konvergente Folgen in K mit lim, . a, = a und lim,,_. b, = b.
Zeigen Sie, dass die Folge (a, -b,) konvergiert und

lim (a, -b,) =a-b.

Ubung 5.8 Sei (a,) eine Folge mit a, # 0 fir alle n.

1) Zeigen Sie: Ist lim,,_, o a, = 0o oder lim,,_,o, a, = —co, dann
gilt lim,, o i =0.

2) Finden Sie eine Folge (ay), sodass limy e a, = 0, aber ()
nicht bestimmt divergent gegen oo ist.

Ubung 5.9 1) Schreiben Sie ein Programm, das fiir eine po-
sitive rationale Zahl g € Q mattels Schulbuchdivision eine
FliefSkommadarstellung mit r+1 Stellen bestimmt, d.h. eine
FliefSkommazahl

f=50.51...8, - 10% = 50 - 10F + 51 - 10*L + .. + 5, - 105"
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mit s; €{0,...,9}, s0#0, ke Z und
q-5-10""1< f<q+5-10F"1

2) Wenden Sie Ihr Programm fir r = 100 an auf q = %, %, %.
Mt welcher Periode wiederholen sich die Nachkommastel-

len?

3) Berechnen Sie die Fliefkommadarstellung vony/2 fiir r =
1000, und tberprifen Sie, dass diese Darstellung nicht pe-
riodisch ist.

Ubung 5.10 Sei d € R mit d > 0 und (¢,) die Folge definiert
durch ¢; =1 und

1) Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion, dass (¢,) von unten
beschrinkt ist durch \/d und monoton fallend ist.

2) Zeigen Sie, dass lim,,_ . ¢, = V.

3) Implementieren Sie die Berechnung von \/2 mittels der Fol-
ge (c,) und dem Algorithmus aus Beispiel 5./.15. Verglei-
chen Sie die Konvergenzgeschwindigkeit anhand der Anzahl
der korrekten Nachkommastellen der ersten 10 Folgeglie-
der.

Ubung 5.11 Es sei a; =2 und
2 12
Uns1 = 50n + 5

3 3 a?

n

fiirn>1.
1) Bestimmen Sie as, ...,a19 bis auf 10 FliefSkommastellen.
2) Hinweis: MAPLE-Funktion evalf.

3) Zeigen Sie, dass die Folge (a,) konvergiert, und bestimmen
Sie den Grenzwert.

Ubung 5.12 Zeigen Sie, dass R tiberabzihlbar ist.
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Ubung 5.13 1) Der Erfinder des Schachspiels soll sich ei-
ne Belohnung wdhlen. Er verlangt, dass man ihm auf das
erste Feld des Schachbretts ein Weizenkorn, auf das zwei-

te 2, auf das dritte 4, auf das vierte 8 Korner, usw. legen
soll (Abbildung 5.14). Wieviele Weizenkorner hitte er er-

abcdefgh

— NN WA~AOIO N

Abbildung 5.14: Schachbrett

halten?

2) Sei K ein Korper und 1+ X\ € K. Zeigen Sie mit vollstin-
diger Induktion, dass




6
Reihen

6.1 Ubersicht

Mit dem unendlichen Dezimalbruch haben wir schon eine Klasse
von Folgen (a,) kennengelernt, bei der man a,, aus a,_; durch
Addition einer Konstanten b, erhélt, beispielsweise ist V2 dar-
gestellt durch

a(]:l
=1+ —
aq +]-0
1
as=1+—+—
10 100

Allgemeiner kénnen wir Folgen (a,) der Form
An=bi+..+b,=) b

mit einer gegebenen Folge (b,,) betrachten. Diese bezeichnet man
als Reihen. Natiirlich lasst sich jede beliebige Folge mittels einer
Teleskopsumme in dieser Form schreiben

158
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allerdings gibt es Beispiele, bei denen diese Schreibweise eben auf
natiirliche Weise auftritt, etwa die unendlichen Dezimalbriiche

~ n - i 7
n, —;10 S (10)
b.
mit s; € {0,...,9}.

In einer unendlichen Dezimalbruchentwicklung einer reellen
Zahl konnte man statt 1—10 auch andere Zahlen z einsetzen, d.h.
Grenzwerte Y o) 10¥s; - 2* betrachten. Allgemeiner erhalten wir
fiir jede gegebene Folge (¢;) eine Abbildung

wobei diese fiir alle jene = definiert ist, fiir die der Grenzwert
existiert. Unter Verwendung dieser Idee wird in Kapitel 7 eine
wesentliche Anwendung von Reihen die Konstruktion von Funk-
tionen sein. Beispielsweise lasst sich die Exponentialfunktion, die
Sinus- und die Cosinusfunktion als Potenzreihe darstellen.

Ein entscheidender Vorteil dieser Darstellung von Funktio-
nen ist die leichte Implementierbarkeit grundlegender Operatio-
nen im Computer, etwa der Addition, Multiplikation, Ableitung
und Integration. Zum Beispiel addieren wir Funktionen in dieser
Darstellung durch die Formel

e . e . e .
Yociral+ Y di-at =) (¢ +d;) -2
i=0 i=0 i=0

Fiir die Multiplikation werden wir in Abschnitt 6.5 das Cauchy-
produkt von Reihen entwickeln. In Kapitel 8 diskutieren wir
dann die Ableitung von Potenzreihen durch die Formel

oo . ! (e e] .
(Zci -xl) = Zz NORY A
i=0 i=1

Zunéachst betrachten wir aber Reihen ohne diese z-Abhéngigkeit.
Oder anders ausgedriickt, die Theorie, die wir jetzt entwickeln,
lasst sich spéater fiir jedes festgelegte = verwenden.
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6.2 Reihen und Konvergenz

Definition 6.2.1 Sei (b,) eine Folge in R. Die Folge (ay) mit

k
Q. = Z bn
n=1

heifst Reihe der Partialsummen von (b,) und wird mit
2, bn
n=1

bezeichnet. Im Falle der Konvergenz (oder bestimmten Diver-
genz) von (a,) verwenden wir diese Bezeichnung auch fir den
Grenzwert

%) k
S b, = lim Y b,
n=1 k—oo n=1

Wie bei Listen in vielen Programmiersprachen ist es oft niitzlich,
die Indizierung bei 0 zu beginnen.

Die Reihe Y,7, b, ist also konvergent gegen a € R, wenn es zu
jedem € >0 ein N gibt mit

k
an—a

n=1

<e fur alle k> N.

Weglassen von endlich vielen Summanden &@ndert nichts an
der Konvergenzeigenschaft, insbesondere Weglassen der ersten
no Summanden, d.h. Y, b, ist konvergent genau dann, wenn
Yomen, bn konvergent ist.

Beispiel 6.2.2 Die folgende Reihe konvergiert und wir erhalten
sogar den Grenzwert

denn
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also

LI S Y N
Zn(n+l) ks n(n+1) ko k+1)
Siehe auch Ubungsaufgabe 6.2.

MAPLE kann fiir viele Rethen die Konvergenzfrage entschei-
den und den Grenzwert bestimmen, zum Beispiel:
sum(1/(n*(n+1)),n=1..4nfinity);

1

Auch die Partialsumme kann MAPLE auswerten:

sum(1/(nx(n+1)),n=1..k);

—m+1

Beispiel 6.2.3 Die harmonische Reihe

divergiert bestimmt gegen oo. In MAPLE konnen wir dies tber-
priifen durch:
sum(1/n,n=1..infinity);

(e e]

Beweis. Durch Kombinieren von jeweils 2% aufeinanderfolgen-
den Summanden fiir £ =0, 1, ... erhalten wir

P

—_

P GrErE

>

| =

+ ...

PMH

1
3
———

3I>—‘
{l\i)l»—l

v
N[ =
SIE
[SIE

wobei jeweils

1 1 1,1

1

+ + ...+ >2 —.
2k+1 2842 Qk+l = 7 Ok+l 9
]

Somit konvergiert die Reihe bestimmt gegen oo.

Beispiel 6.2.4 Neben den unendlichen Dezimalbriichen, spielen
die geometrische Reihe

oo
2 "

n=0
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(wobei x € R eine Konstante ist) und die Exponentialreihe
i =
= n!
die wichtigste Rolle in der Mathematik, Informatik und Natur-
wissenschaft. Mittels der geometrischen Reihe kann man bei-
spielsweise pertodische unendliche Dezimalbriiche als rationale
Zahlen darstellen. Die Exponentialrethe tritt auf bei der Beschrei-
bung von Prozessen, bei denen das Wachstum einer Grofle ein

Vielfaches der Grofie selbst ist (z.B. bei der Vermehrung von
Populationen).

6.3 Die geometrische Reihe

Satz 6.3.1 Fir |z| <1 konvergiert die geometrische Reihe und

& 1
x" =
n=0

1-x

Beweis. Nach Lemma 5.4.13 ist

n 1 _ xn+1
I
k=0 l-=
also
n 1
lim Z kb= ——
n—oo = l1-z

da nach Lemma 5.4.9 fiir |x| < 1 gilt
lim 2™ = 0.

Corollar 6.3.2 Jeder periodische unendliche Dezimalbruch ist
rational.

Beweis. Eine (ohne Einschrinkung positive) periodische Dezi-
malzahl r lasst sich schreiben als

r=t1ety . S1.0.8p81...5p - 10F
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mit den nichtperiodischen Dezimalstellen ¢;...t; und der Periode
s1...s, der Liange r. Nach Subtraktion von ¢;....t;- 10F konnen wir

annehmen, dass

r=0.81...5.51...50... - 10F

Mit
p=51...8. €N

gibt Satz 6.3.1 dann
r= (p' Z(lO‘r)”) 10
n=1

o )

_p~10k
" -1¢@

]
Die Rechnung im Beweis lasst sich auch in MAPLE durchfiihren:
p * sum((10)~(-r*n), n=1..infinity) * 107k;

p-10F
10m-1

Beispiel 6.3.3 Wir haben

1 2
0.66... = 6 - ~1)=2

und

12.31414... = 123-107" + 0.1414- 107!

= 123-101+14-(1 L —-1)-101

~ 100
14
=123-107' + —
990
12191
- 990

Siehe dazu auch Ubungsaufgabe 6.1.
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6.4 Konvergenz- und Divergenzkriteri-

en
Da cine Reihe Y., b, auch nur eine Folge (a;) mit ax = XF_, b,
ist, lasst sich natiirlich jedes allgemeine Konvergenzkriterium fiir
Folgen auch auf Reihen anwenden, beispielsweise das Cauchy-
kriterium: Eine Folge konvergiert genau dann, wenn sie eine

Cauchyfolge ist (Satz 5.4.34 und Proposition 5.4.6). Fiir Reihen
bedeutet dies:

Satz 6.4.1 (Cauchykriterium fiir Reihen) Die Reihe
2. bn
n=1
1st konvergent genau dann, wenn es zu jedem £ > 0 ein N gibt

mit i
an <e firalle k>1>N.
n=l

Beweis. Die Folge (a) mit

k
ag = Z bn
n=1
ist eine Cauchyfolge genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N
gibt mit
lax — a;_1| < e fiir alle k> 1> N.
Weiter ist .
Qp — -1 = Z bn.
n=l

]
Damit erhalten wir eine notwendige Bedingung fiir Konver-
genz, oder anders ausgedriickt, ein Divergenzkriterium:

Corollar 6.4.2 (Nullfolgenkriterium) Konvergiert y.."4 by, so
gilt lim,, 00 b, = 0.
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Beweis. Zu jedem ¢ > 0 gibt es nach dem Cauchykriterium 6.4.1
ein N mit .
n=l

Mit k =1 gilt somit

<eftralle k>[>N.

k| < e fiir alle k> N.
|

Beispiel 6.4.3 Nach Corollar 6.4.2 divergiert die Rethe

M8

(-1)".

1

n

Siehe auch die Ubungsaufgaben 6.2 und 6.4.

Aus dem Satz erhalten wir auch das folgende Kriterium, das
es erlaubt Konvergenz und Divergenz durch Vergleich mit be-
kannten Reihen zu beweisen:

Corollar 6.4.4 (Majorantenkriterium) Ist Y 2, ¢, konvergent
und
[bn| < cn

fiir alle n, dann ist Y.,", b, konvergent.

Beweis. Offenbar sind alle ¢, > 0. Zu € > 0 gibt es ein N mit

k k k k
an < Z|bn| < ch = ch
n=| n=l

n=l n=l[

<efiiralle [, k>N

oo

und somit ist >,

gent. H

Man bezeichnet dann Y7, ¢, als eine konvergente Majo-
rante von Y7, b,. Verwendet man die Negation des Corollars,
d.h. folgert man aus der Divergenz von .., b, die Divergenz von
Ymoq Cn, dann nennt man ;7 b, auch eine divergente Mino-
rante von Y-, ¢,. Zum Majorantenkriterium siehe auch Aufga-

be 6.3 und 6.5.

b, nach dem Cauchykriterium 6.4.1 konver-
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Beispiel 6.4.5 Die Reihe

Z:: + 1000

ist divergent. Anderenfalls wdre wegen

1 1< 1
1001 7n ~ n+ 1000

auch

Z:: 1001 n

konvergent, wegen Satz 5.3.17 angewendet auf das Produkt von
Folgen
k 1
1001 - —
(Z 1001 - n) nz:ln
also auch die harmonische Reihe. Dies ist im Widerspruch zu
Beispiel 6.2.5.
In MAPLE konnen wir dies tuberprifen durch:

sum(1/(n+1000),n=1..infinity);

(e e]

Beispiel 6.4.6 Fir eine Folge (d,) mit |d,| < 1 fir alle n und
0 <x <1 konvergiert die Reihe

i d,x"

n=0

denn
|dp2"| < 2"
und die geometrische Reihe konvergiert nach Satz 6.5.1.

Die geometrische Reihe Yo" x™ ist also eine konvergente Ma-
. oo
jorante von Y. o d,x"™.

Aus dem monoton-beschrankt-Kriterium (Satz 5.4.28) erhal-
ten wir direkt:

Satz 6.4.7 (Monoton und beschrinkt) Eine Reihe Y, b,
mit b, > 0 fir alle n konvergiert genau dann, wenn die Folge
YF_ b, von oben beschrinkt ist.



6. REIHEN 167

Beweis. Die Folge der Partialsumme a, = Y*_, b, ist von oben
beschrankt und monoton wachsend, denn alle b, >0. =

Corollar 6.4.8 Fir seN, s> 1 konvergiert die Reihe
> 1
n=1 n®

Beweis. Nach Satz 6.4.7 miissen wir nur zeigen, dass die Parti-
alsummenfolge a, = ¥¥_, L von oben beschrinkt ist: Zu jedem

n=1ps

k gibt es ein w mit k£ < 2% -1 und es gilt

i

w 2 -1 1
apapg =3, ), —
i=1 p=oGi-1) 1
< -
<22 5

<
1l
—_

L

1 s B 1
2(i-1) ] 1 -91-s

mit Satz 6.3.1 zur geometrischen Reihe. m

7

Il
o

Beispiel 6.4.9 Den Grenzwert kann man nicht so leicht bestim-
men, MAPLE kennt zum Beispiel:
sum(1/n"2,n=1..infinity);
71,2

Auf den Beweis dieser Formel (mit Hilfe von Fourierreihen)
kénnen wir hier nicht eingehen.

Aus Corollar 5.4.12 angewendet auf die Partialsummenfolge
erhalten wir:

Satz 6.4.10 (Quotientenkriterium) Sei Y,°, b, eine Reihe
mit b, # 0 fir alle n. Gibt es ein 0 < A <1 mit

bn+1

<\ fiir alle n

n

dann st die Reithe konvergent.
Beweis. Fiir die Partialsummenfolge a;, = ¥F_, b, gilt
|an+1 - anl = |bn+1| <A |bn+1| =A |an - CLn—1|

also ist (ay) nach Corollar 5.4.12 eine Cauchyfolge. m
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Beispiel 6.4.11 Der Satz ist falsch fir A =1, beispielsweise gilt
fiir b, = %, dass
n

= <1 fiir alle n,
n+1

bn+1

bn

aber die harmonische Rethe Y>>, % konvergiert nicht.

Beispiel 6.4.12 Nach Corollar 6.4.8 ist die Rethe Y, # kon-
vergent, aber das Quotientenkriterium ist nicht anwendbar, denn
n2

lim —— =

ntoo (14 1)2

Beispiel 6.4.13 Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die
Reihe Y77 L

n=1 2n
(n+1)2
o 1 1 1 1 8
2n+1 2 2
S (14 2)2<=(1+2)2=2
n 2( n) _2( 3) 9

fiir allen > 3 und somit ist Yy, 5 g—j konvergent. Da die Anderung
endlich vieler Summanden fiir die Konvergenz keine Rolle spielt,

ist auch Y74 g—: konvergent.
Siehe auch Ubungsaufgabe 6.4.
Corollar 6.4.14 Die Exponentialrethe

n

n:07u
ist fiir jedes x € R konvergent.

Beweis. Da R Archimedisch ist, gibt es ein N € N mit N > 2|x|.
Dann ist

xn+1

(n+1)!
x’n
n!

fir allen> N

<

‘ T 1
2

n+1

) 1

also konvergiert mit dem Quotientenkriterium die Reihe 377\ —a™.
Da die Anderung endlich vieler Summanden fiir die Konvergenz
keine Rolle spielt, konvergiert auch die Exponentialreihe. m

Abschliessend zeigen wir noch ein Kriterium, fiir das wir noch
keine Entsprechung in der Sprache der Folgen kennengelernt ha-
ben:
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Satz 6.4.15 (Leibnizkriterium) Ist (c,) eine monoton fallen-
de Nullfolge, dann konvergiert die Reihe

i(_l)ncn

Beweis. Da (¢, ) monoton fallend ist gilt fiir die Partialsummen-
folge aj, = YF_, (~1)"¢,, dass

IN
IN

ap < as as
< < <
Gy 2 Q4 2 Qg 2

Somit ist (ag ) monoton fallend und von unten beschréankt durch
a1 . Ebenso ist (agx.1) monoton steigend und von oben beschrankt
durch a,. Mit Satz 5.4.28 sind also beide Folgen konvergent, und

lim (agx, — Gogs1) = lim copyq = 0.
k—oo k—o0

Sei a = limy_, o @op = liMy_, o @op,1. Zu jedem € > 0 gibt es also N;
und Ny mit

lagk, — al < € fiir alle k > Ny

|a2k+1 - CL| < ¢ fir alle k > N2

also
lay —a| < e fur alle k& > max{Ny, N2}.

d.h. (ay) ist konvergent. m

Beispiel 6.4.16 Die alternierende harmonische Reihe
o0 n 1
> (1)~
n=1 n

konvergiert. In MAPLE konnen wir berechnen:
sum((-1) "n/n,n=1..infinity);
-1In(2)
Der Grenzwert lisst sich mit Hilfe der Logarithmusreihe

In(z) = Z )”1 (z=1)"
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schreiben, die fir 0 < x < 2 konvergiert. Die Konvergenz folgt fiir
0 < x < 2 mit der geometrischen Reihe als konvergente Majorante,
und fiir x = 2, wie gerade gesehen, mit dem Leibnizkriterium. Fir
x = 0 erhalten wir die Rethe =Y, %, die nach Beispiel 6.2.3
tber die harmonische Reihe divergiert.

Zum Leibnizkriterium siehe auch Ubungsaufgabe 6.4.

6.5 Absolute Konvergenz

Kann man Reihen addieren und multiplizieren? Die Addition
und Multiplikation mit einer Konstanten ist einfach:

Bemerkung 6.5.1 Sind Y., b, und ¥.,> ¢, konvergent und \ €
R, dann sind Y5> (by + ¢,) und ¥,°0(Ab,) konvergent und

i(bn+cn) = ibn+ icn
n=0 n=0 n=0
S (Ab) =AY b,
n=0 n=0

Beweis. Folgt direkt aus Satz 5.3.17 angewendet auf die Parti-
alsummenfolgen. m

Was ist aber mit dem Produkt? Ebenso aus Satz 5.3.17 er-
halten wir, dass die Folge

9r = (Znz0bn) (Xhiz0Cm)

konvergiert und diese Folge gegen das Produkt der Grenzwer-
te konvergiert. Um das Produkt als Reihe, d.h. als Folge von
Partialsummen zu schreiben, miissen wir eine Sortierung der
Summanden b,,¢,,, wiahlen. Der Grenzwert héngt leider im All-
gemeinen von der Sortierung ab. Wie wir in Beispiel 6.5.3 sehen
werden, kann es sogar passieren, dass eine Sortierung der Sum-
manden als Reihe konvergiert und eine andere Sortierung nicht.
Unter einer starkeren Voraussetzung kann man allerdings zeigen,
dass die Sortierung fiir Konvergenz und Grenzwert keine Rolle
spielt. Ublicherweise sortiert man die Summanden b,c,, dann
nach n +m:
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Definition 6.5.2 Das Cauchyprodukt von Y>> b, und >,"cp
ist die Rethe -

>,

k=0

mit der Diagonalsumme

k
dk = Z bnck—n-
n=0

Abbildung 6.1: Diagonalsumme

Siehe dazu Abbildung 6.1. Wann aber konvergiert das Cauchy-
produkt? Konvergenz von 7>, b, und Y7 ¢, reicht dazu leider
nicht:

Beispiel 6.5.3 Nach dem Leibnizkriterium 6.4.15 konvergiert
die Reihe

"

Z( vn+1

aber das C’auchyquadrat (d.h. das Cauchyprodukt der Reihe
mit sich selbst) divergiert.

Beweis. Mit b, = (- 1)” = ist die Diagonalsumme im Cauchy-
produkt

: ()" (Dt
dy = b, bi—y, =
g T;) o Z\/n+1\/k’ n+1

S !

w0/ (n+1)(k-n+1)
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Fiir alle z,y > 0 gilt die Ungleichung zwischen dem geome-
trischen und arithmetischen Mittel

xr+y

VIY L 7

denn §(z +y)? -zy = (z-y)? > 0.
Damit erhalten wir

ko9 2(k+1)
di| > = >1.
|’“'"Zk+2 k+2

n=0

Somit ist dj keine Nullfolge, also ist nach Satz 6.4.2 die Reihe
Yroo di nicht konvergent. m

Definition 6.5.4 Die Reihe Y., b, heifst absolut konvergent,
wenn

o0

2 [bal

n=0

konvergent ist.

Proposition 6.5.5 Jede absolut konvergente Reihe ist konver-
gent.

Beweis. Mit der Dreiecksungleichung ist

k k
Zlbn ng|bn|,

das Cauchykriterium 6.4.1 liefert also die Behauptung. m

Beispiel 6.5.6 Die alternierende harmonische Reihe Yooy (-1)"+
1st nach dem Leibnizkriterium 6.4.15 konvergent, nach Beispiel

6.2.3 aber nicht absolut konvergent.

Beispiel 6.5.7 Die geometrische Reihe ist absolut konvergent

fir x| < 1, denn
k 1 | |k+1

n_ — |
2=

n=0

konvergiert fiir k — oo nach Lemma 5.4.9.
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Corollar 6.5.8 Jede Reihe, die das Majorantenkriterium erfillt,
15t absolut konvergent.

Beweis. Folgt sofort aus dem Beweis von Satz 6.4.4, da wir dort
Y, |bn| abgeschiitzt hatten. m

Corollar 6.5.9 Jede Reihe, die das Quotientenkriterium erfullt
st absolut konvergent.

Beweis. Gilt fiir Y, by, dass

bn+1

< )\ fiur alle n

n

erhalten wir

|bns1] < |01 A™

also ist |b1]- YF_, A" eine konvergente Majorante. m
Insbesondere folgt das Quotientenkriterium aus dem Majo-
rantenkriterium mit der geometrischen Reihe als Majorante.

Beispiel 6.5.10 Die Exzponentialrethe

ist fiir jedes x € R absolut konvergent, da sie nach Corollar 6.4.1/
das Quotientenkriterium erfillt.

Satz 6.5.11 (Cauchyprodukt) Sind ¥.;°,b, und Y, _, Cm ab-
solut konvergent, dann ist das Cauchyprodukt absolut konvergent

B ()= (E0)H(E)

r k
ZZbckn— Z bncm

k=0n=
gr= (X Zob)(Zm ocm)

siehe dazu Abbildung 6.2. Nach Definition ist

Beweis. Sei
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Abbildung 6.2: Summanden der Folgen (b,) und (g,).

) k
TILI?O br = Z (Z bnck—n)

k=0 \n=0

das Cauchyprodukt, und nach Satz 5.3.17 gilt

lim g, = (i bn) . (i cn)
r—eo n=0 n=0

Wir miissen also zeigen, dass

lim b, = lim g,.
Man beachte, dass b, = g, im Allgemeinen nicht gilt.

Da nach Voraussetzung Y o> |0, und Y>> |, | konvergent sind,
konvergiert nach Satz 5.3.17 auch die Produktfolge

Gr = (Znoolbal) (o leml) -
Mit _
by = Z ’anCm|

n+msr

gilt _

b, <G, < lim g,

7 —>00

Somit ist b, monoton wachsend und von oben beschrinkt, nach
Satz 5.4.28 also konvergent. Da mit der Dreiecksungleichung

k
Z bnck—n < bra
n=0
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ist die Cauchyproduktreihe Y ;7 (Zﬁ:o bnck_n) nach dem Majo-
rantenkriterium (Corollar 6.5.8) absolut konvergent.
Mit Satz 5.4.36 und Lemma 5.4.38 angewendet auf

gr < b2r < §2r

(sieche Abbildung 6.3) folgt

Abbildung 6.3: Die Folgen (3,), (bs,) und (o).

hmr—»oo g?" < limr—wo b27" < hmr—wo g?’r

liIn'r’—wo b’l‘ limr—wo g’/‘

also _
lim g, = lim b,.
Da mit der Dreiecksungleichung
|9 = b, <G _Zr
folgt
lim g, = lim b,.
]
Siehe dazu auch Ubung 6.6.
Allgemeiner kann man zeigen: Falls 7> b, und ¥ 7, ¢, ab-
solut konvergent sind, ist auch Y72 ba, (k) Cas (k) fiir jede bijektive
Abbildung a : Ny - Ny x Ny, & = (a1(k), aa(k)) absolut konver-

gent, und

> bas (k) Can (k) = (Z bn) : (Z Cn)
k=0 n=0 n=0
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Statt der Sortierung der Summanden im Cauchyprodukt kann
man also auch jede andere Sortierung wéhlen. Man kann auch
zeigen, dass es, falls }.,7 b, konvergent, aber nicht absolut kon-
vergent ist, zu jedem r € R eine bijektive Abbildung o« : Ny - Nj
gibt mit 332 ba(ny = 7. Durch Umsortieren erhélt man also jede
beliebige reelle Zahl.

Mittels des Cauchyprodukts folgt direkt die Funktionalglei-
chung der Exponentialfunktion:

Corollar 6.5.12 Fiir alle x,y € R gilt
exp(z +y) = exp(z) - exp(y)

Beweis. Nach Beispiel 6.5.10 ist die Exponentialreihe absolut
konvergent. Mit dem Binomialsatz 4.2.20 ist die Diagonalsumme

k pn yk—n 1 K
dp= ) — =—
g nz;)n! (k-n)! n! 7;)( )
1 k
ZH(SUJFZJ)

Somit liefert Satz 6.5.11 die Behauptung

Eateror (&) (Ze)

m=0

6.6 Ubungsaufgaben

Ubung 6.1 Bestimmen Sie die rationalen Zahlen, die durch die
folgenden unendlichen periodischen Dezimalbriiche dargestellt wer-
den:

r1 =0.44...

ro =0.1212...

r3 = 0.0369369...

ry = 0.846153846153...

Ubung 6.2 Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz,
und berechnen Sie im Falle von Konvergenz den Grenzwert:
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1) Ynso (277 +37)
2) Tovo ot

3) Yoo (-1)" 5
4) Ty

Ubung 6.3 1) Zeigen Sie: Sind (a,), . und (b,), o Folgen
m Rog mit "
lim — = C(EH£>0

n—oo
n

dann gilt

Z a, konvergiert < Z b, konvergiert

n=1 n=1

Welche Implikation gilt fir c =07

Hinweis: Majorantenkriterium.

2) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
(V- 2)2 %0
Z: 24t +1 nz::l n

Ubung 6.4 Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:

1) T S

2) v, L)

3) ok

Ubung 6.5 Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz,
und berechnen Sie im Falle von Konvergenz den Grenzwert:

)n+k

1) 0 oo (1) (3

4
2) E:n 3 n2n§n+2
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Ubung 6.6 Bestimmen Sie, fiir welche z € R die Reihe

§(n+1)-x”

konvergiert und geben Sie den Grenzwert als Funktion von x an.
Hinweis: Schreiben Sie die Reihe als Quadrat einer anderen

Reihe.

Ubung 6.7 1) Sei (b,), . eine beschrinkte Folge in R und
Yoo Gy absolut konvergent. Zeigen Sie, dass dann auch
Yoo buay, absolut konvergent ist.

2) Geben Sie ein Gegenbeispiel fir diese Aussage, falls Y07 ap
konvergent, aber nicht absolut konvergent ist.

3) Zeigen Sie, dass

i n?-13n"
=n?2+n4n

absolut konvergent ist.



7

Funktionen

7.1 Ubersicht

Gegeben sei eine Abbildung
fiR->R

und a < b mit f(a) <0 und f(b) > 0. Lésst sich der Graph von f
ohne Absetzen des Stifts zeichnen (d.h. f ist stetig), so sollte es
eine Nullstelle a < z < b von f geben, d.h. ein z mit f(z) = 0.
Warum ist das so und wie findet man ein solches z theoretisch
oder praktisch mit dem Computer? Wir konstruieren z mittels
Intervallhalbierung: Sei

ap =a b1=b

Wir konstruieren Folgen (a,) und (b,) induktiv (siehe dazu Ab-
bildung 5.9). Sind a,, und b,, konstruiert, sei

_ap t+by,
2

C

Falls f(c) = 0 haben wir eine Nullstelle gefunden und stoppen.
Anderenfalls setze

(pi1 =C bpi1 = by, falls f(c) <0

und
Qps1 = Qp, bpi1=c¢ falls f(c) > 0.

179
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Damit erhalten wir eine monoton wachsende Folge (a,) die von
oben durch b beschréankt ist, und eine monoton fallende Folge
(b,) die von unten durch a beschrankt ist, denn

GSCLnSGn+1Sbn+1SbnSb
Nach Satz 5.4.28 sind (a, ) und (b,) also konvergent. Wegen

1

by — ay, = (5)71—1 (b-a)

und Lemma 5.4.38 gilt

a < lim a, = lim b,, <b.

n—oo n—oo

und
lim f(a,) <0und lim f(b,) > 0.

Schreibe

z:= lim a, = lim b,

n—>00 n—oo

Angenommen fiir jede konvergente Folge (z,,) gilt
f(lim z,) = lim f(z,).

Diese Eigenschaft bezeichnen wir auch als Stetigkeit von f.
Dann ist

0< lim f(ba) = F(lim b,) = /() = f(lim a,) = im f(a,) <0

also

f(z)=0.
Damit haben wir bewiesen, dass eine stetige Funktion f mit f(a) <
0 und f(b) > 0 eine Nullstelle a < z < b hat. Auerdem erhalten
wir einen Algorithmus, der die Nullstelle z als Grenzwert einer
Folge beschreibt. Siehe auch Ubung 7.1.

Dieselbe Idee wurde schon in Beispiel 5.4.15 und in Corol-
lar 5.4.39 verwendet. Den Stetigkeitsbegriff haben wir dort fiir
f(x) = 22 nur implizit verwendet, indem wir mittels Satz 5.3.17
gefolgert haben, dass

(lim an)2 = lim a2.

n—00 n—o0
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7.2 Definition und Beispiele

Definition 7.2.1 Sei D c R. FEine Abbildung f : D — R heifst
Funktion.

Der Graph von f st
Graph(f) = {(z, f(x)) |z € D}
In der Praxis kommen oft Mengen D der folgenden Form vor:

Definition 7.2.2 Teilmengen von der Form

[a,b] = {xeR|a<z<b}
[a,b] = {xeR|a<z<b}
]a,b] {reR|a<x<b}
la,b[ = {zeR|a<z<b}

mit a < b bezeichnen wir als Intervall. Wir schreiben auch

[a,00[ = {xeR|a<z}

Joo,b] = {zeR|z<b}
Ja,o0[ = {zeR|a<z}
Joo,b] = {zeR|xz<b}

Siehe dazu Abbildung 7.1.
Beispiel 7.2.3 Jedes Polynom
f=a, X"+.. . +a1 X +aqg e R[X]

gibt durch Einsetzen (siehe Bemerkung 4.2.17) eine Polynom-
funktion

fr R - R

r v f(x)=a,2"+..+a1x+ag

die wir mit demselben Symbol f bezeichnen. Der Grad der Po-
lynomfunktion ist der Grad des definierenden Polynoms.

Beispielsweise liefert f = X2 — 2 die Parabelfunktion f:R —
R, x — 22 =2, fiir den Graphen von f siehe Abbildung 7.2. Das
Polynom f = X3 - X gibt Abbildung 7.5. In Aufgabe 7.1 suchen
wir eine Nullstelle einer Polynomfunktion vom Grad 5(Abbildung
7.12).
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[a,b] a b
[a,b] a b
a,b] a b
la,b] a b
[a,] . >
kob] < ’
Ja,o0] . >
kodl < ’

Abbildung 7.1: Intervalle

Beispiel 7.2.4 Nach Satz 6.4.1/ erhalten wir die Exponenti-
alfunktion

exp: R - R
v o exp(z) = £y o
siehe Abbildung 7.4.

Beispiel 7.2.5 Nach Beispiel 6.4.16 erhalten wir aus der Loga-
rithmusrethe eine Funktion

10,2] - R
e In(a) =¥, S (e - 1)

n

siehe Abbildung 7.5. Wir werden zeigen, dass sich diese auf ganz
10, 00[ zu der Logarithmusfunktion

In:]0,00[> R

fortsetzt.
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-2

Abbildung 7.2: Parabelfunktion

Beispiel 7.2.6 Corollar 5./.39 liefert die Quadratwurzelfunk-

tion
\/_: [O,oo[ - R
x > T
siehe Abbildung 7.6.

Beispiel 7.2.7 Sind p(X),q(X) € R[X] Polynome, dann erhal-

ten wir die rationale Funktion

g: D - R
p(z)
& q(@)
wober
D={zeR|g(x)#0}.
Fur
p X%+1
g X2-1
18t beispielsweise
D :R\{_Ll}

siehe Abbildung 7.7.
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2

Abbildung 7.3: Eine Polynomfunktion vom Grad 3

Beispiel 7.2.8 Ist f : D - R eine Funktion und E c D, so
ist die Einschrinkung f |p: E - R, © — f(x) wieder eine
Funktion.

Beispiel 7.2.9 Die durch die geometrische Reihe definierte Funk-
tion
g: |-1L,1[ - R
x >y

ist eine rationale Funktion, denn nach Satz 6.3.1 gilt

1
1-x

g9(x) =

Siehe dazu Abbildung 7.8.

7.3 Stetigkeit und Zwischenwertsatz

Notation 7.3.1 Sei f: D — R eine Funktion und a € D. Gilt
fiir jede Folge (z,) in D mit

lim z,, = a

n—00
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1014

Abbildung 7.4: Exponentialfunktion

dass
lim f(z,)=c

dann schreibe
lim f(z)=c

Betrachten wir nur Folgen mit x,, < a so schreiben wir
lim f(x) =c

Tr—a
r<a

analog fir > und #.

Wir verwenden die Notation auch allgemeiner fiir a € R. Dann
setzen wir noch voraus, dass es iiberhaupt eine Folge (z,,) in D
gibt mit lim,, . x, = a. Falls a € D ist, gibt es immer eine solche
Folge, namlich die konstante Folge x,, = a. Weiter verwenden wir
die Notation auch fiir @ = +co und ¢ = +oo0.

Beispiel 7.3.2 Fir die rationale Funktion

_a:2+1
Cr2-1

f(x)
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24

—1-

_o4

Abbildung 7.5: Logarithmusfunktion

aus Beispiel 7.2.7 gilt z.B.

lim f () = —co,

x<1
da fir v < 1 nahe bei 1 der Nenner x? —1 < 0 ist und sich 0
anndhert, wihrend der Zdahler > 1 ist.

Man kann die Aussage aber auch etwas formaler zeigen: Sei
(z,,) eine beliebige Folge mit x, < 1 und lim, oz, = 1. Dann
gilt fir den Nenner lim, .(22 —1) = 0 und fir den Zdihler
lim,, (22 +1) =1, also

. |22 +1
lim |— = 00.
novoo |22 — 1
Weiter gibt es ein N mit |z, — 1| < 1, also 22 -1 <0, also ﬁéj <0

fir alle n > N. Damit ist

2
T, +1

lim =
n—oo 2 — 1

Definition 7.3.3 Eine Funktion f: D — R heifit stetig in a €
D, wenn

—00.

lim /() = f(a)
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0 T P 3 a

Abbildung 7.6: Quadratwurzelfunktion

Weiter heifsit f stetig, wenn f in jedem a € D stetig ist.

Nach Definition ist die Funktion f : D — R also stetig in
a € D, wenn fiir jede Folge (z,) in D mit lim,,_ x, = a gilt
f(lim z,,) = lim f(x,).

Die Funktion ist stetig, wenn diese Gleichung fiir jede konver-
gente Folge (z,) in D mit Grenzwert in D gilt.

Beispiel 7.3.4 Polynomfunktionen und rationale Funktionen sind
stetig. Dies folgt aus:

Satz 7.3.5 Sind f: D - R und g: D — R stetig, so auch
f+9:D—=>R, zw f(z)+g(x)
und
fr9:D->R, ze f(x) g()
Ist f(x) #0 fir alle x € D, so ist auch
1 1

piP RS
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104

Abbildung 7.7: Rationale Funktion

Sind f: D —R und g: E - R stetig mit f(D) c E, dann ist
auch die Komposition

gof:D—>R, xrg(f(z))
stetig.

Beweis. Fiir jede konvergente Folge (x,,) mit Grenzwert in D
gilt
f(lim z,) = lim f(z,)

ebenso fiir g. Somit gilt mit Satz 5.3.17
(f+9)(lim x,) = f(lim x,) + g(lim z,,)
= lim f(x,)+ lim g(z,)
~lim (/) + 9(20))
- lim ( + 0)(z)

Ebenso zeigt man die Aussage fiir das Produkt, das Inverse und
die Komposition. m
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1014

Abbildung 7.8: Geometrische Reihe

Beispiel 7.3.6 Die Ezponentialfunktion ist stetig.

Beweis. Wir zeigen Stetigkeit in a € R. Mit der Funktionalglei-
chung (Corollar 6.5.12) erhalten wir

}}l% exp(x) = y_{rclb(exp(a) ~exp(z —a))
= exp(a) }JI_IE exp(z —a)
=exp(a) 'l;i_l?é exp(x)
= exp(a)
mit dem folgenden Lemma: =
Lemma 7.3.7 lim,_qexp(z) = 1.
Beweis. Fir alle |z| <1 gilt

1

Z_

3| < 3 el = el 3

s@pi(%) 1:2 2]

lexp(z) - 1] =
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mit der Dreiecksungleichung angewendet auf die Partialsummen,
n-1
Satz 6.3.1 {iber die geometrische Reihe und % < (%) .
Sei (x,,) eine beliebige Folge mit lim,, .o 2., = 0. Es gibt also

ein M mit |x,,| < 1 und somit
lexp(@m) — 1] < 2+ |2y,

fir alle m > M. Also gilt lim,,,cc exp(z,) = 1. m
Wie im einleitenden Abschnitt 7.1 schon gezeigt, gilt fiir ste-
tige Funktionen:

Satz 7.3.8 (Nullstellensatz) Ist f : [a,b] - R stetig mit f(a) <
0 < f(b), dann hat f eine Nullstelle (ebenso falls f(a) > 0 >

f())-

Beispiel 7.3.9 Fiir die Parabelfunktion f:R - R, x — 22-2 in
Abbildung 7.2 ist der Satz anwendbar mit [a,b] = [0,2], ebenso
fur die rationale Funktion

fi R0} - R

(Abbildung 7.9), indem wir diese z.B. auf das Intervall [a,b] =

[%, 2] einschrinken.

€T >

Beispiel 7.3.10 Auf die rationale Funktion
f: R\{{-1,1} - R

X

z2-1

lasst sich der Satz nicht anwenden, denn es gibt kein Intervall
[a,b]C]R\{—l,l}

mit f(a) < 0 und f(b) > 0, siche Abbildung 7.7. Die Funktion
hat aber auch keine Nullstelle.

Ebenso konnen wir den Satz nicht anwenden auf die Para-
belfunktion f : R - R, x — z2. Diese hat zwar eine Nullstelle
wm x =0, wechselt aber nicht das Vorzeichen. Wir kénnen diese
Nullstelle also nicht mit der Intervallhalbierungsmethode finden.
Das Newtonverfahren, das wir in Aufgabe 8.7 kennenlernen
werden, ist dagegen anwendbar.
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_24

4

—6

—8 -

—10-

Abbildung 7.9: Rationale Funktion mit 2 Nullstellen

Aus dem Nullstellensatz folgt sofort der noch etwas allgemei-
nere Zwischenwertsatz:

Corollar 7.3.11 (Zwischenwertsatz) Eine stetige Funktion f :
[a,b] = R nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis. Sei f(a) < yo < f(b) oder f(a) > yo > f(b). Wende
den Nullstellensatz an auf g(z) = f(z) — yo. Somit gibt es ein
xg € [a,b] mit g(zo) =0 d.h. f(zg)=yo. m

7.4 Potenzreihen

Im letzten Abschnitt haben wir schon gesehen, dass man Funk-
tionen durch eine Reihenentwickung definieren kann, z.B. die
Exponentialfunktion. Dies wollen wir hier noch etwas genauer
untersuchen. Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, besit-
zen Potenzreihen die sehr niitzliche Eigenschaft, dass man sie in
ihrem Konvergenzbereich gliedweise ableiten kann.

Definition 7.4.1 Eine Potenzreihe ist eine Reihe

P(x) = i apx"
n=0
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mit a,,x € R.

Lemma 7.4.2 st P(xy) konvergent, dann ist P(x) konvergent
fir alle |x| < |zo.

Beweis. Nach Corollar 6.4.2 ist a,z{ eine Nullfolge, also gibt es
nach Lemma 5.3.21 ein C'> 0 mit |a,xj| < C fiir alle n. Wegen

:L,’n

<C-

n n T

|anz"| = lanzg| - |—

Zo Lo

ist P(x) nach dem Majorantenkriterium (Corollar 6.4.4) abso-

lut konvergent, denn C'- Y2 ‘%r ist nach Satz 6.3.1 {iber die
geometrische Reihe konvergent. m

Definition 7.4.3 Der Konvergenzradius von P ist
r(P) =sup{z e R| P(z) konvergiert}.

Nach dem Lemma ist 7(P) > 0, wobei auch r(P) = oo mdoglich
ist.

Corollar 7.4.4 Eine Potenzreihe P(x) konvergiert absolut fiir
alle x mit |x| < r(P) und divergiert fiir alle x mit |x| > r(P).

Beweis. Fiir |z| < r(P) gibt es nach der Definition des Supre-
mums ein r mit || < r < r(P) und P(r) konvergent, also ist nach
Lemma 7.4.2 P(x) absolut konvergent.

Wire P(x) fir |z| > r(P) konvergent, dann gibe es nach
dem Lemma ein r mit |z| > 7 > r(P) und P(r) konvergent, also
r(P) >r, ein Widerspruch. m

Wie wir gleich anhand von Beispielen sehen werden, kann
man fiir |z| = r(P) keine allgemeine Aussage machen.

Nach Corollar 7.4.4 liefert jede Potenzreihe P(z) eine Funk-
tion

p: ]-r(P),r(P)[ - R
x —  P(x)

Beispiel 7.4.5 Die geometrische Reihe

P(x) = Z)x”
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hat Konvergenzradius
r(P) =1,

denn nach Satz 6.3.1 konvergiert sie fir|z| < 1 und divergiert fir
x =1 (nach dem Nullfolgenkriterium Corollar 6.4.2). Da

[e o]
> -
n=0

konnte man meinen, dass die Rethe vielleicht fir alle x # 1 kon-
vergiert. Corollar 7././ zeigt, dass die Polstelle bei x =1 Kon-
vergenz fiir x > 1 und, erstaunlicherweise, auch symmetrisch fiir
x < =1 verhindert.

Oft ist es niitzlich den Nullpunkt in xzg € R zu verschieben.
Dies erlaubt es uns, z.B. die Logarithmusreihe aus Beispiel 6.4.16
als Potenzreihe aufzufassen:

Bemerkung 7.4.6 Eine Reihe Q(x) = Y07y an(x—19)" bezeich-
nen wir als Potenzreithe im Entwicklungspunkt x, und wir
setzen m(Q) = r(Xorganx™), denn Q(z) konvergiert im Konver-
genzradius r(Q) um xo. Damit erhalten wir eine Funktion

Q: Jro-r(P),zo+r(P) - R
x > Y an (= x)”

Beispiel 7.4.7 Wie wir schon in Beispiel 6./.16 gezeigt haben,
konvergiert die Logarithmusrethe

1)n 1

In(z) = Z -1)"

fir 0 < x <2 und divergiert fir x =0 (harmonische Reihe), wegen
zo =1 st also

r(ln) = 1.

Die beiden Beispiele zeigen, dass man den Konvergenzradius
einer Potenzreihe in konkreten Fillen oft durch Konvergenzbe-
trachtungen fiir Reihen bestimmen kann. Der folgende Satz gibt
mit Hilfe des Quotientenkriteriums eine allgemeine Formel:
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Satz 7.4.8 Sei P(x) = Y2, a,x™ eine Potenzreihe mit a, + 0
fiir alle n. Dann gilt

1
r(P) =
(P) lim,, o0 [22£L

an

falls der Grenzwert existiert (im Sinne von Konvergenz oder un-
1

eigentlicher Divergenz, wobei wir 5 = oo und % =0 setzen).

Beweis. Nach dem Quotientenkriterium 6.4.10 ist P(z) fiir

2] - lim |22

n—00

<1

Qn

konvergent, denn dann gibt es ein N und A < 1 mit

1
Api1 T An+1 ..
| = x| [ =] < ) fiir alle n > N.

Apx™ n
Ist andererseits
. An+1
|z| - lim |[——| > 1,
n—o0 an

dann gibt es ein N und A\ > 1 mit

An+1

> A fiir alle n > N,

an+1xn+1
— =l

apx™

n

und somit ist a,x™ keine Nullfolge. m

Beispiel 7.4.9 Der Konvergenzradius der Exponentialreihe

exp(x) = Z —z"

151 ] 1
F(exp) = ————— = = = co.
limy, .o |55

Fiir weitere Beispiele siehe auch Aufgabe 7.3.

Beispiel 7.4.10 Fir die Cosinusrethe

1)”
2n)'

cos(zx) = Z
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Abbildung 7.10: Cosinus

180
r(cos) = oo,

also erhalten wir die Cosinusfunktion

cos: R - R,
siehe Abbildung 7.10.
Beweis. Fiir die Reihe
© (_1)n
P(x) = nZ:O ((Qn))' "
ist | .

r(P) =

' — = — =00
hmn_"x’ ‘2n+2|

Somit konvergiert P(z) fiir alle z € R, und damit auch cos(x) =
P(z?%). m

Beispiel 7.4.11 FEbenso zeigt man r(sin) = oo fir die Sinus-

rethe < (L1)r
: _ B 2n+1
sin(z) = T;) Qs 1)!95

und erhdlt die Sinusfunktion
sin: R - R,
siehe Abbildung 7.11.

Bemerkung 7.4.12 Die Reihen exp, cos und sin kann man
auch fiir x € C als Funktionen C - C definieren. Dabei bezeichnet

C=R+R-¢
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Abbildung 7.11: Sinus

den Korper der komplexen Zahlen mit der Rechenregel i® = —1.
Aus der Reihenentwicklung folgt direkt, dass
exp(i-x) =cos(x) +1i-sin(x)
Somit erhalten wir mit Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
tion (Corollar 6.5.12)
cos(z+y)+i-sin(z+y)=exp(i-(x+y))
=exp(i-x)-exp(i-y)
= (cos(x) +i-sin(x)) - (cos(y) +i-sin(y))
und damit fir alle x,y € R die Additionstheoreme
cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) =sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y).
Ebenso erhalten wir

cos(z)? +sin(x)? = (cos(z) +i-sin(x)) - (cos(z) —i - sin(z))
=exp(i-x)-exp(-i-x) =1

Insbesondere ist [cos(x)| <1 und [sin(z)| < 1 fir alle x € R.

Weiter kann man zeigen, dass cos(x) genau eine Nullstelle
in [0,2] hat. Diese nennt man 3. Aus den Additionstheoremen
folgt, dass

cos(x + 27) = cos(x)

sin(z + 27) = sin(z)

fiir alle x € R. Eine solche Funktion wird auch als periodisch
bezeichnt (hier mit der Periode 27 ).

Zum Beweis der Existenz der Nullstelle verwendet man die
Stetigkeit von cos.

Die Stetigkeit von cos und sin folgt aus folgendem allgemeinen
Satz, auf den wir im ndchsten Kapitel noch allgemeiner zuriick-
kommen werden:
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Satz 7.4.13 Die durch eine Potenzreihe P(x) definierte Funk-
tion 1st stetig.

7.5 Ubungsaufgaben

Ubung 7.1 Sei f: R - R eine stetige Funktion und a < b mit
f(a) <0 und f(b) > 0.

1) Schreiben Sie ein Programm, das mittels Intervallhalbie-
rung eine Nullstelle von f bestimmit.

2) Berechnen Sie damit eine Nullstelle o von
f=32% -5z +1223 - 2022 + 92 - 15

(siehe Abbildung 7.12) bis auf 5 Fliefkommastellen. Ist x
eine rationale Zahl?

20

104

—10+

—20 o 1 2

Abbildung 7.12: Funktion mit einer Nullstelle

Ubung 7.2 Sei f:R - R eine stetige Funktion, die kontrahie-
rend ist, d.h. es gebe ein 0 < X\ <1 mut

|[f(a) = (D) < A-]a—b]
fir alle a,b e R . Zeigen Sie:
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1) Die Folge (a,) definiert durch ay =1 und a, = f(an-1) fir
n > 2 ist eine Cauchyfolge.

2) Es existiert ein Fizpunkt von f, d.h. ein o € R mit f(xy) =
ZIg-

3) Zeigen Sie, dass
1
f(x) = ST+ 2

kontrahierend ist, bestimmen Sie ay,...,as und einen Fiz-
punkt von f (siehe Abbildung 7.13).

3

—1-

-2

-3 ) -1 0 1 2 3

Abbildung 7.13: Fixpunkt einer kontrahierenden Abbildung

Ubung 7.3 Bestimmen Sie fiir die folgenden Potenzreihen je-
weils den Konvergenzradius:

1
Pi(z) = Zﬁxn

n=0

o0 1 n
Py(x) = Z—Qx

n=070
Py(z) =Y n’a"

n=0

Untersuchen Sie die Konvergenz auch fir |z|=r(DB;).



7. FUNKTIONEN 199

Ubung 7.4 Zeigen Sie:

1) Die Potenzreihen

. 00 Z,2k+1
sinh (2) = X0 gpemyr

oo g2k
cosh () = 220 Gy
haben Konvergenzradius r(cosh) = r(sinh) = oo.

2) Fir die Funktionen Cosinus hyperbolicus cosh : R - R
(Abbildung 7.14) und Sinus hyperbolicus sinh : R - R
(Abbildung 7.15) gelten die Additionstheoreme

cosh (z + y) = cosh () cosh (y) + sinh () sinh (y)
sinh (z + y) = cosh (z) sinh (y) + sinh () cosh (y)
cosh (2)* —sinh (z)* = 1

2 1 0 1 2

Abbildung 7.14: Cosinushyperbolicus
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-2 -1 1 2

—1

—21

_34

Abbildung 7.15: Sinushyperbolicus
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Differenzierbarkeit

8.1 Ubersicht

Alle wichtigen Prozesse in der Natur kénnen (in idealisierter
Form) durch Differentialgleichungen beschrieben werden. In
ihrer grundlegendsten Form beschreibt eine Differentialgleichung
eine Beziehung zwischen einer Funktion f(x) und ihrer Steigung
f'(x) der Form
f(x) = a-f(z)

mit einer Konstanten «. Beispielsweise ist das Wachstum f(z)
einer Population f(z) als Funktion von der Zeit z ein Vielfaches
der aktuellen Grofe der Population. In diesem Fall wére also ty-
pischerweise a > 0. Um beispielsweise die Kaninchenpopulation
in Aufgabe 5.5 fiir sehr grofses n als Funktion f(x) der Zeit x
zu beschreiben, wiirde man fiir o die asymptotische Wachstums-
rate a = “T\/S nehmen. Genauso konnte f(x) auch die Ladung
in einem Kondensator sein. Beim radioaktiven Zerfall ist die pro
Zeiteinheit zerfallende Zahl der Teilchen proportional zur Teil-
chenzahl, hier wire also a < 0.

Das Ziel ist es dann, die Menge aller Funktionen zu f(z)
bestimmen, die die Differentialgleichung losen. Der Einfachheit
halber betrachten wir (a =1)

f'(x) = f(x).

Konnen wir ein Verfahren beschreiben, das es uns erlaubt, mit
dem Computer Losungen von Differenzialgleichung zu berech-
nen?

201
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Zunéchst stellt sich die Frage, wie wir die Steigung f'(a)
der Funktion im festgelegten Punkt a herausfinden. Fiir x # a
aber nahe bei a erhalten wir eine Naherung durch die Steigung
der Sekante (Abbildung 7), die wiederum durch den Differen-

zenquotienten
f(x) - f(a)

rT—a
der Funktionswerte und der Argumente gegeben ist. Die Steigung
der Tangente (Abbildung 6) und damit der Funktion in x = a
erhalten wir also durch den Limes
f’(a) - lim f(l’) B f(a)’
zva r-a

falls dieser denn existiert (und dann heift f differenzierbar), sie-
he Abbildung 8.1. Beispielsweise ist die Steigung der Parabel

A

f(x)

-2 21 0 1 2

Abbildung 8.1: Sekante und Differenzenquotient

f(@) =2
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im Punkt z =a
2_,2

f'(a) = lim = - lim(z + a) = 2a.
T=>a T —q@ T—a

Allgemeiner werden wir zeigen, dass
(z") =n-a™ .

Nehmen wir fiir einen Moment an, dass wir Potenzreihen glied-
weise ableiten diirfen und wenden jeweils diese Regel an. Fiir

f(x) =Y apa”
n=0
erhalten wir dann
(@) = > naya™ =Y (n+1)apnz"
n=1 n=0

Die Differentialgleichung
f(@) = f()
ist somit genau dann erfiillt, wenn
(n+ a1 = a, fir alle n

also induktiv, wenn

1
Ay = ao—'
n:

mit ag € R beliebig, d.h.

f(@) = aq-exp(z),

ist ein Vielfaches der Exponentialfunktion (Abbildung 7.4). Um
in einem konkreten Beispiel die Konstante ay zu bestimmen, be-
notigt man noch eine sogenannte Anfangsbedingung, z.B. den
Funktionswert f(0) = ao.

Im Allgemeinen kénnen Differentialgleichungen auch mehre-
re Variablen x, mehrfache Ableitungen von f und von z ab-
héngige Koeffizienten a(x) beinhalten. Neben der gerade dis-
kutierten Wachstumsgleichung ist die wichtigste Differentialglei-
chung sicherlich der harmonische Oszillator, der Schwingungen
beschreibt, wie sie z.B. bei Briicken, beim Taktgeber in einem
Computer oder in der Quantenmechanik auftreten. Fiir ein Bei-
spiel siehe Abbildung 8.11 und Ubungsaufgabe 8.5.
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8.2 Definition und Beispiele

Definition 8.2.1 FEine Funktion f: D — R heifit differenzier-
bar in a € D, wenn

f’(a) .= lim f(l’) B f(a)

e r—a
T+a

existiert und f'(a) heifst Ableitung von f in a. Weiter heifit f
differenzierbar, wenn f in jedem a € D differenzierbar ist und die
Funktion
D >R,z fi(2)
heifst Ableitung von f.
Wir schreiben rekursiv f( = (f0=D) fiir die n-te Ab-
leitung wobei f(O = f (insbesondere ist also f*) = f" und

f(3) — flll)'

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir im Folgen-
den in der Definition von f’(a) nur lim,., und setzen x # a
stillschweigend voraus.

Beispiel 8.2.2 Die konstante Funktion f(x) = c ist differenzier-
bar mit f'(z) = 0.

Beweis. Sei a € R. Es ist
c—c

lim =lim0=0.
T—ar —@q Toa

Beispiel 8.2.3 Monomfunktionen f(x) = x™ sind differenzier-
bar mit

(z™) =na" .
Beweis. Sei a € R. Der Fall n = 0 folgt aus Beispiel 8.2.2. Fiir
n > 1 gilt mit der Teleskopsumme

" -a" = (z-a)(@" " +2"2a+ ... +za" 2 +a" ),
dass
xn _ n
lim =lim(z" '+ 2" %a+ ...+ xa"* +a" ') = na""".
z—a I —q z—a
|

Eine notwendige Bedingung fiir die Differenzierbarkeit ist die
Stetigkeit:
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Satz 8.2.4 Jede differenzierbare Funktion ist stetig.

Beweis. Es ist mit Satz 5.3.17

(7 (2) - £(a)) = i (LD )

= lim f(x) - f(a) Jim(z - a)

z—a T —-aq T—a

=f'(a)-0=0.
]
Beispiel 8.2.5 Die Funktion
f: R - R
. 1 3
N x-sin(;)  firz+0
0 fur x =0

st in x = 0 stetig, aber nicht differenzierbar, siche Abbildung 8.2
fiir den Graphen von f. Fir x + 0 wst f differenzierbar, siehe
Abbildung 8.3 fir den Graphen von f'.

Beweis. Nach Bemerkung 7.4.12 ist ‘sin(%)| < 1 beschrankt, also
. .1
limz-sin(=) =0
z—0 x

und somit f stetig in 0. Dagegen existiert

ulcli% — 0 - £1_I)% sm(;)
nicht. Beispielsweise gilt nach Bemerkung 7.4.12 fiir die Folge

1
Tn = Tomms dass

1
sin(—) = sin(z +2n-m) =1
Ton 2

sin( ):sin(g+(2n+1)-7r):—1.

Lon+1

Siehe Abbildung 8.4 fiir den Differenzenquotienten sin(2).
u
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0.5+

-0.5

Abbildung 8.2: Stetig, aber nicht differenzierbar in z =0

8.3 Ableitungsregeln

Satz 8.3.1 Sind f: D - R und g : D — R differenzierbar, so
auch f+ g mit der Summenregel

(f+g)=f"+g
und f-g mit der Produktregel
(f-9)=f9g+f" g

Falls g(x) # 0 fiir alle x € D, dann ist auch % differenzierbar mit
der Quotientenregel

(g)’zg-f’g;f-g’
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U \9& 0.4

-4

Abbildung 8.3: Ableitung von z -sin(1) fiir  # 0.

Beweis. Wir zeigen die Produktregel ausfiihrlich: Sei a € R. Es
gilt mit Satz 5.3.17

1 9 (@) = (f - 9)(a)

T—a r—a

S
f(z) - f(a)

=lim
r—a

= f'(a)-g(a) +g'(a) - f(a),

wobei lim,_, g(z) = g(a) wegen Satz 8.2.4. Die Summen- und
die Quotientenregel zeigt man analog. m
Aus Satz 8.3.1 und Beispiel 8.2.3 folgt direkt:

lim g(x) + lim 9(2) : CgL(a) - f(a)

T—=a €T

Corollar 8.3.2 Polynomfunktionen und rationale Funktionen sind
differenzierbar.



8. DIFFERENZIERBARKEIT 208

Abbildung 8.4: Differenzenquotient.

Beispiel 8.3.3 Fir f:R\{0} >R, z ~ - gilt

1Yy 1
(E) =-n: xn+1
Satz 8.3.4 (Kettenregel) Sind f : D - R und g : E - R

differenzierbar und g(E) c D, so ist fog: E - R differenzierbar
und

(fog) =(fog) 9.
Beweis. Sei a € E. Fir

LW=Ie@)  fi 2+ g(a)
By < ~g(a)
(y) { f,(‘lfq(ga)) fir y=g(a)

gilt, da f differenzierbar ist, dass

Jim h(y) = £'(9(@)
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und
f() - f(g(a)) =n(y)-(y-g(a))

also

lim f(g(m)) f(g( ) lm(h(g( ))9(33) g(a))

r—a

- (). hngw
= f'(9(a))-g'(a).
u
Beispiel 8.3.5 Fiir f(x) = (2% +1)3 ist
f(z)=3(2*+1)?-2x

In MAPLE konnen wir die Ableitung berechnen mit:
diff((z~2+1)°3,z);
6(x2+1)%x

8.4 Ableiten von Potenzreihen

Den folgenden Satz kénnen wir leider im Rahmen des hier be-
handelten Stoffs nicht beweisen:

Satz 8.4.1 Potenzreihen
P(z)=> ayz"
n=0

sind in threm Konvergenzbereich als Funktion differenzierbar mit
der gliedweisen Ableitung

P'(z) =) na,z"!
n=1

Damit folgt sofort:

Corollar 8.4.2 FEine Potenzreihe P(x) = ¥,°  a,x™ ist in threm
Konvergenzbereich als Funktion beliebig oft differenzierbar, und
es qilt

~ p(n)(o)
T
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Beweis. Nach Satz 8.4.1 gilt
P,(O) = 1'0,1 =ay
und durch induktives Anwenden der Ableitungsformel
P® (@)=Y n-(n-1)-..-(n-k+1)-a, a"*
n=k

fiir alle £ > 1, also

Beispiel 8.4.3 Mit dem Satz erhalten wir (wie auch schon in
Abschnitt 8.1 gesehen) fiir

exp(x) = i::

dass auf ganz R
o q ~
exp’(z) = Z - 1)' -1 :T;Ex” ' = exp(2).

Beispiel 8.4.4 Fiir

(GO
cos(x) = Z (Qn)‘

S ( 1)n 2n+1
sin(x) = Z(2n+1)'

gilt auf ganz R, dass

: o _(=br
cos'(x) = Z(Zn 1)‘

R Gl —— ¥ = _gin(x)

= (2n+1)!

x*" = cos(x)

In MAPLE:
diff(sin(z),z);
cos(x)
diff(cos(z),z);
—sin(x)
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Bemerkung 8.4.5 Ist
P(z) =) an(z—xo)"
n=0

eine Potenzreihe im Entwicklungspunkt xo, dann ist P differen-
zierbar in |xg —r(P),xo +1(P)[ und

P'(x) = znan(x —x9)" L

Dies folgt sofort aus Satz 8.4.1 angewendet auf P(x + o). In-
duktiv folgt wieder, dass P beliebig oft differenzierbar ist und

B P(n)(gjo)

(7% |
n:

Beispiel 8.4.6 Nach Ubung 8.2 gilt fir die Logarithmusreihe

n

P(z) - il CD" oy

mit x €]0,2[, dass
1
P'(z) ==~
()=

8.5 Taylorreihe

In Corollar 8.4.2 haben wir gesehen, dass jede Potenzreihe in
ihrem Konvergenzbereich eine beliebig oft differenzierbare Funk-
tion liefert. Umgekehrt kann man auch jeder beliebig oft diffe-
renzierbaren Funktion f eine Potenzreihe zuordnen. Dazu miis-
sen wir die Koeffizienten a,, festlegen. Wollen wir, dass die Po-
tenzreihe in einem festgelegten Entwicklungspunkt xy dieselben

Ableitungen wie f hat, so muss nach Bemerkung 8.4.5 gelten
_ S (o)

n n!

Definition 8.5.1 Ist f : D - R eine in xo € D beliebig oft
differenzierbare Funktion, so heifst

1) = 5 20 oy

die Taylorrethe von f in xg.
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Abgesehen von einer geschickten Wahl von zy haben wir kei-
nen weiteren Spielraum bei der Darstellung von f als eine Po-
tenzreihe. Im Folgenden werden wir sehen, dass diese Strategie
oft funktioniert, aber machmal eben auch nicht: Der Konvergenz-
radius der Taylorreihe kann 0 sein, und wenn sie konvergiert,
dann nicht notwendigerweise gegen f. Dies zeigt das folgende
Beispiel:

Beispiel 8.5.2 Die Taylorreihe von

fr R - R

{ exp(-=5) fir x#0

v 0 fir x=0

(Abbildung 8.5) in xy =0 ist identisch null, d.h.

14

—qd

Abbildung 8.5: Funktion mit verschwindender Taylorreihe.

T(z) =0,

(sieche Ubung 8.8) die Funktion allerdings micht. Somit ist der
Konvergenzradius der Taylorreihe r(T) = oo, aber die Taylorrei-
he konvergiert nicht gegen f.

In MAPLE konnen wir folgendermaflen zeigen, dass die Ab-
lettung in x = 0 verschwindet:
g:(di)ff(ea:p (-1/2°2),z);

1
2e\ x2

md
Limit(g,z=0);
0
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Wie kann man also tiberpriifen, ob an einem gegebenen z die
Taylorreihe gegen den Funktionswert konvergiert, d.h. ob T'(x) =

f(@)?
Notation 8.5.3 Sei f in xg mindestens k-mal differenzierbar

(d.h. f'(x0),..., f¥)(xg) ewistieren). Mit dem k-ten Taylorpo-
lynom
f (o)

Ti(x) = Z;) —;(!xo (z —x)"

ist das k-te Restglied der Taylorreihe von f
Ry(z) = f(z) = Ti-1(2)
Insbesondere gilt
T(z) = f(x) < Jim Riz) =0,

denn T'(x) = limy_e Ti(x). Mit der folgenden Darstellung des
Restglieds (deren Beweis iiber den hier behandelten Stoff hin-
ausgeht) lasst sich oft die Konvergenz der Taylorreihe beweisen:

Satz 8.5.4 (Lagrange) Sei f :]r, s[> R mindestens (k+1)-mal
differenzierbar und Ry(x) das k-te Restglied der Taylorreihe von
fin xq €]r, s[. Dann gibt es fir jedes x €]r,s[ ein b(x) zwischen
ro und x, sodass

Ri(x) = W(w —zo)k.

Beispiel 8.5.5 Fiir f:R\{1} > R, =+~ & gilt mit der Quoti-
entenregel 8.3.1 und der Kettenregel 8.5./

1
f(”)(x) — n!m

also
f™(0) = n!
und somit 1st die Taylorreihe in xq =0 die geometrische Reihe

T(z) =) 2"

n=0
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Die Funktion [ wird auf dem Konvergenzintervall ] —1,1[
durch die Taylorpolynome Ty(x) angendhert, siche Abbildung 8.6
fir die Graphen von f und Ty, ..., Ts. In MAPLE erhalten wir z.B.
das 5-te Taylorpolynom von [ mit:
taylor(1/(1-z),z=0,5);
l+z+22+ 23+ 2% +2°+O(ab)

2 A o 1 2 2 R o 1 2 2 /| o

Abbildung 8.6: Taylorpolynome

Mit Hilfe des Restglieds kann man Funktionen lokal untersu-
chen:

8.6 Extremwerte

Zur qualitativen Beschreibung des Verhaltens einer Funktion ist
es oft niitzlich, ihre Extremwerte, d.h. ihre Minima und Maxima
zu bestimmen.

Definition 8.6.1 Fir eine Funktion f :]r,s[— R heifst a €]r,s[
ein lokales Minimum, wenn es ein € >0 gibt mit

f(x) 2 f(a)

fiir alle |x - a| <. Gilt dagegen

f(x) < f(a)
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so spricht man von einem lokalen Maximum, gilt

f(z) < f(a) fir z<a und
f(x)> f(a) firz>a

oder

f(x)> f(a) firx<a und
f(x) < f(a) firz>a

dann von einem Sattelpunkt.

Uber die Ableitung erhalten wir ein notwendiges Kriterium
fir ein lokales Minimum oder Maximum.

Satz 8.6.2 Ist f :|r,s[— R differenzierbar in a €]r,s[ und hat
dort ein lokales Minimum oder Maximum, dann gilt

f'(a) =0.
Beweis. Ist a ein lokales Minimum, so gibt es ein € > 0 mit

f(x) 2 f(a)
fir alle |z — a| < . Dann ist

f(x) - f(a)

>0firz>a

und
f(z) - f(a)
r—-a
also mit Lemma 5.4.38 und der Differenzierbarkeit von f

@)= f@) . f@-f@)

<0firz<a

0>lim i
xr<a r—a r>a r—a
also
f'(a) =0.

Die Aussage fiir das Maximum zeigt man analog. m
Der folgende Satz gibt uns ein hinreichendes Kriterium fiir
lokale Maxima, Minima und Sattelpunkte:
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Satz 8.6.3 Ist [ :|r,s[— R mindestens k-mal differenzierbar, ist
f®) stetig und

f'(a)=...= f&D(a) =0 und f*(a) 0
mit k> 2, dann hat f in a ein

lokales Mazimum, wenn k gerade ist und f*)(a) <0
lokales Minimum, wenn k gerade ist und f*) (a) >0
und einen Sattelpunkt, wenn k ungerade ist.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir das (k — 1)-te Taylorpoly-
nom von f in a, dass

Tie-1() = f(a)
also
f(x) = f(a) + Ry().

Sei f(®)(a) >0 und k gerade. Da f() stetig ist, gibt es ein € >0
mit

FP(b) >0
fur alle b mit |b—-a| <. Somit ist fiir alle x mit |z —a|<e
®) (b
Ri(x) = fk—'()(m —a)* >0,

also a ein lokales Minimum. Fiir f(*)(a) < 0 erhilt man ana-
log Ri(x) <0, d.h. a ist ein lokales Maximum. Fiir k& ungerade
wechselt (z —a)* in = a das Vorzeichen, und somit liegt ein
Sattelpunkt vor. m

Bemerkung 8.6.4 Insbesondere erhalten wir mit k = 2,3 fol-
gende Kriterien:

f'(a) =0 und f"(a) < 0= lokales Mazximum
f'(a) =0 und f"(a) >0 = lokales Minimum
f'(a)=f"(a) =0 und f"(a) + 0 = Sattelpunkt
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Abbildung 8.7: Lokales Minimum bei x = 0.

Beispiel 8.6.5 Die Funktion
f(z)=2®+2%+1
(Abbildung 8.7) hat in x =0 ein lokales Minimum, denn
f'(0) =0 und fA0)=2>0,

die Funktion
f(z)=-2*+1

(Abbildung 8.8) hat in x =0 ein lokales Mazimum, denn
£1(0) = FD(0) = FD(0) = 0 und FD(0) =-24<0

und
f(z)=23+1

(Abbildung 8.9) hat in x =0 einen Sattelpunkt, denn

£(0) = f®(0) =0 und f*(0)=6%0.
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34

-1~

Abbildung 8.8: Lokales Maximum

8.7 Mittelwertsatz

Satz 8.7.1 (Mittelwertsatz) Sind f,g: [r,s] > R stetig und
in Jr, s differenzierbar, und ¢'(z) # 0 fir alle x €]r,s[ dann gibt
es ein a €]r, s[ mit

)= 1) 1)

9(s)=g(r) g'(a)

Zunéchst ein Beispiel in dem wichtigen Spezialfall g(z) = z:

Beispiel 8.7.2 Abbildung 8.10 zeigt fir f:[-2,2] > R, f(x) =
(a® - 2) und g(z) =z die beiden Werte a = +\/2 mit

@)= J(-2) 1

1 2 (2) :f'(a):aQ—g.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass g(z) = = und f(r) =
f(s). Ist f konstant, dann ist f’(a) = 0 fiir alle a €]r, s[. Sei also
f nicht konstant. Da f stetig ist, nimmt f auf [r, s] ein Minimum
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Abbildung 8.9: Sattelpunkt

und ein Maximum an, und eines von beiden ist verschieden von
f(r) = f(s), wird also fiir ein a €]r, s[ angenommen. Nach Satz
8.6.2 ist f'(a) =0.

Diese Aussage angewendet auf g zeigt, dass g(s) # g(r), denn
sonst gibe es ein a €]r, s[ mit g'(a) = 0.

Wir kénnen die Aussage also nochmals auf die Funktion

IOEN Gy
e ) =)

anwenden, die F'(r) = F(s) erfiillt. Damit erhalten wir ein a mit

H©-10)
g(s)—g(r)?

F(z) = f(x)

0=F'(a) = /()
| ]

Corollar 8.7.3 Ist f:[r,s] - R stetig und in |r,s[ differenzier-
bar mit f'(a) =0 fir alle a €]r, s, dann ist f konstant.

Beweis. Fiir alle r < < y < s gibt der Mittelwertsatz 8.7.1, dass

f) - f(x)
Yy—x

=0
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2

-2 1 0 1 2

Abbildung 8.10: Mittelwertsatz

also f(y) = f(z). =

8.8 Regel von "Hospital

Satz 8.8.1 Sind f, g :]r,s[— R differenzierbar, und g'(x) # 0 fir
alle x €]r, s[. Ist
lim f(z) =limg(z) =0 oder oo

und existiert lim,_, %, dann gilt

lim M =lim w
v=s g(z)  @ms g'()

Dabei ist auch s = oo zugelassen.

Beispiel 8.8.2 Flir alle n >0 gibt induktives Anwenden des Sat-

2€s
" . nant . n!

lim = lim
o oxpla) | #o exp(a)

im =
8 exp(2)

Die Ezxponentialfunktion wdchst also fiir groffe x schneller als
jede Polynomfunktion.
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Nun zum Beweis des Satzes:
Beweis. Sei s < oo und lim,., f(z) = lim,_sg(x) = 0. Mit
Satz 8.2.4 definieren f und g stetige Funktionen auf |r,s] mit
f(s)=g(s)=0. Sei (z,,) eine Folge mit lim,,,c x, = s. Nach dem
Mittelwertsatz 8.7.1 gibt es zu jedem z,, ein a, mit z, < a, < s

und
f(x,) _ f(s)— f(x,) _ f'(an)
9(zn)  g(s)-g(zn)  g'(an)
Da auch lim,,_, a,, = s folgt

lim _f(xn) = lim f'(an) = lim 1'(z)

e g(z,)  no g'(an) o g'(x)]
da der letztere Grenzwert nach Voraussetzung existiert.
Die anderen Fille zeigt man analog. m
Im néachsten Kapitel werden wir noch weitere Beispiele sehen,
ebenso bei einigen der Grenzwerte in den Ubungsaufgaben 8.9
und 9.1.

8.9 TUbungsaufgaben

Ubung 8.1 Seien f,g: D — R Funktionen, die n-mal differen-
zierbar sind. Zeigen Sie

(79" = 3 () £og®

k=0

Ubung 8.2 Bestimmen Sie die Ableitung der Potenzreihe
1)n 1
P(z) = Z

und zeigen sie, dass fir alle x €] —1,1[ gilt

P'(z) =

1+x

Ubung 8.3 Zeigen Sie, dass fiir x €] - 1,1[ gilt

— (1+
Zn%n:x (1+x)
n=0

(1-a)’

Hinweis: Ableiten der geometrischen Reihe.
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I?bung 8.4 Zeigen Sie, dass die Funktionen cosh und sinh aus
Ubung 7.4 differenzierbar sind mit

cosh (z)" = sinh (z) sinh (z)" = cosh (z) .

Ubung 8.5 Die Beschleunigung x"(t) des Fahrzeugs in Abbil-
dung 8.11 zum Zeitpunkt t setzt sich aus zwei Beitrdgen zusam-

I'.’I x(t)

|
I
0

Abbildung 8.11: Harmonischer Oszillator

men.

e Die Beschleunigung durch die Feder ist proportional zur
Auslenkung x(t).

e Die Reibung liefert einen Beitrag proportional zur Geschwin-
digkeit x'(t).

In unserem Beispiel seien die Beitrige —4-x(t) und —=2-2'(t).
Somit soll die Position x(t) des Fahrzeugs die folgende Differen-
tialgleichung erfillen:

2(t) = ~4-2(t) - 2-2'(t)

Die Differentialgleichung beschreibt ein Beispiel eines geddmpf-
ten harmonischen Oszillators. Dieser spielt eine wichtige Rol-
le in Technik und Physik, z.B. ber Schwingungen von Bricken,
beim Taktgeber in einem Computer oder in der Quantenmecha-
nik.

1) Zeigen Sie, dass jede der folgenden Funktionen diese Dif-
ferentialgleichung l0st:

21(t) = exp(~t) - sin(v/3t)
(1) = exp(~t) - cos(v/3t)

x(t) =c1-x1(t) + o xo(t) mit ¢y,c0 € R
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2) Zum Zeitpunkt t = 0 ziehen wir den Wagen auf die Po-
sition x(0) = 1 und geben ihm einen Schubs mit der Ge-
schwindigkeit '(0) = 1. Bestimmen Sie die Position x(t)
als Funktion von der Zeit t > 0.

3) Erstellen Sie einen Plot der Losung x(t).

Ubung 8.6 Sei f:R\{-1,1} - R mit

1) Bestimmen Sie alle Nullstellen, lokalen Minima und loka-
len Mazima von f.

2) Zeigen Sie

tim £
X

Tr—>00

lirrll f(x)=-o00 lirr% f(x) =00
z<1 z>1

3) Erstellen Sie einen qualitativen Plot des Graphen von f.

4) Uberpriifen Sie alle Ihre Ergebnisse mit MAPLE.

Ubung 8.7 Das Newtonverfahren berechnet fir eine Funktion
f:R - R und einen Startwert x; € R die Folge

xn+1=xn_ fl(m )
n

d.h. x,.1 ist die Nullstelle der Tangente von f in x,, siche Ab-
bildung 8.12.

1) Zeigen Sie, dass fir f(x) =2?-2 und x1 = 1 die Folge (x,)
konvergiert und lim,,_, ., x,, = V2.

2) Bestimmen Sie die ersten 5 Folgeglieder bis auf 10 Fliefs-
kommastellen.

3) Wenden Sie das Newtonverfahren auch auf f(x) = x? und
=1 an.
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11

*—

X2

-2

Abbildung 8.12: Newtonverfahren

Ubung 8.8 Zeigen Sie, dass fiir

fﬁ R — R
exp(-=5) fir x#0
! 0 fir x=0
qilt
F®(0) =0 fiir alle k>0

und somit ist die Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt O iden-

tisch 0. Siehe Abbildung 8.5.

Ubung 8.9 Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:
: exp(z)-exp(~x)
1) hmx_"” exp(z)+exp(-z)

2) limx_)() (silllz - %)

3) lim, e (\/:c(x+a) —x) mit a € R
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. tan(z)-z
4) llmx_,o z—sin(z)

z2sin( L
5) hmxﬁo Wi)w)
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Umkehrfunktion

9.1 Uberblick

Wie wir in Abschnitt 2.3 gesehen haben, hat jede bijektive Abbil-
dung eine Umkehrabbildung. Insbesondere hat also jede injektive
Funktion auf ihrem Bild eine Umkehrabbildung, genannt Um-
kehrfunktion. Ein einfaches Kriterium fiir Injektivitat erhalten
wir filir stetige Funktionen auf einem Intervall durch den Begriff
der Monotonie.

Eine wesentliche Anwendung der Umkehrfunktion ist die Kon-
struktion des Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponenti-
alfunktion. Dies erlaubt es uns, die Definition der Logarithmus-
funktion iiber die auf 0, 2] konvergenten Logarithmusreihe (Bei-
spiel 7.2.5), auf ganz ]0, oo[ auszudehnen. Weiter zeigt dies, dass

exp(In(z)) = x
fiir alle x €]0, co[ und
In(exp(z)) = x

fiir alle x € R. Das Verhalten der Logarithmusfunktion fiir grofse
x (ebenso wie das der Exponentialfunktion) spielt eine entschei-
dende Rolle bei Laufzeitabschiatzungen in der Informatik.

226
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9.2 Definition und Existenz
Definition 9.2.1 FEine Funktion f: D — R nennen wir

monoton wachsend x1 <xg = f(x1) < f(x2)
streng monoton wachsend falls 1 <xo = f(x1) < f(x2)
monoton fallend x> 19 = f(21) > f(22)
streng monoton fallend 1> 29 = f(x1) > f(22)

fur alle x; € D.

Satz 9.2.2 Ist f : [r,s] > R stetig und streng monoton wach-
send, dann gibt es eine eindeutige Umkehrfunktion

L) f(9)] =R

mat
foft=id und flof=id.

Weiter ist =1 stetig und streng monton wachsend.

Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz 7.3.11 ist die Abbildung

filrs] = [f(r), f(s)]

surjektiv. Weiter ist f injektiv, da z; < o = f(x1) < f(x2), also
auch x1 > xo = f(x1) > f(x2), somit insbesondere

x1 # x2 = f(21) # f(22).
Das Argument zeigt auch, dass

1<y < f(x1) < f(x2).
Somit gibt es eine Umkehrabbildung

0 (a), f()] = [a,b],

und diese ist wieder streng monoton wachsend. m
Es gilt ebenso die analoge Aussage fiir streng monton fallende
Funktionen, wobei dann f=1:[f(s), f(r)] = R.
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9.3 Logarithmus

Definition und Satz 9.3.1 Die Exponentialfunktion exp : R —
R ist stetig und streng monoton wachsend und exp(R) =]0, oo].
Somit gibt es eine Umkehrfunktion

In:]0,00[> R
genannt Logarithmusfunktion.

Als Umkehrfunktion entsteht der Graph von In durch Spie-
gelung des Graphen von exp an der Diagonalen, siche Abbildung
9.1. Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dass sich die Lo-

/ /
_4l

Abbildung 9.1: Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion.

garithmusfunktion im Intervall |0, 2] durch die Logarithmusreihe
darstellen lasst. Zunéchst aber zur Existenz:

Beweis. Die Stetigkeit von exp haben wir in Beispiel 7.3.6 ge-
zeigt. Zur Monotonie: Fiir x > 0 ist

1
eXp(x):1+x+§x2+...>1+x>1.
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Mit der Funktionalgleichung (Corollar 6.5.12) ist fir zo > x4

exp(xy) = exp(zg — x1) - exp(xy)

> 1-exp(zq)

> exp(z1)

also ist exp streng monoton steigend. Es bleibt also nur noch das
Folgende zu zeigen: m

Lemma 9.3.2 Das Bild der Exponentialfunktion st
exp(R) =0, oo
Beweis. Wegen exp(x) > 1+ z fiir x > 0 folgt
zh_)rg) exp(z) = oo.
Mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ist
exp(x)exp(-z) = exp(0) = 1.

Somit erhalten wir fiir z <0

1 1
<
exp(-z) " 1-x

exp(z) =

denn exp(-z) > 1 -z, also
lim exp(z) = 0.

Die Behauptung folgt dann mit der Monotonie und dem Zwi-
schenwertsatz (Corollar 7.3.11). =

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion erhal-
ten wir sofort die Funktionalgleichung des Logarithmus:

Satz 9.3.3 Fir alle x,y >0 gilt
In(xy) = In(z) + In(y)
Beweis. Mit Corollar 6.5.12 gilt
exp(In(zy)) = zy = exp(In(z)) - exp(In(y)) = exp(In(z) + In(y)).

Da exp nach Definition und Satz 9.3.1 injektiv ist, folgt die Be-
hauptung. =
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9.4 Allgemeine Potenzen

Mit dem Logarithmus kénnen wir allgemeine Potenzen defi-
nieren:

Definition 9.4.1 Fiir jedes x >0 und a € R sei
z* =exp(a-In(z)).

Fiir n e N bezeichnen wir

auch als n-te Wurzel von z.

Bemerkung 9.4.2 Aus der Definition folgt unmittelbar
In(z%) =a-In(x).

Bemerkung 9.4.3 Fiir a € N haben wir bereits die in jedem
Ring giiltige Notation

r=x-...-XT.
—
a-mal

Diese stimmt mit der allgemeinen Potenz tiberein, denn mit der
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion gilt

exp(a-In(x)) = exp(In(x) + ... + In(x))

a-mal
=exp(In(z)) - ... - exp(In(x))
a-mal
=T-..- 1.
I

Allgemeiner erhalten wir mit den Funktionalgleichungen von
Logarithmus und Exponentialfunktion:

Satz 9.4.4 Fiir alle x,y >0 und a,beR gilt

a+b b

¥ =z%x
(xy)* =a"-y*
(wa)b — xa-b
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Beweis. Mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
(Corollar 6.5.12) gilt

2% = exp((a+b) - In(z)) = exp(a-In(z) +b-In(x))

= exp(a-In(z)) - exp(b-In(z)) = 2% - 2?,

und mit der Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion (Satz

9.3.3)

(zy)® = exp(a-In(zy)) = exp(a-In(x) + a-In(y))
=exp(a-In(x))-exp(a-In(y)) = z*-y*.

Aus Bemerkung 9.4.2 folgt
(.’L’a)b = eXp(b . ln(xa)) — eXp(a . b . ln(l')) — .l'a.b.
|

Bemerkung 9.4.5 Mit der Eulerschen Zahl
<1

e=exp(l) =) — ~ 2.718281828
n=0 TV

lisst sich die Exponentialfunktion auch als allgemeine Potenz
ausdricken, denn

e” = exp(z-In(e)) = exp(x).

mit In(e) = 1.

9.5 Ableitung der Umkehrfunktion

Satz 9.5.1 Ist f:[r,s] = R differenzierbar und streng monoton
wachsend. Dann ist

) f(9)] - R
differenzierbar in allen y mit f'(f~'(y)) #0 und es gilt

1

(f)'(y)= W)
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Beweis. Sei (y,) eine Folge in [f(r), f(s)] mit y = lim, e yn
und v, # y fiir alle n. Dann gilt

S ) - /71 () S ) = [ (Y)

Yn =Y S ) - FU W)
1

T T @) —F G W)
F ) —F ()

wobei wir den Kehrbruch bilden diirfen, weil f~! nach Satz 9.2.2
streng monoton ist, und somit f~1(y,) # f~1(y) fir alle n. Mit
Satz 5.3.17 zu den Rechenregeln fiir Grenzwerte erhalten wir

i W) =) _ 1
A - - T ) T @)
Yn =Y limy 00 =520, 5" 1)
o
F(f(y)

Im letzten Schritt verwenden wir, dass f~! nach Satz 9.2.2 ste-
tig ist, und somit lim, .. f~1(y,) = f~1(y), und dass f’ diffe-
renzierbar ist, also der Differenzenquotient gegen die Ableitung
konvergiert. m

Beispiel 9.5.2 Die Funktion f:R - R, x — 3 ist streng mo-
1
noton steigend, hat also eine Umkehrfunktion y — y3 und

(-5

3y§

fir alle y # 0. Da f'(0) =0, ist die Umkehrfunktion in 0 = f(0)
nicht differenzierbar, da sie eine vertikale Tangente hat (siehe
Abbildung 9.2).

Beispiel 9.5.3 Die Ableitung des Logarithmus ist
1
In'(z) = -
x

denn mit Satz 9.5.1 gilt

11
exp’(In(z))  exp(In(z)) =

In'(z) =
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—11

-2-

Abbildung 9.2: Umkehrfunktion von f(z) = 23 mit vertikaler
Tangente

fiir alle x €]0, oo].
Damit erhdlt man auch die Ableitungsregel

(ma)l — G,ZEa_l

fur die allgemeine Potenz, denn mit der Kettenregel 8.5.4 gilt

(27) = (exp(a-In(x))) = exp(a-1n(z)) -a- é

—a-2% ' =q-2%"

Bemerkung 9.5.4 Die Logarithmusfunktion (d.h. die Umkehr-
funktion der Exponentialfunktion)

In:]0, c0[> R

wird im Intervall ]0,2[ durch die Logarithmusreihe

n

P(z) - 2 CD™ oy
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dargestellt, d.h.
In(x) = P(x)
fir alle x €]0,2].

Beweis. Da fiir x €]0,2[ gilt
Pl(a) = 2 = n'(x)
== 7
ist nach Corollar 8.7.3 die Funktion
In(z) - P(z)=c
auf ]0,2[ konstant mit ¢ € R. Da exp(0) = 1, gilt
In(1) =0=P(1),

alsoc=0. m

9.6 Nochmal zur Laufzeitanalyse

Die Exponentialfunktion und der Logarithmus spielen eine wich-
tige Rolle bei der Klassifizierung der Laufzeit von Algorithmen.
Mittels der Notation 7.3.1 fiir die Grenzwertbildung von Funk-
tionen wollen wir die Bemerkungen zur Laufzeit aus Abschnitt
5.1.1 noch etwas verfeinern.

Als Laufzeit eines Algorithmus bezeichnen wir die Anzahl
der Operationen, die vom Prozessor in einem Taktzyklus abge-
handelt werden, z.B. Addition, Multiplikation und Division mit
Rest. Diese wird typischerweise als Funktion in der Bitgrofe des
Inputs angegeben.

Um fiir eine Funktion g :]0,c0[— R das Wachstum von g(z)
fiir z - oo zu beschranken, fithren wir folgende Notation ein:

Definition 9.6.1 Fir f:]0,c0[—> R sei
O(f) ={g:]0,00[— R | 3c, 29 € R mit |g(z)|<c-|f(x)] Yo >0}

Statt g € O(f) schreibt man in der Landau-Notation auch g =
o(f)-
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Bemerkung 9.6.2 Insbesondere wenn

. g(x)
lim
existiert und endlich ist, dann gilt g € O(f). Somit verallgemei-

nert unsere Definition, die in dem einfiihrenden Abschnitt 5.1.1
verwendete Notation.

Beispiel 9.6.3 22%+523-2 € O(x*) denn |22* + 523 — 2| < 9-|z*|
fiir x > 1.

Beispiel 9.6.4 Die folgenden Laufzeitklassen kommen hdufig vor
und haben deshalb explizite Namen.:

Name Beispiel
O(1) beschrankt Anhdingen an Liste
N
O(In(n)) logarithmaisch Schnelles Potenzieren
N
. Faktorisierung mittels
O(Vn) sublinear Probedivision
N
O(n) linear Addition
N
O(nln(n)) superlinear Mergesort
N
¢ > 2 polynomial
O(n®) ¢ =2 quadratisch Schulbuchmultiplikation
c =3 kubisch Matrizenmultiplikation
N
O(exp(n)) exponentiell Simplezalgorithmus
N
O(exp(exp(n))) | doppeltexponentiell | Gribnerbasen

Die angegebenen Inklusionen folgen wegen

Cc

11m =
—>00 exp(x)

lim In(z) =

Tr—>00 "L’C

0
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fur alle c > 0. Den ersten Grenzwert zeigt man analog zu Beispiel
8.8.2 mit der Regel von I’Hospital. Ebenso erhdlt man

1 1
i 20y L
Tr—00 :I:C T—00 C. - .Z'C_

Zum Vergleich der verschiedenen Laufzeitklassen siehe auch Ab-
bildung 9.5.

exp(exp(n)) exp(n) n? nlin(n) n
%]
4
:
z
1
0 1 2 3 4 5

Abbildung 9.3: Vergleich der Asymptotik fiir grofie n.
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Algorithmus 9.1 Potenzieren
Input: x in einem Ring R und ne N
Output: z
if n =0 then
return 1
. Potenzieren y = 23] (rekursiver Aufruf)
if n gerade then
return 2
else
return z-y?

Beispiel 9.6.5 In Abschnitt 5.1.1 haben wir gezeigt, dass die
Schulbuchmultiplikation Laufzeit in O(n?) hat.

Beispiel 9.6.6 Wir diskutieren noch kurz die Laufzeit des schnel-
len Potenzierens in Algorithmus 9.1. Dabei nehmen wir an, dass
die Laufzeit fiir jede Multiplikation immer dieselbe Konstante ist.
Dies ist z.B. richtig fir Z[m oder wenn wir mit FliefSkommazah-
len rechnen. In 7 qilt dies natirlich nicht, da sich beim Qua-
drieren die Bitgrofie verdoppelt und somit die Laufzeit fir das
ndchste Quadrieren vervierfacht.

Da sich in jeder Iteration von Algorithmus 9.1 die Zahln hal-
biert, ist die Gesamtzahl der Multiplikationen beschrinkt durch
r mit

n=2"=exp(In(2)-r)

also In(n)
n(n
= = 1 .
r 111(2) 0g2(n)
Mit a,x € R positiv schreiben wir allgemein
In(z)
1 -
0g,(7) n(a)

fuir den Logarithmus von x zur Basis a. Fiir diesen gilt

1

108,(2) — axcpy(In(a) - —
a exp(In(a) o

@,
(@) ="
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Beispiel 9.6.7 FEin dhnliches Divide-and-Conquer-Argument wie
beim schnellen Potenzieren ist fiir den Mergesort-Algorithmus
anwendbar. Wollen wir z.B. die Liste

(5,1,2,7,1,6,4,3)

der Linge n sortieren, so unterteilen wir diese schrittweise in
Listen der halben Linge

(5,1,7,2) (1,6,4,3)
(5,1) (7,2) (1,6) (4,3)
G @ M @ @O ©) @) G

und fiigen wieder sortiert zusammen,

(1,5) (2,7) (1,6) (3,4)
(1,2,5,7) (1,3,4,6)
(1,1,2,3,4,6,7)

Man kann zeigen, dass jeder Kombinationsschritt O(n) Opera-
tionen bendtigt, wobei es offenbar O(In(n)) Kombinationsschrit-
te gibt. Somit erhalten wir eine Laufzeit von O(nln(n)).

Beispiel 9.6.8 Der Simplex-Algorithmus ist einer der zen-
tralen Algorithmen in der Optimierung. Er bestimmt eine Losung
eines linearen Programms, d.h. ein Minimum einer Linear-
form

cdr=ciz +...+cpy

auf der Menge aller x € R", die das lineare Gleichungssystem
A-xz=b

losen und
x>0

(d.h. komponentenweise x; > 0) erfiillen.
Beispiel 9.6.9 Der Grébnerbasen-Algorithmus (auch Buchberger-

Algorithmus genannt) verallgemeinert den Gauf3-Algorithmus fir
lineare Gleichungssysteme und den Euklidischen Algorithmus zur



9. UMKEHRFUNKTION 239

Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers, um damit polyno-
miale Gleichungssysteme in mehreren Variablen zu lésen. Siehe
dazu Abschnitt 11.2 fiir ein Beispiel in dem Computeralgebrasy-
stem SINGULAR. Obwohl er doppeltexponentielle Laufzeit hat, ist
er dennoch auf viele praktische Beispiele anwendbar. Dies zeigt,
dass es oft nicht auf die asymtotische Laufzeit fir groffe n an-
kommt, sondern auch auf die Laufzeit fiir kleine n.

9.7 Ubungsaufgaben

Ubung 9.1 Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

In(x)
1-z

1) limwﬁl
2) limwgq: (Inz)" =0 fiir alle n € Z.

3) limg_o x®
z>0

1
. ak+pk \E .
4) hm;;gg ( 5 ) mit a,b € Ryg.

Ubung 9.2 Zeigen Sie:

1) Die Einschrinkung der Sinusfunktion auf [-5, 5] ist streng

monoton steigend mit Bild [-1,1], und die Umkehrfunktion
arcsin: [-1,1] > R
ist auf |- 1,1[ differenzierbar mit
1

1-=x

arcsin’(x) = -

Siehe Abbildung 9./.

2) Die Einschrinkung der Cosinusfunktion auf [0, 7] ist streng
monoton fallend mit Bild [-1,1], und die Umkehrfunktion

arccos: [-1,1] - R
ist auf | = 1,1[ differenzierbar mit
-1

1-z

arccos’(x) = -

Siehe Abbildung 9.5.
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Abbildung 9.4: Sinus und Arcussinus

Ubung 9.3 Die Tangensfunktion ist definiert als
tan: R\{Z+km|keZ} - R

sin(z)
x = cos(x)

Zeigen Sie:

1) Die Tangensfunktion ist auf ihrem Definitionsbereich dif-
ferenzierbar mit
tan’(x) = 1 + (tan(z))?.
2) Die Tangensfunktion ist auf | - Z,%

5. 5| streng monoton stei-
gend mit Bild R und die Umkehrfunktion

arctan : R - R
ist differenzierbar mit

1

arctan’(z) = T2
x

Siehe Abbildung 9.6.

Ubung 9.4 Sortieren Sie die Funktionen f;:]0, o[- R

fi(z)=ar  fy(x)=3"
fo (@) =@ f5(x) = 2?
fa(z) =2" fe(zx)=e"-Inzx

nach dem Wachstum fiir © — oco. Beweisen Sie Ihre Behauptung.
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Abbildung 9.5: Cosinus und Arcuscosinus

Abbildung 9.6: Tangens und Arcustangens
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Integralrechnung

10.1 Ubersicht

Lassen wir ein Objekt im Schwerefeld der Erde fallen, dann un-
terliegt es (unter idealisierten Bedingungen, d.h. ohne Reibung)
einer konstanten Beschleunigung von ¢ = 9.81m/s?, d.h. wenn
f(x) die Position des Objekts zur Zeit x und somit f'(x) die
Geschwindigkeit bezeichnet, dann gilt

f(z)=g.

Dies ist wieder eine Differenzialgleichung. Um deren Losung zu
finden, miissen wir aus der Ableitung einer Funktion den Funk-
tionswert bestimmen. Diesen Prozess bezeichnet man als Inte-
gration. Da

(f'(@)-g-x) = f"(x)-g=0
gilt, ist nach Corollar 8.7.3
flle)-g-x=c
konstant gleich ¢ € R, d.h.
fl(x)=g-xz+c.

Dabei ist ¢ = f/(0) die Geschwindigkeit des Objekts zur Zeit
x = 0. Ebenso gilt

(f(2)~g- 5 ey =0

242
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also
2

f(x):g~%+c-x+d

mit einer Konstanten d € R. Diese erhalten wir als die Position
d = f(0) des Objekts zur Zeit x = 0.

Fiir d =0 und ¢ = 0 zeigt Abbildung 10.1 die Beschleunigung
1" (), die Geschwindigkeit f’(z) und die Position f(x) des Ob-

jekts zur Zeit = (in den Einheiten %, 2 und m). Dieses hat nach

40 40 40

30 30 30

0 1 2 3 N 1 2 3 0 1 2

Abbildung 10.1: Beschleunigung, Geschwindigkeit und Position
eines fallenden Objekts

10 Sekunden beispielsweise

1 2
9.81m/s*- (OTS) =490.5m

zuriickgelegt.

Man kann also offenbar aus der Ableitung die Funktion bis
auf eine Konstante (die ja beim Ableiten wegfillt) bestimmen.
Diesen Prozess wollen wir im Folgenden genauer untersuchen.
Insbesondere stellt sich die Frage, fiir welche Funktionen das
Verfahren anwendbar ist.

10.2 Riemannintegral

Definition 10.2.1 Fine Funktion f :[r,s] - R heifst Treppen-
funktion, wenn es eine Unterteilung r =tg <t <...<t, 1 <t,=
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s des Intervalls [r,s] gibt, sodass [ auf allen t;_1,t;[ konstant
15¢.

Das Riemanmnintegral (oder einfach Integral) von f ist de-
finiert als

f Fa)de =Y f(e) - (t—tir)
r i-1
wobei ¢; €]t;_1, ;[ beliebig.

An die Funktionswerte f(t;) stellen wir keine Bedingung, und
diese spielen auch keine Rolle fiir das Integral. Anschaulich macht
das Sinn, da die Flache unter einem einzelnen Punkt gleich O -

Beispiel 10.2.2 Sowohl Abbildung 10.2 als auch Abbildung 10.3
zeigen eine Treppenfunktion.

3

2 o—_
—_—
.
2 01 1 2 3 4 5
—1 o——o

o

Abbildung 10.2: Treppenfunktion

Das Riemannintegral ist gleich der Fldche unter dem Funk-
tionsgraphen, wobei Bereiche mit negativem Funktionswert auch
negativ zdhlen. Beispielsweise hat die Treppenfunktion f in Ab-
bildung 10.4 das Integral

4 3
[ f(x)dx:2~§+2'2+1-(—1):6,

1
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3

[ ]
2 o———0
o———o0
1 °
2 e 1 2 3 4 5
1 o—o

-2-

Abbildung 10.3: Auch eine Treppenfunktion

[ ]
2 o
oo
14 °
2 1 1 2 3 4 5
-1 o—

—2-

Abbildung 10.4: Integral einer Treppenfunktion

Definition 10.2.3 Sei f:[r,s] = R eine beschrankte Funktion.
Sei

O = inf{fsg(a:) | g:[r,s] = R Treppenfunktion mit g(x) > f(x)Va:}
das Infimum aller Obersummen und
U= sup{/ g(x) | g:[r,s] = R Treppenfunktion mit g(x) < f(x)Vm}

das Supremum aller Untersummen. Die Funktion f heiffit Riemann-
integrierbar (oder einfach integrierbar) auf [r,s], wenn

O=U
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und wir bezeichnen diese Zahl mit

/;S f(x)dx

Beispiel 10.2.4 Wir zeigen, dass exp(x) auf [0,1] integrierbar
1st mat

fol exp(z)dz = exp(1) —exp(0).

Beweis. Fiir festes n € N bilden wir mittels der Aquidistanten
Unterteilung

ti: ,izO,...,n

3| .

Treppenfunktionen, die exp(x) von oben und unten beschrianken.
Mit der geometrischen Summenformel (Lemma 5.4.13) kénnen
wir die Untersumme

Un = éf (i) (T = 2i1)

o1l 1 1l-exp(h)”
IR 2 g sy
1 1-exp(l)
"l —exp(2)

berechnen, wobei exp(£)” = 1 nach der Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion (Corollar 6.5.12). Im Grenzwert erhalten
wir

AHEO Un = eXp(l) -1,

denn mit der Regel von I’'Hospital ist

L
P 1

lim = lim z =lim———=1

n—>co exp( )-1 a=0exp(z)-1 z=0exp(x)

Ebenso erhalten wir eine Obersumme

n

Zf(%) (i —2i1)

li{; exp( Ly = Lo Ly L)

n’1-exp(l)

§
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also mit lim,, . exp(+) = 1 wieder
lim O,, =exp(1) - 1.

Wir haben somit eine Folge von Obersummen und eine Folge
von Untersummen gefunden, die beide gegen exp(1) — 1 konver-
gieren. Da auferdem

1
0,, = exp(ﬁ)Un >U,

folgt O=U =exp(1)-1. m

Die Abbildungen 10.5 und 10.6 zeigen die im Beispiel ver-
wendeten Ober- und Untersummen der Exponentialfunktion fiir
n=1,24,8,16,32.

Abbildung 10.5: Obersummen der Exponentialfunktion.

Wie bei Treppenfunktionen gibt also das Integral eine ma-
thematisch exakte Definition fiir die Fliache unter dem Funk-
tionsgraphen, siehe Abbildung 10.7. Das Beispiel illustriert ein
allgemeines Prinzip:

Bemerkung 10.2.5 Jede Obersumme (oder Untersumme) kon-
nen wir als Ndherung fir das Integral betrachten. Diese ldsst
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Abbildung 10.6: Untersummen der Exponentialfunktion.

sich durch Verfeinern der Unterteilung des Integrationsintervalls
verbessern. Damit erhalten wir ein Verfahren zur numerischen
Berechnung von Integralen. Allerdings gibt es dafir wesentlich
effizientere Algorithmen. Beispielsweise kénnen wir das arith-
metische Mittel einer Ober- und Untersumme verwenden. All-
gemein verwendet man statt Treppenfunktionen andere Klassen
von Funktionen, die die gegebene Funktion genauer approximie-
ren. Statt Treppenfunktionen (die stickweise konstant sind), kann
man z.B. auch Funktionen betrachten, die stickweise durch Po-
lynome hoheren Grades gegeben sind.

Es ist naheliegend, dass fiir das Riemannintegral das Folgende
gilt:

Satz 10.2.6 Seien f,g:[r,s] = R integrierbar. Es gilt:
1) Linearitit des Integrals:
[ O s@+peg@)dz=x- [T f@ydespe [ g(@)de

fiir alle A\, p e R
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3q

0 05 1

Abbildung 10.7: Integral der Exponentialfunktion

2) Additivitat des Integrals:

[sf(x)dx: frtf(a:)dx+ftsf(x)dm'

fir alle t € [r, s]

3) Monotonie des Integrals: Ist f(z) < g(x) fir alle x, dann

/Tsf(x)dxé frsg(m)dx.

Die Beweise sind relativ technisch, deshalb wollen wir sie hier
nicht geben, sonderen nur beispielhaft erlautern:

Beispiel 10.2.7 Abbildung 10.8 illustriert die Linearitit (und
ebenso die Monotonie) anhand der Gleichung

1 1 1
[(m+x2) d:vzf :de+f 22 du.
0 0 0

Mit Additivitdt gilt zum Beispiel

2 1 2
[ 2?2 dx = f z? dx + f z? dx,
0 0 1

siehe dazu Abbildung 10.9.
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o

Abbildung 10.8: Linearitat des Integrals

Ebenso naheliegend ist, dass fiir stetige Funktionen Ober-
summe und Untersumme tibereinstimmen:

Satz 10.2.8 Stetige Funktionen sind integrierbar.

Insbesondere erhalten wir durch Satz 7.3.5 eine Vielzahl in-
tegrierbarer Funktionen. Allerdings ist nicht jede Funktion inte-
grierbar:

Beispiel 10.2.9 Sei f:[0,1] > R mit

R it

und g eine Treppenfunktion mit g(x) > f(z) fir alle x. Da es in
jedem Intervall |t;, t;1[ rationale Zahlen gibt (nach Satz 5.4.22)
muss gelten g(x) > 1 fir alle z, also O = 1.

Umgekehrt gibt es in |t;,t;s1[ auch irrationale Zahlen, etwa
von der Form r = t; + 107%\/2, wobei wir wegen limy_,. 107% = 0
ein k wdhlen konnen mit r < t;.1. Somit gilt fir jede Treppen-
funktion g mit g(z) < f(x) fir alle z, dass g(x) <0, also U = 0.

Wegen U =0+ 1 =0 st f also nicht Riemann-integrierbar
(und nach Satz 10.2.8 somit auch nicht stetig).

Auch den folgenden Satz wollen wir nicht beweisen, sondern
nur durch ein Beispiel veranschaulichen:
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0 1 2

Abbildung 10.9: Additivitat des Integrals.

Satz 10.2.10 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Ist f :
[r,s] = R eine stetige Funktion, dann gibt es ein a € [r,s] mit

[ @z = (s=r)- f(a).
Beispiel 10.2.11 Fir f:[-1,1] = R, f(x) = 23+1 ist wegen der
Symmetrie der Funktion die Fliche unter dem Graphen gleich

2.1, denn die beiden roten Bereiche in Abbildung 10.10 haben
dieselbe Flache. Somit gilt

[ f@ydr = - (1)) 7(0).

10.3 Stammfunktionen und Hauptsatz

Wie schon in der Einleitung diskutiert wollen wir den Ablei-
tungsprozess umkehren. Deshalb definieren wir:
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0.5 1

Abbildung 10.10: Mittelwertsatz der Integralrechnung

Definition 10.3.1 FEine Stammfunktion ciner Funktion f :
[r,s] = R ist eine differenzierbare Funktion F :[r,s] - R mit

F=f

Die Funktion f beschreibt also die Steigung der Stamm-
funktion F'. Mit Hilfe des Riemannintegrals und des Mittelwert-
satzes der Integralrechnung erhalten wir das folgende Existenz-
und Eindeutigkeitsresultat fiir Stammfunktionen, den sogenann-
ten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Er
gibt uns auferdem eine Methode, um ein Integral mit Hilfe einer
Stammfunktion zu berechnen: Die Differenz der Funktionswerte
einer Stammfunktion F' bei r und s gibt das Integral von f zwi-
schen r und s, d.h. die Flache unter dem Funktionsgraphen von
f zwischen r und s.

Satz 10.3.2 Sei f:[r,s] > R stetig.
1) Die Funktion F :[r,s] - R mit
F(x) = f " r)dt

ist eine Stammfunktion von f.
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2) Sind F und G Stammfunktionen von f, so ist F =G kon-
stant.

3) Fir jede Stammfunktion F' von f gilt
/“ﬂ@ﬁ:p@yJNm.

Beweis.

1) Sei (z,) eine Folge mit lim, o x, = a € [r,s] und z, # a
fiir alle n. Dann gilt

F@?:f@):x{a([“ﬂwﬁ_ﬂﬂﬂﬂﬁ)
_ [;xnf(t)dt

Ty, —a

mit der Additivitat des Integrals (Satz 10.2.6). Der Mittel-
wertsatz der Integralrechnung gibt ein b, zwischen a und

T, mit
1

Tp,—a

[ rwa= 1)

Wegen lim,, ., z, = a gilt auch lim,,_, b, = a. Da f nach
Voraussetzung stetig ist, folgt

F(z,) - F(a) _

n

lim

n—-oo

2) Da (F' - @G)" =0, folgt die Behauptung direkt aus Corollar
8.7.3.
3) Sei F' eine Stammfunktion von f. Nach (1) und (2) gilt

‘[ F()dt - F(z) =
mit einer Konstanten ¢ € R. Einsetzen von z = s und z =r
gibt

j‘ﬂwﬁ:F@pm

und
0-F(r)=c.
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]
Notation 10.3.3 Wir schreiben kurz

/fda:

fiir jede Stammfunktion von f und
[F(2)]7 = F(s) - F(r).

Nach Satz 10.3.2 gibt jede Ableitungsregel eine Integrations-
regel:

Beispiel 10.3.4 Nach Beispiel 8.2.5 ist

/ vhdr = ni 1xn+1;
nach Beispiel 8.4.5 qult

f exp(x)dzx = exp(x)
und nach Beispiel 8..4 erhalten wir

[ sin(x)dx = — cos(x)

[ cos(x)dx = sin(z).
Beispiel 10.3.5 Die Funktion

1
[ —dx =In|z|
T

st eine Stammfunktion von % fir alle x £ 0.

Beweis. Fiir x > 0 gilt nach Beispiel 9.5.3
1
In'(z) = -
x
und auch fiir x <0 ist mit der Kettenregel 8.3.4

' (—) = % (-1) = i
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Beispiel 10.3.6 Aus [ exp(x)dz = exp(z) folgt mit dem 3. Teil
des Hauptsatzes 10.3.2, dass

‘/01 exp(x)dx = exp(1) — exp(0),

in Ubereinstimmung mit dem direkt berechneten Riemannintegral
aus Beispiel 10.2.4.

Beispiel 10.3.7 Fliir die Funktion
f(z)=2°-222 -2 +2
in Abbildung 10.11 ist

x 1 2 ., 1
/0 f(t)dt = F(x):= 1:1:4 - §x5 - 5.732 +2x

denn F' = f und F(0)=0= foof(t)dt.

24

-1

Abbildung 10.11: Funktion und Stammfunktion
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Bemerkung 10.3.8 Die Stammfunktion ist nach dem Haupsatz
nur eindeutig bis auf eine Konstante. Zum Beispiel sind also
alle moglichen Stammfunktionen von f(x) = 3z2 von der Form
F(x) =2+ ¢ mit einer beliebigen Konstanten c € R. Alle diese
Funktionen kann man zum Integrieren von f verwenden, z.B. ist

folxz dr=F(1)-F(0)
=(1+¢)-(0+c¢)
—1-0=1,

denn ¢ kiirzt sich in der Differenz. Abbildung 10.12 illustriert
diese Rechnung fir ¢ = 4.

0 1

Abbildung 10.12: Berechnung eines Integrals mit dem Hauptsatz

Bemerkung 10.3.9 MAPLE kennt eine Vielzahl von Stamm-
funktionen und berechnet so mittels Satz 10.5.2 Integrale, zum
Beispiel erhalten wir eine Stammfunktion des Sinus durch
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int (sin(z),x);
—cos(x)
und berechnen damit das Integral

fow sin(z)dx = [-cos(z) ]y
= —cos(7) + cos(0)
=1+1=2

mit dem Befehl:
int(sin(z),z=0..P1);

2

10.4 Integrationsregeln

Satz 10.4.1 (Substitutionsregel) Ist f:[r,s] > R stetig und
g:la,b] = [r,s] differenzierbar mit stetiger Ableitung, dann gilt

[ egygan- 17 de

Mittels einer Stammfunktion h von f schreiben wir auch
[(h’og)-g’ dz=hog.
Beweis. Nach der Kettenregel 8.3.4 ist

(hog)'=(hog)-g

also ist die Komposition hog eine Stammfunktion von (h/og)-¢’.
Da nach Voraussetzung und Satz 7.3.5 diese Funktion stetig ist,
folgt nach Satz 10.3.2

fr (W og)-g du=[h]2).
Mit f = A’ erhalten wir die Behauptung. =

Beispiel 10.4.2 Beispiel 10.3.5 und die Kettenregel angewendet
auf h(x) =In|z| gibt

M Tz =1In|g(z
J 4 de=mlgl,
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wobei wir damit nur iber Intervalle integrieren dirfen, auf denen
g keine Nullstelle hat.
Beispielsweise erhalten wir mit dieser Formel

f sin(x) dr = —n COS(x)-

cos(x)

Auch MAPLE kennt die Substitutionsregel:
int (sin(z)/cos(z),x);
—In cos(x)

Fiir weitere Beispiele siche die Ubungsaufgaben 10.2, 10.3
und 10.4.

Satz 10.4.3 (Partielle Integration) Seien f,g : [r,s] - R
differenzierbare Funktionen mit stetiger Ableitung. Dann gilt

[ 1@ g @) der [TF@)-g(a) do= @) 9]

Fiir die Stammfunktionen schreibt man auch

ff‘g’ dx+ff"g dr=f-g
Beweis. Mit der Produktregel in Satz 8.3.1 gilt
(f-9)=f9g+["g
also ist f - g eine Stammfunktion von f-g¢" + f’-¢. Da nach

Voraussetzung und Satz 7.3.5 diese Funktion stetig ist, folgt mit
dem Hauptsatz 10.3.2, dass

f (f-d+f-9) =lf gl
und somit die Behauptung mit der Linearitit des Integrals (Satz
10.2.6). =
Beispiel 10.4.4 Mit partieller Integration erhalten wir

fln(x) dx:[ln(ac)-l dlen(x)-x—[x-édx

=z-In(x) -z

In MAPLE kénnen wir eine Stammfunktion des Logarithmus be-
rechnen durch

wnt(ln(z),z);

r-ln(x) -z

Fiir weitere Beispiele siehe die Ubungsaufgaben 10.1-10.5.
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10.5 TUbungsaufgaben

Ubung 10.1 Berechnen Sie mit partieller Integration Stamm-

funktionen
f " exp(x)
f " sin(z)
f " cos(x)
fiir n e N.

Ubung 10.2 Berechnen Sie folgende Integrale
2
f z (22 -3)" d
1

/ 2° In xdx
1

Ubung 10.3 Bestimmen Sie Stammfunktionen von

f1(z) = sin (27) esn®
fa(x) =sin(Inx)
fs(x) = °

+a?+r+1

Ubung 10.4 Berechnen Sie die Fliche 1
/: 11 V1 - 22da
des Halbkreises mit Radius mittels der Substitution
x =sint.
Siehe Abbildung 10.15.

Ubung 10.5 1) Bestimmen Sie Stammfunktionen

f (cos(z))? dz
‘/(cos(av))3 dx
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-1 1

Abbildung 10.13: Berechnung der Fléiche eines Halbkreises

2) Stellen sie eine Rekursionsgleichung auf fir

[ (cos(z))* dx

wobei ke N, k> 2.
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Anhang: Computeralgebra

Fiir die Kombinatorik, Analysis und elementares Programmie-
ren ist ein Computeralgebrasystem mit allgemeiner Funktiona-
litdt am besten geeignet, da es alle drei Themengebiete gemein-
sam abdeckt. Im kommerziellen Bereich sind MAPLE [8], und
MATHEMATICA |10] verfiigbar, ebenso die Open-Source-Systeme
MAXIMA [9], REDUCE [13], und AXIOM [!], die allerdings einen
deutlich kleineren Funktionsumfang besitzen.

Speziell fiir die Anwendung in der Algebra (exaktes Rechnen)
gibt es deutlich leistungsfidhigere Systeme, wie z.B. die Open-
Source-Systeme SINGULAR [11], MACAULAY2 || und GAP [3],
und das kommerzielle System MAGMA [5]. Dasselbe gilt fiir die
Numerik (Rechnen mit floating point Zahlen), in der MATLAB
[11] den Standard darstellt.

Wir wollen zunéchst ausgehend von einfachen Fragestellun-
gen einen kurzen Uberblick {iber MAPLE geben, das sowohl in der
Kombinatorik als auch in der Analysis eine umfangreihe Funk-
tionalitat bereitstellt.

11.1 Maple

MAPLE kann sowohl in der Kommandozeile als auch in einem
graphischen Frontend verwendet werden. Die Ausgabe von Gra-
phik ist natiirlich nur in letzterem maoglich, wobei die Komman-
dozeilenversion Graphiken in Dateien schreiben kann. In beiden
Benutzeroberflachen folgt Output auf Input. Eine neue Zeile fiir
mehrzeiligen Input erhalt man durch Shift-Return, ein neues

261
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Eingabefeld durch Strg-j. Jeder Befehl wird mit einem Strich-
punkt abgeschlossen und durch Return ausgewertet. Ersetzt man
den Strichpunkt durch einen Doppelpunkt wird der Output un-
terdriickt. Durch quit; verlassen wir MAPLE.
Zuweisungen erfolgen mit:
i:=0;
0
Bedingte Anweisungen haben folgende Syntax:
if i=0 then print(null");fi;
null"
Mengen erzeugt man durch geschweifte Klammern:
M:={1,1,2,3,2};
M:={1,2,3}
und Listen durch eckige Klammern:
L:=[1,1,2,3,-1];
L:=[1,1,2,3,-1]
An eine Liste hédngt man an durch
L:=[op(L),2];
L:=[1,1,2,3,-1,2]
und genauso fiir Mengen.
Abbildungen (oder Prozeduren) werden auf die Elemente einer
Menge oder die Eintrage einer Liste angewendet durch:
map (x->x"2,L) ;
(1, 1, 4, 9, 1, 4]
Abbildungen f:R — R lassen sich plotten mit:
plot(x~3, x=-2..2);

—2 -1 1 2

Die Ausgabe wird nach dem Befehl
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plotsetup(jpeg, plotoutput=‘plot.jpg‘, plotoptions
=‘portrait,noborder,color‘);
in eine Datei umgeleitet. Fiir eine Postscript-Ausgabe kann man
jpeg durch ps ersetzen. Auf dem Bildschirm werden Plots wieder
ausgegeben nach:
plotsetup(default);
Den Graphen der Abbildung

[ R* >R, (z,y) » 2 +y°

erhalten wir mit:
plot3d(x~2+y~2, x=-2..2,y=-2..2);

Bei der graphischen Ausgabe sind viele Optionen verfiigbar, siche
dazu die Hilfe-Funktion unter plot,options.

Ein Beispiel fiir eine Prozedur, die
Yk
k=1
berechnet ist (lokale Variablen werden mit local deklariert):

summe : =proc (n)
local k,s;
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s:=0;
for k from 1 to n do
s:=s+k;
od;
return(s);
end proc:
Damit erhalten wir:
summe (5) ;
15

Tatséchlich gibt es eine Funktion die Summen und Produkte
direkt auswertet:

sum(k,k=1..5);

15
gibt

5
Y k=1+2+3+4+5=15
1

und
product(k,k=1..5);
120
liefert .
[[k=1-2-3-4-5=120
k=1
Dies funktioniert (in vielen Féllen) auch fiir unbestimmte Gren-
zen:
sum(k,k=1..n);

(TL+1)2 n 1

Du1rch2 Vereiana,(then mit der sehr méchtigen Funktion simplify
sieht man, dass die Formel mit der in Satz 1.3.4 bewiesenen
tibereinstimmt (wobei sich % auf die letzte Ausgabe bezieht):
simplify (%) ;
%n? + %n
Man kann auch Summenformeln eingeben, ohne sie auszuwerten
s:=Sum(k,k=1..n);
s=yr.k
damit weiterrechnen, z.B. n durch einen konkreten Wert ersetzen
s:=subs(n=b,s) ;
5= Yho k
und schlieklich die Formel auswerten:
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value(s);
15

In der Division mit Rest von a durch b mit Rest r
a=q-b+r

erhalten wir ¢ und r in MAPLE wie folgt, z.B. fiir a = 36 und
b=15:

iquo(36,15);

2

irem(36,15);

6
Diese Funktionen konnen Sie verwenden, um in Aufgabe 2.13
eine Prozedur zur Berechnung der Bindrdarstellung zu schreiben.
Vergleichen Sie auch mit der schon vorhandenen Funktion:

convert(23,binary) ;

10111

Weitere Anwendungsbeispiele werden wir jeweils in Zusam-
menhang mit den theoretischen Resultaten diskutieren.

11.2 Singular

Das Computeralgebrasystem SINGULAR |[11] ist spezialisiert auf
das Rechnen mit polynomialen Gleichungssystemen. Ein Beispiel
ist das Gleichungssystem

202 —zy+2y*-2=0
202 - 3ry+3y2-2=0

das den Durchschnitt von zwei Ellipsen beschreibt. Mathema-
tisch wird ein solches Gleichungssystem durch ein Ideal in einem
Polynomring dargestellt, hier etwa das Ideal

I =(22% -2y +2y* - 2, 227 - 3zy + 3y* - 2) c Q[x, y].

Der Grund hierfiir ist der folgende: Wenn (x,y) eine Nullstelle
von f(x,y) und g(x,y) ist, dann auch von

a(z,y) - f(z,y) +b(z,y) - g9(x,y)
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fiir alle a,b € Q[z, y]. Ein solches Ideal hat viele verschiedene Er-
zeugendensysteme. Der in SINGULAR implementierte Grobnerbasen-
Algorithmus findet ein dquivalentes leichter l6sbares System (ei-
ne sogenannte Grobnerbasis von I). Dabei geht er analog zum
Gauk-Algorithmus fiir lineare Gleichungssysteme vor, indem er
Variablen elmininiert:
ring R=0, (y,x),1lp;
ideal I = 2x2-xy+2y2-2, 2x2-3xy+3y2-2;
std(I);
_[1]=4x4-5x2+1
_[2]=3y+8x3-8x
Dies zeigt, dass
202 —xy +2y2-2=0 3y+8x3-8x=0
202~ 3xy+3y2-2=0  4zt-512+1=0

In dem &quivalenten System kénnen wir die zweite Gleichung
nach x 16sen und dann in die erste Gleichung einsetzen und er-
halten die Losungsmenge

V) = {(1,0),(-1,0), (5. 1). (-

—5,—1)}.

2

_1 N

2 - 0 1 2 Rl 0 1

Abbildung 11.1: Grébnerbasen-Algorithmus fiir den Schnitt von
zwei Ellipsen

Neben dem Buchberger-Algorithmus sind in SINGULAR noch
viele weitere Algorithmen zum Loésen und Analysieren von poly-
nomialen Gleichungssystemen implementiert. Insgesamt umfasst
das System iiber hundert spezialisierte Bibliotheken.
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