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Algebraische Varietaten

Sei K ein Koérper. Eine affine algebraische Varietit ist die gemeinsame
Nullstellenmenge

V(f,.of)={peK"| fi(p) =0, ..f(p) =0}

von Polynomen fi, ..., f; € K [x, ..., Xp]
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@ die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

A-x—b=0
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Algebraische Varietaten

Sei K ein Koérper. Eine affine algebraische Varietit ist die gemeinsame
Nullstellenmenge
V(h,..0H)={peK"|fi(p)=0,..f(p)=0}

von Polynomen fi, ..., f; € K [x, ..., Xp]

Beispiele:
o V(1)=0, V(0) = K",
@ die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

A-x—b=0

@ Der Graph
T(g)=V(x b(x)—alx))C K>

einer rationalen Funktion

g:%EK(xl)
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Beispiele von Varietdten: Graphen
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Beispiele von Varietdten: Graphen

3
Der Graph von g (x1) = 5 ist

X1

V(X2X1 —X13+1) C K?
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Beispiele von Varietdten: Graphen

3
Der Graph von g (x1) = 5 ist

X1

V(X2X1 —X13—|—1) C K?
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Beispiele von Varietdten: Kurven

Nicht jede Kurve in K? ist ein Graph, z.B. die elliptische Kurve
V(X22 —x; — x4 2x —1)
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Beispiele von Varietdten: Kurven

Nicht jede Kurve in K? ist ein Graph, z.B. die elliptische Kurve
V(X22 —x; — x4 2x —1)
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Beispiele von Varietidten: Fldachen

Es gibt auch Varietdten hoherer Dimension, z.B. der Whitney-Umbrella
%4 (y2 — xzz)
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Beispiele von Varietaten: Splines

Der kubische Spline C C K? parametrisiert durch
xi (t) = po(1 = t)° +3p1t(1 — £)* +3pat* (1 — t) + pst’
X (t) = qo(1—t)*> +3q1t(1 — t)? +3qut?(1 — t) + q3t®

mit t € [0, 1] geht durch die Punkte (po, q0), (p3, g3) € K? und die
Tangenten an diesen Punkten durch (p1, g1) und (p2, g2).
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Beispiele von Varietaten: Splines

Der kubische Spline C C K? parametrisiert durch
xi (t) = po(1 = t)° +3p1t(1 — £)* +3pat* (1 — t) + pst’
X (t) = qo(1—t)*> +3q1t(1 — t)? +3qut?(1 — t) + q3t®

mit t € [0, 1] geht durch die Punkte (po, q0), (p3, g3) € K? und die
Tangenten an diesen Punkten durch (p1, g1) und (p2, g2).

Das Kurvenstiick C ist eine Teilmenge
einer algebraischen Kurve C. Diese ist
der Abschluss von C in der Zariski-
Topologie, bei der die abgeschlossenen
Mengen die algebraischen Varietdten
sind.
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Pr ionen

Die singulire Kurve C erhilt man als Projektion einer glatten Kurve im
K3, der getwisteten Kubik:
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Projektionen

Die singulire Kurve C erhilt man als Projektion einer glatten Kurve im
K3, der getwisteten Kubik:

V(y—x2,z—x3)
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(Loading twisted cubic.gif)
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Ideale und Varietiten

Die affine Varietdt V (fi, ..., f,) hdngt nur von dem von
fi,....fy € R=K]|[xi, ..., xn] erzeugten ldeal

I =(f,...f) CR
ab: Ist 1 (p) =0,..., f, (p) =0, dann

(25""5) (p) = ;Sf(p)fi(p) =0

fiir alle s; € R.

Janko Bshm (UdS) Ein Einblick in die algebraische Geometrie 10.04.2011 8 /15



Ideale und Varietiten

Die affine Varietdt V (fi, ..., f,) hdngt nur von dem von
fi,....fy € R=K]|[xi, ..., xn] erzeugten ldeal
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Ideale und Varietiten

Die affine Varietdt V (fi, ..., f,) hdngt nur von dem von
fi,....fy € R=K]|[xi, ..., xn] erzeugten ldeal

I =(f,...f) CR
ab: Ist i (p) =0,...,f, (p) =0, dann

(Es-ﬁ-) (p) =) si(p)fi(p)=0

i=1 i=1

fur alle s; € R. Deshalb definiert man fiir ein Ideal | C R
V(Ih={peK"|f(p)=0Vfel}

Dies ist eine affine Varietdt: Ein Ring heiBt noethersch, wenn jedes Ideal
endlich erzeugt ist.

Theorem (Hilberts Basissatz)

Sei R ein noetherscher Ring, dann ist R [x] ebenfalls noethersch.
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Ideale und Varietiten

Eine Varietdt V (/) C K" heiBt irreduzibel, wenn sie keine nicht-triviale

Zerlegun
e V(I)=V(h)UV(h)

hat.
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Ideale und Varietiten

Eine Varietdt V (/) C K" heiBt irreduzibel, wenn sie keine nicht-triviale

Zerlegun
e V(I)=V(h)UV(h)

hat. Fiir eine Teilmenge S C K" definiere das Verschwindungsideal

I1(S)={feR|f(p)=0VpeS}

Damit ist

v
{Primideale von R} = {irreduzible affine Var. in K"}
I

eine 1 : 1—Korrespondenz.
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Projektion und Elimination

Der GauB-Algorithmus parametrisiert die Lésungsmenge L eines linearen
Gleichungssystems. Dies kann man als eine Projektion L — K"’
betrachten. Analog fiir nichtlineare Systeme:

Janko Bshm (UdS)

Ein Einblick in die algebraische Geometrie

10.04.2011 10 / 15



Projektion und Elimination

Der GauB-Algorithmus parametrisiert die Lésungsmenge L eines linearen
Gleichungssystems. Dies kann man als eine Projektion L — K"’
betrachten. Analog fiir nichtlineare Systeme:

Fiir ein Ideal | C R = k[x1, ..., xn| betrachte das Eliminationsideal
Im = 1 OVK [Xm41, ey Xn]
und die Projektion

s K" — K0
Tm (a1, ..., an)

(am+1, - an)
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Projektion und Elimination

Der GauB-Algorithmus parametrisiert die Lésungsmenge L eines linearen
Gleichungssystems. Dies kann man als eine Projektion L — K"’
betrachten. Analog fiir nichtlineare Systeme:

Fiir ein Ideal | C R = k[x1, ..., xn| betrachte das Eliminationsideal
Im = 1 OVK [Xm41, ey Xn]
und die Projektion

m: K" — KM

TTm (31, - @n) = (am+1+ -+ an)

T (V (1)) = V (Im)
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Projektion und Elimination

Der GauB-Algorithmus parametrisiert die Lésungsmenge L eines linearen
Gleichungssystems. Dies kann man als eine Projektion L — K"’
betrachten. Analog fiir nichtlineare Systeme:

Fiir ein Ideal | C R = k[x1, ..., xn| betrachte das Eliminationsideal
Im = 1 OVK [Xm41, ey Xn]
und die Projektion

T K7 — KO
TTm (31, - @n) = (am+1+ -+ an)

T (V (1)) = V (Im)

Zur Berechnung von /p,:
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Division mit Rest

Fiir ein Ideal | = (f1, ..., f;) in dem Hauptidealring K [x] liefert der

Euklidische Algorithmus den Erzeuger | = (ggT (f1, ..., f;)). Wir kénnen
mit Division mit Rest testen, ob f € K [x] in [ liegt.
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mit Division mit Rest testen, ob f € K [x] in [ liegt.

Fir f € K [xi, ..., xo] muss man einen Leitterm in (f) auswahlen, z.B.
indem man die Variablen lexikographisch ordnet x; > ... > x,.
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Division mit Rest

Fiir ein Ideal | = (f1, ..., f;) in dem Hauptidealring K [x] liefert der
Euklidische Algorithmus den Erzeuger | = (ggT (f1, ..., f;)). Wir kénnen
mit Division mit Rest testen, ob f € K [x] in [ liegt.

Fir f € K [xi, ..., xo] muss man einen Leitterm in (f) auswahlen, z.B.
indem man die Variablen lexikographisch ordnet x; > ... > x,.

Wir teilen x%y + xy? + y? durch xy — 1 und y? — 1 bzgl. x > y:

XCy+xyi+yr = x(y =1 +yy—1)+x+1(y*—1)+y+1
2

Xy — x

Xy2—|—x—|—y2

xy? —y

x+y’+y

v +y

y? -1

y+1
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Grobnerbasen

Teile x?> — y? durch x?> + y und xy + x

X —yr= 1 (X +y)+ ()
x2—|—y
Yy -y
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Grobnerbasen

Teile x?> — y? durch x?> + y und xy + x

X —yr= 1 (X +y)+ ()
x2—|—y
-y =Yy
Seltsam, da
x?—y? = —y(x2+y) + x (xy + x)

also x> — y? € (X2 +y, xy —I—x), aber Rest nicht 0.
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Grobnerbasen

Teile x?> — y? durch x?> + y und xy + x

X —yr= 1 (X +y)+ ()
x2—|—y
Yy -y

Seltsam, da
x?—y? = —y(x2+y) + x (xy + x)

also x> — y? € (X2 +y, xy+ x), aber Rest nicht 0. Problem: Leitterme
kiirzen sich.
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Grobnerbasen

Teile x?> — y? durch x?> + y und xy + x

X —yr= 1 (X +y)+ ()
x2—|—y
Yy -y

Seltsam, da

X2 —y?=—y (x2+y) + x (xy + x)
also x> — y? € (X2 +y, xy+ x), aber Rest nicht 0. Problem: Leitterme
kiirzen sich.

Losung: Nehme zu den Divisoren alle Polynome, die man durch Kiirzen
von Leittermen erhilt. Das ist die Notation einer Grobnerbasis.
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Grobnerbasen

Teile x?> — y? durch x?> + y und xy + x

X —yr= 1 (X +y)+ ()
x2—|—y
-y =Yy
Seltsam, da
X2 —y? = —y(x2+y) + x (xy + x)

also x> — y? € (X2 +y, xy+ x), aber Rest nicht 0. Problem: Leitterme
kiirzen sich.

Losung: Nehme zu den Divisoren alle Polynome, die man durch Kiirzen
von Leittermen erhilt. Das ist die Notation einer Grobnerbasis.
Grobnerbasis oben:

G={y’+y x> +yxy+x}
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Grébnerbasen und Projektion

Theorem

Ist G ={gi1,....g} eine lexikographische Grébnerbasis von
I C k[x1, ..., xn], dann ist

Gm = G Nk [Xmt1, -t Xn)

eine lexikographische Grébnerbasis von Iy, C k [Xm+1, ..., Xn).
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Grébnerbasen und Projektion

Theorem

Ist G ={gi1,....g} eine lexikographische Grébnerbasis von
I C k[x1, ..., xn], dann ist

Gm = G Nk [Xmt1, -t Xn)

eine lexikographische Grébnerbasis von Iy, C k [Xm+1, ..., Xn).

v

Damit kann man auch das Bild von V (/) unter einer rationalen Abbildung

¢ = (¢ ....,9,) mit ¢, € k(xi, ..., xp) durch Projektion des Graphen
beschreiben.

I'(o) ={(x.¢(x)) [ xe V(I)} CK"x K"
1/ N\ T
V(I) — K
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Der ganze Abschluss und Integralbasen

Wie findet man eine (fast iiberall) bijektive Abbildung einer singuldren
Kurve C = V (1) auf eine glatte Kurve?

/
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Wie findet man eine (fast iiberall) bijektive Abbildung einer singuldren
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/

Berechne fiir A= K [x,y] /I den ganzen Abschluss A C A C Q (A).

Janko Bshm (UdS)

Ein Einblick in die algebraische Geometrie

10.04.2011 14 /
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Kurve C = V (1) auf eine glatte Kurve?

/

Berechne fiir A= K [x,y] /I den ganzen Abschluss A C A C Q (A).
Beispiel: Fiir | = (x3 +x% — y2) ist eine Darstellung von A als A-Modul

A=(13),
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Der ganze Abschluss und Integralbasen

Wie findet man eine (fast iiberall) bijektive Abbildung einer singuldren
Kurve C = V (1) auf eine glatte Kurve?

/

Berechne fiir A= K [x,y] /I den ganzen Abschluss A C A C Q (A).
Beispiel: Fiir | = (X3 +x% — y2) ist eine Darstellung von A als A-Modul

A=(13),

B., Decker, Laplagne, Seelisch: Computing integral bases via localization.
" A new algorithm for computing the adjoint ideal.
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Abbildung auf eine nicht-singuldre Kurve

C= V(X3+X2—y2) iKl, (X,y)|—>t:X
X
mit Graph

=x#0
1T () =(*+x*—y? x-t—y, w-x—1) CK[w,xy,t]
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Abbildung auf eine nicht-singuldre Kurve

C=V(3+x*—y?) % K (x,y)Ht:X
x
mit Graph
=x#0
1T () =(*+x*—y? x-t—y, w-x—1) CK[w,xy,t]

Elimination mit w > x>y > t:

X3—{—x2—y2 w
xt—y —w wy  —wt
wx — 1 t x?—x 1
—wy +t 1 xt t
—wy? +x° +x 1 -1
—x% 4+ xt? — x 1 w
—x+t2—1 1
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Abbildung auf eine nicht-singuldre Kurve

C=V(3+x*—y?) % K (x,y)Ht:X
x
mit Graph
=x#0
1T () =(*+x*—y? x-t—y, w-x—1) CK[w,xy,t]

Elimination mit w > x>y > t:

X3—{—x2—y2 w

xXt—y —w wy —wt

wx — 1 t x2 — x 1

-1

_W—zwy —|—2t 1 jt t KL%, ¢

Y+ x4+ x 1 1 t»—>(t2—1t3—t)
—x2 4+ xt? — x 1 w
—x+t2—1 1
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Abbildung auf eine Gerade

(Loading node.gif)
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Abbildung auf eine Gerade

C=V(x'—y>’+x°)und t = %

(Loading A3.gif)
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