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1 Einleitung

Eine rationale Kurve ist eine irreduzible projektive Kurve C' C P, die birational
dquivalent ist zu P{. Es gibt also einen birationalen Morphismus P& — C. Ein
solcher Morphismus heifit Parametrisierung von C'. Eine irreduzible projektive
Kurve C ist rational genau dann, wenn p (C) = 0. Fiir eine ebene irreduzible
projektive Kurve C' C PZ ist #iquivalent: C' ist rational, p (C) = 0, fiir alle m €
N gibt es birationale Transformationen C — C,, mit rationalen Normkurven
Cy, C PP. (Bemerkung: Im folgenden wird darauf verzichtet eine birationale
Transformation von A nach B mit einem gestrichelten Pfeil zu bezeichnen. Statt
dessen wird A — B geschrieben, auch wenn die birationale Transformation nicht
auf ganz A definiert ist, es wird jedoch stets darauf hingewiesen, daf} es sich



um eine solche handelt. Das Rechnen mit birationalen Transformationen ist in
Abschnitt 12 behandelt).

Sei eine ebene rationale Kurve C' gegeben durch einen birationalen Mor-
phismus (@ : @1 : ®2) : PL — C mit homogenen Polynomen @y, ®;,®y €
Q[Ty,Ty] vom gleichen Grad und ohne gemeinsamen Teiler. Setzt man a :
Q[Xo, X1, Xo] — Q[To, T1], a(X;) = P, gilt ker (o) = (F) mit einem irre-
duziblen F' € Q [Xo, X1, Xo] und C =V (F).

Ist umgekehrt eine ebene rationale Kurve C = V (F) vom Grad n mit ei-
nem homogenen Polynom F' € Q[Xy, X1, X3] vom Grad n gegeben, dann kann
man fragen, ob es eine Parametrisierung (®g : ®; : ®2) mit homogenen Polyno-
men ®g, &1, Py € Q[Tp, T1] vom gleichen Grad gibt, und ob man eine derartige
Parametrisierung mit einem Algorithmus finden kann. Eine solche Parametri-
sierung heifit rationale Parametrisierung. Die Antwort wurde von Hilbert und
Hurwitz in der Arbeit ”Uber die diophantischen Gleichungen vom Geschlecht
Null” (1889) [20] gegeben. Falls n ungerade ist, ist es stets moglich eine ratio-
nale Parametrisierung zu finden. Ist n gerade, dann gibt es einen birationalen
Morphismus C — C mit Koeffizienten in Q und einer Konik Co C P% mit
Gleichung in Q [Yp, Y7, Ys]. Die Formulierung, daf§ die birationale Transforma-
tion Cy — C Koeffizienten in Q hat, bedeutet, daf sie repriasentiert werden kann
durch (®g : @1 : P3) mit ®; aus dem homogenen Koordinatenring von Cy, wobei
®; durch einen Reprisentanten in Q [Yp, Y7, Ya] gegeben ist und diese Reprisen-
tanten alle den gleichen Grad haben. Eine rationale Parametrisierung von C'
existiert genau dann, wenn eine solche fiir C5 existiert. Dies ist wiederum genau
dann der Fall, wenn es einen rationalen Punkt auf Cs gibt. Anderenfalls existiert
eine Parametrisierung von C' mit Koeffizienten in einer algebraischen Korperer-
weiterung von Q vom Grad 2. Ein Algorithmus, um einen rationalen Punkt auf
einer Konik zu finden, falls einer existiert, wird in Abschnitt 15 behandelt. Er
ist in Abschnitt 29 in Maple implementiert. In der Arbeit von Hilbert und Hur-
witz wird ein Algorithmus angegeben, der eine Parametrisierung von C' liefert,
die Koeffizienten in Q hat oder in einer algebraischen Korpererweiterung von Q
vom Grad 2, falls dies nicht anders moglich ist. Die wesentliche Vorarbeit wurde
von M. Noether in der Arbeit "Rationale Ausfithrung der Operationen in der
Theorie der algebraischen Funktionen” (1883) [32] geleistet, wo ein Algorithmus
angegeben wurde, der fiir jedes m € Ny eine Basis mit Koeffizienten Q des Grad
m-Teils des adjungierten Ideals von C' berechnet.

Es gibt heute im wesentlichen 4 Ansétze fiir Algorithmen zur Berechnung
einer rationalen Parametrisierung von C":

1. Der Algorithmus von Hilbert und Hurwitz (1889) [20]:
Dieses Verfahren ist beschrieben in Abschnitt 20.

Eine Basis des Grad (n — 2)-Teils des adjungierten Ideals von C' liefert
eine birationale Transformation ® : C' — C,,_5, wobei C),_o C ]P’Ef2 eine
rationale Normkurve bezeichnet. C,,_o kann man mit einem birationalen
Morphismus 7 : Cy,—2 — D,,—> C P% auf eine rationale ebene Kurve vom
Grad n — 2 projizieren, deren Gleichung Koeffizienten in Q hat. Der Algo-
rithmus berechnet aus einer Basis des Grad (n — 2)-Teils des adjungierten
Ideals von C die Komposition 7 o ®. Fiihrt man dies iterativ weiter be-
kommt man eine birationale Transformation C' — ]P’(%:7 falls n ungerade war,
und eine birationale Transformation C' — C5 auf eine Konik Cy C IP’%, falls



n gerade war. Diese 148t sich umkehren und man erhélt einen birationalen
Morphismus IP’}C — C bzw. (5 — C mit Koeffizienten in Q.

. Das folgende Verfahren wird in Abschnitt 19.2 angegeben und in Abschnitt
30.1 in dem Computeralgebra-Programm Macaulay 2 implementiert:

Mit dem adjungierten Ideal hat man wieder eine birationale Transforma-
tion @ : C' — C,,_o mit einer rationalen Normkurve C,,_o C Pgi2. Kanoni-
sche Divisoren auf C,,_» sind von der Form — P; — P, mit 2 Punkten Py, P
auf C,,_o. Wir betrachten zwei solche Punkte, die, wenn man die (quadra-
tischen) Erzeuger von I (C,,_2) mit Koeffizienten in Q hat, représentiert
werden durch n — 3 zusitzliche lineare Gleichungen mit Koeffizienten in
Q, die das Linearsystem der Hyperebenen im P?fz durch diese Punkte
bilden. Dieses schneidet eine vollstindige Linearschar vom Grad n — 4
und Dimension n —4 aus, und man erhélt eine birationale Transformation
Crp_o — C,,_4 auf eine rationale Normkurve C,,_4 C IE”E_4 und Erzeuger
von I (C),—4) mit Koeffizienten in Q. Die Berechnung von C,,_o — C,,_4
wird in Abschnitt 16 behandelt. Iterativ bekommt man also eine bira-
tionale Transformation C' — C,,_o — P¢, falls n ungerade war, bzw. eine
birationale Transformation C' — C,,_s — (5 auf eine Konik C5 C IP’%, falls
n gerade war. Die Umkehrung dieser birationalen Transformation geméifl
Abschnitt 12 liefert einen birationalen Morphismus Pt — C bzw. Cy — C
mit Koeffizienten in Q.

Folgende Modifikation dieser Methode ist in Abschnitt 19.3 beschrieben
und in Abschnitt 30.2 implementiert:

Statt die birationale Transformation C — C),_o — ]P’(lC bzw. C — C),_9 —
C5 umzukehren, berechnet man eine rationale Parametrisierung der ra-
tionalen Normkurve C,,_o iiber dem Rlc bzw. einer Konik Cs. Ein Algo-
rithmus dazu ist in Abschnitt 16.6 angegeben. Schliellich kehrt man noch
C — Cp—_o um (Abschnitt 19.3) und erhiilt damit einen birationalen Mor-
phismus Pt — C bzw. Cy — C mit Koeffizienten in Q. Beide Teilschritte
sind besonders einfach, da aufler in Spezialfillen nur bilineare Gleichungen
aus dem Ideal des Graphen der jeweiligen birationalen Transformation be-
trachtet werden miissen. Zur Umkehrung von C — C),_5 verwendet man
die Hilbert-Burch-Matrix des adjungierten Ideals.

. Der Algorithmus von Sendra und Winkler (1997) [39]:

Aus dem adjungierten Ideal werden Familien von jeweils 2 glatten Punkten
auf C' berechnet. Unter einer solchen Familie versteht man ein Radikalideal
I C Q[Xo, X1, X3], sodal V (I) aus 2 verschiedenen glatten Punkten von
C besteht (diese Punkte miissen nicht notwendig rationale Punkte von C
sein). Legt man "7_4 fiir n gerade bzw. "?_3 fiir n ungerade solcher Paare
von Punkten als Basispunkte des Linearsystems der Adjungierten vom
Grad n — 2 fest, erhilt man eine birationale Transformation C' — IP’%: bzw.
C — (5. Die Umkehrung dieser birationalen Transformation liefert einen
birationalen Morphismus Pt — C bzw. Cy — C mit Koeffizienten in Q.

Dieses Verfahren ist in dem Maple-Paket CASA des RISC-Linz imple-
mentiert.

Eine in der Technik und Vorgehensweise modifizierte Version ist in Ab-
schnitt 13 angegeben und in Abschnitt 30.3 programmiert. Dabei wird



unabhéngig davon, ob n gerade oder ungerade ist, stets eine birationale
Transformation C' — C5 auf eine Konik erzeugt und diese dann umge-
kehrt.

4. Der Algorithmus von Mark van Hoeij (1997) [23]:

Dieser Algorithmus konstruiert zunéichst den ganzen Abschluf C [C'] von
C[C’] in C(C") fiir eine geeignete zu C birational dquivalente affine Kur-
ve C', indem eine Ganzheitsbasis by, ...,b,—1 € C(C’) angegeben wird

mit C [x] (@) _ Clz]bo + ... + C[x] by—1, wobei man erreichen kann, daf§
bo, ..., bp_1 Koeffizienten in Q haben. Daraus wird direkt ein g2 und da-
mit eine birationale Transformation C' — C5 berechnet, unabhéingig ob n
gerade oder ungerade ist, und dann diese umgekehrt. Dieses Verfahren ist
einem Maple-Paket implementiert.

Das adjungierte Ideal spielt also eine zentrale Rolle in Algorithmen, die eine
rationale Parametrisierung suchen. Es hat verschiedene Ansétze gegeben, um
zu definieren, was ein adjungiertes Ideal einer irreduziblen ebenen Kurve ist. In
der Arbeit [8] ist eine Definition gegeben, die diese Ansétze zusammenfafit. Im
wesentlichen gibt es 3 wichtige adjungierte Ideale: das klassische im folgenden
mit M bezeichnet, das von Gorenstein, bezeichnet mit &, und das von Kel-
ler bezeichnet mit K. Tatséchlich gilt T C 8 = & und N = K = & falls C nur
gewohnliche Mehrfachpunkte hat. Heute wird & = & als das adjungierte Ideal
bezeichnet und dieses gibt dann auch die birationale Transformation C' — C,,_».
Diese Thematik wird in dem Abschnitt 6 behandelt. Alle drei Ansétze bieten
die Moglichkeit, das entsprechende adjungierte Ideal mit einem Algorithmus zu
berechnen. Es werden folgende Verfahren zur Berechnung von Erzeugern von &
bzw. 9 mit Koeffizienten in Q behandelt:

1. In Abschnitt 11.1 wird ein Verfahren angegeben, das fiir eine beliebige
ebene irreduzible Kurve aus einer Ganzheitsbasis von C[C’] iiber C[C']
mit Koeffizienten in Q, wobei C” eine geeignete zu C birational dquivalente
affine Kurve ist, das adjungierte Ideal & berechnet.

2. In Abschnitt 11.2 wird das klassische Verfahren von M. Noether aus [32]
behandelt, das fiir eine ebene irreduzible Kurve mit nur gewchnlichen
Mehrfachpunkten das adjungierte Ideal 9t berechnet. Dieser Algorithmus
wurde in [38] weiterentwickelt. Im Abschnitt 10.3 ist ein Verfahren an-
gegeben, das mittels ebener quadratischer Transformationen (Abschnitt
8) eine beliebige ebene irreduzible Kurve mit Gleichung in Q [Xy, X1, X2]
auf eine Kurve mit nur gewohnlichen Mehrfachpunkten und Gleichung in
Q [Xo, X1, Xo] transformiert.

3. In Abschnitt 11.4 wird ein Verfahren besprochen, das 91 fiir eine ebene
irreduzible Kurve mit nur gewohnlichen Mehrfachpunkten mittels Satu-
rierung (Abschnitt 7) berechnet. Bemerkung: Das Verfahren 148t sich er-
weitern, um auch fiir Kurven mit nicht-gewohnlichen Mehrfachpunkten
ohne wesentlichen Mehraufwand in den meisten Fillen & zu berechnen.

4. In Abschnitt 11.3 wird fiir eine ebene projektive rationale Kurve C =
V(f), f€eR:=Q[Xo, X1, Xo] irreduzibel, n := deg (f), mit nur gewshnli-

chen Doppelpunkten gezeigt, dafi die freie Auflésung von J := < 86;0 , 68—){1, aa)g; >




die Form
0—R1M Rt MRS 7 0

hat. Daraus ergeben sich 2 Methoden, um das adjungierte Ideal von C' zu
berechnen:

(a) Der Grad n — 2 Teil von ker (hg ® R/Jy) wird erzeugt von Vektoren

w1
, wobei w; das Bild von w; € Rin R/Jy sei und deg (w;) =

Wp—1
n—2. Es gllt C[X0,X1,X>] <U)17 ...7wn,1> =N=R=06.

(b) Jede minimale freie Auflésung des adjungierten Ideals & einer ebenen
rationalen Kurve vom Grad n hat die Form

0—-8(-(n-1)">BS(—(n-2)"%e -0

mit S := C[Xg, X1, X32]. Das Ideal der (n —2) x (n — 2)-Minoren
von dy ist das adjungierte Ideal von C. Sei (fiir die Kurve mit nur
gewohnlichen Doppelpunkten) hy := hy ® R/J;, M der R/Jp-Modul
erzeugt von den Spalten von h; und sei El die Matrix, in deren Spal-
ten minimale Erzeuger des Moduls M stehen. Sei hy die lineare Sy-
zygienmatrix von hy. Sei dy € R,,_2,,—1 die Matrix der linearen Re-
priasentanten der Eintridge von EQT Das Ideal in S erzeugt von den
(n —2) x (n — 2)-Minoren von dy ist dann &.

Man beachte, dal man, um die vom adjungierten Ideal induzierte
birationale Transformation C' — C,,_o auf eine rationale Normkurve
Ch_o C IP’ZfQ umzukehren, die Hilbert-Burch Matrix Elvl von & direkt
verwenden kann.

Neben den Rechenzeiten zur Bestimmung einer rationalen Parametrisierung
(Vergleich der Rechenzeiten in Abschnitt 25.3) ist fiir die praktische Verwend-
barkeit einer Parametrisierung, z.B. im Computer Aided Design, auch die Grofie
der Koeffizienten der Parametrisierung wichtig. Diese wird durch den betragsméBig
grofiten Koeffizienten gemessen, dessen Betrag als Hohe bezeichnet wird. In Ab-
schnitt 18 ist ein Verfahren angegeben, das oft die Hohe einer Parametrisierung
verbessern kann. Ein Vergleich der von den verschiedenen Parametrisierungs-
verfahren gelieferten Hohen findet sich in Abschnitt 25.2. Beispielplots sind
in Abschnitt 27 gegeben und ausfiihrliche Zwischenergebnisse der Parametri-
sierungsverfahren in Abschnitt 25.1.

An dieser Stelle méchte ich mich besonders bei Herrn Prof. Dr. Frank-Olaf
Schreyer bedanken, der mich in meinem Studium unterstiitzt, in das Thema
eingefiihrt, die Arbeit betreut und mir in auergewohnlicher Weise seine Zeit
zur Verfiigung gestellt hat. Thm verdanke ich wesentliche Denkansto8e, Anre-
gungen und Ideen. Mein Dank gilt weiterhin Hans-Christian von Bothmer, der
mir viele Problemstellungen erklért und Verbesserungsvorschlige gemacht hat,
auch Thomas Eckl, sowie Thomas Bauer, der einen Teil der Arbeit Korrektur
gelesen hat.
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Im folgenden Diagramm soll der logische Zusammenhang der einzelnen Ab-
schnitte verdeutlicht werden (es ist jeweils deren Nummer und ein Stichwort
zum Inhalt angegeben):

Grundlegendes zu
adjungerten Ideden

16 Quadratische Standardzerlegung
Gonzhathags Transforénatloren | der Smgiu aitéten
" 0
algorithmus
o v

Birationale Transformation auf
eine ebene Kurve mit nur
gewdhnlichen
Mehrfachpunkten
104

Saturierung
7
) 4 A 4 * ) 4
Berechnung des Berechnung des adjungierten Berechnung des Berechnung des
adjungierten Ideds aus Idedsaus der freien adjungerten Ideds mit adjungierten Idealsausder | o
einer Ganzheitshas s Auflésung des Jacobiideds Saturierung Standardzerlegung
111 113 114 112
Adjungertes
Ideal
Parametrisierung :
vonrationalen Kgnstruktlon von
Famili en von 2 Purkten
Normkurven 13
16
\ 4 \ 4 *
klass sches Parametrisierung van ebenen Parametrisierung durch
Parametris erungs- Kurven Fegtlegen von zusétzlichen
verfahren mittelsder Parametrisierung Bas spunkten
20 von rationalen Normkurven 21
19
rationale Parametrisierung
P! C fiir deg(C) ungerade
rationdle C,— C fiir deg(C) gerade
Parametrisierung
vonKoniken *
15
rationale Parametrisierung
P*—C fiir deg(C) ungerade,
fur deg(C) gerade, Koeffizienten
eventuell in einer algebraischen
Optimierungder Hohe K orpererweiterung von @ vom Grad 2
von Parametrisierungen
18 *

optimierte
Parametrisierung
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Teil 1
Vorbemerkungen

Sei k algebraisch abgeschlossen.

2 Nichtsingulire Kurven

2.1 Lokale Ringe

Sei C eine irreduzible, nichtsingulire, vollstéindige algebraische Kurve. k (C) ist
ein algebraischer Funktionenkorper in 1 Variable iiber k. C' sei mit der Zaris-
kitopologie versehen. Der lokale Ring von C' in einem Punkt P sei O¢c p. Oc,p
ist ein Unterring von k (C') und ein noetherscher lokaler Ring mit einem ein-
deutigen maximalen Ideal m¢c p. Oc,p ist ein regulérer lokaler Ring, mc, p ein
Hauptideal. Sei t ein Erzeuger von mc, p. t heilt uniformisierender Parameter
in P. Oc¢,p ist ein diskreter Bewertungsring. Bezeichne die entsprechende Be-
wertung mit vp : k (C) — ZU{oc}. Ist vp (f) = j und ¢ ein uniformisierender
Parameter in P, dann gibt es ein u € OF p mit f = t/u. k(C) hat auBer den
Oc,p, P € C keine weiteren diskreten Bewertungsringe.

2.2 Divisoren

Ein Element der freien abelschen Gruppe Div (C) der Punkte von C heile Di-
visor auf C (ein solcher Divisor ist also ein Weildivisor auf C'). Ist D ein Divisor
auf C, dann gibt es np € Z mit D = ZPGC npP und np = 0 fiir alle bis auf
endlich viele P € C. Setze vp (D) :=np. deg (D) := > pcvp (D) heifit Grad
des Divisors D. Ein Divisor D heifit effektiv genau dann, wenn vp (D) > 0
VP € C. Schreibe dann D > 0. Ist D — D’ > 0 schreibe D > D'. Ist f € k(C),
dann setze (f) := > pccvp (f)P. P(C) := {(f) | f € k(C)} ist eine Unter-
gruppe von Div (C). Div (C) /P (C) heifit Divisorenklassengruppe von C. Die
Aquivalenzklassen seien mit {D} bezeichnet. Sind D, D’ € {D} dann heifien D
und D’ linearéiquivalent, d.h. 3f € k (C) mit D = D'+ (f). Ist D € P (C), dann
ist deg (D) = 0. Damit ist der Grad einer Divisorenklasse { D} wohldefiniert als
deg ({D}) = deg (D).

Sei D ein Divisor. Sei D’ > 0 linearéquivalent zu D, d.h. 3f € k (C) mit D' =
D+(f),also D+(f) > 0,also (f) > —D.Sei L (D) :={f €k(C)|(f) > —-D}U
{0}. L (D) ist ein Vektorraum. Ist f € L (D)\ {0}, dann ist D’ := D 4 (f) > 0
und fir f,g € L (D)\ {0} gilt D+ (f) = D+ (g) genau dann, wenn 3\ € k\ {0}
mit f = Ag. Sei |D| := {D'>0| D’ € {D}}. Damit hat man eine bijektive
Korrespondenz von P (L (D)) mit |D|. Eine effektive Linearschar A ist eine
Menge von effektiven Divisoren, die zu einem linearen projektiven Unterraum
von P (L (D)) fiir ein D € Div (C) korrespondiert. Dieser Unterraum korrespon-
diert zu einem Untervektorraum A von L (D). Setze dim (A) := dim (4) — 1.
Setze | (D) := dim (L (D)) = dim (| D|) + 1. | D] heifit vollstéindige Linearschar.
Effektive Linearscharen korrespondieren zu Morphismen von C' in einen projek-
tiven Raum. Sei A eine effektive Linearschar. Man sagt A hat keine Basispunkte
genau dann, wenn VP € C' 3 D € A mit vp (D) = 0.
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2.3 Satz von Riemann-Roch

Sei L(D)p ={f€k(C)|vp(f)>—vp(D)} der Halm der Garbe £ (D) in
die eine Untergarbe von der konstanten Garbe k (C) ist. Es gilt H° (C, L (D)
L (D) ist endlichdimensional, ebenso H! (C, L (D)) und H?(C, L (D)) =
q>2.Ist D' := D+ (f) mit f € k(C), dann ist £ (D) isomorph zu £ (D’

Sei I (D) := H' (C, L (D)),seii (D) :=dimI(D).p(C):=dimH* (C,O¢) =
1 (0) heifit Geschlecht von C'. Es gilt

I1(D)—1i(D)=deg(D)—p(C)+1 bzw.
dim (ID]) = (D) — 1 = deg (D) ~ p(C) +i (D)

P,
)f
0f
)-

Sei F' eine kommutative Algebra iiber einem Korper k. Der Modul der k-
Differentiale von F' sei mit Dy, (F) bezeichnet. Dy, (F) ist ein F-Modul zusammen
mit einer k-linearen Abbildung d : F — Dy (F) mit d (xy) = zdy + ydx. Dy (F)
wird von den dz mit z € F erzeugt. Fiir eine Varietdt X ist Qp = Dy, (Ox p)
der Halm der kohdrenten Garbe  auf X. Q ist lokal frei iiber der (offenen)
Menge der nichtsinguldren Punkte von X. Betrachte nun die Kurve C:

Q ist eine Untergarbe der konstanten Garbe Dy, (k (C)). Ist ¢ ein uniformi-
sierender Parameter in P, dann ist d¢ eine Basis des O¢ p-Moduls 25 und eine
Basis des k (C)-Vektorraums Dy, (k (C)). Damit kann man ein w € Dy, (k (C))
schreiben als w = fdt mit einem f € k(C). Ist f # 0, setze vp (w) := vp (f).
Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von ¢. Sei l@ p die Vervollsténdi-
gung von k(C) in bezug auf die Bewertung vp, also k/(E)P ~ k((T)) mit
t — T. Identifiziere f mit seinem Bild in & ((7)). Dann kann man schrei-
ben f = > o ya,T" mit a, € k und einem N € Z. Definiere das Residu-
um von @ = fdt in P als resp (w) := a_y mit f = Y ya,T". resp(w)
ist unabhiingig von der Wahl von t. Es gilt fiir jedes w € Dy (k(C)), dafl

> pecresp (w) = 0.
Fiir ein @w € Dy (k(C)), @ # 0 setze (@) := ) pcovp (w) P. Hat man

einen Divisor D gegeben, dann sei Q (D) := {w € Dy, (k(C))\ {0} | (w) > D}U
{0}. (D) ist ein Untervektorraum von Dy, (k (C)). Es gilt ¢ (D) = dim Q (D)
(Dualitét), insbesondere ist

p(C)=1i(0) =dim (Q2(0)) =dim{w € Dy, (k(C)) | (w) > 0}

Seien w,w’ € Dy (k(C)), w,w’ # 0. Da dim Dy (k(C)) = 1 als k(C)-
Vektorraum, gibt es ein f € k (C)" mit @’ = fw. Also gilt (@) = (f)+(w), also
ist £ :={(w) | w € Dy (k(C))} eine lineare Aquivalenzklasse von Divisoren. K
heift kanonische Klasse von C. Die Elemente heilen kanonische Divisoren
von C. Sei K = (wy), wo € Dy, (k(C)) ein kanonischer Divisor von C' und sei
@ € Dy, (k(C)). Dann gibt es ein f € k(C)* mit @ = fwy. Also ist (w) > D
genau dann, wenn (f) 4 (wp) > D genau dann, wenn f € L (K — D). Also ist

i(D)=dim (Q (D)) =1(K — D)
Also gilt fiir jeden D € Div (C), da8
dim (|D]) = 1(D) — 1 = deg (D) - p(C) + 1 (K — D)
Insbesondere hat man, da { (0) =4 (K) =1 und I (K) =i (0) = p(C), dal
deg (K) = 2p(C) — 2
dim (|K1) = p(C) =1
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Ist deg (D) > 2p(C) — 1, dann gilt deg (K — D) < —lalso [ (K — D) =0
also dim (|D]) = deg (D) — p (C).

Ist deg (D) > 2p (C), dann hat |D| keine Basispunkte.

Ist deg (D) > 2p (C) + 1, dann ist |D| very ample.

3 Blowups von Quasiprojektiven Varietiten
3.1 Der o—Prozess im P}
1. Seill := {(zo D 1T, Y1t Yn) € PR X IP’Z_l | 2y = yiz;, 1 <4,j < n}

2. Betrachte die Abbildung

oo : P x IP’Zfl =P (To: o i Ty Y1t i Yn) — (ot X))
Sei € := (1:0:...:0). Sei (g:...:2,) € P, (x0: ) # ¢ und
(Tt oot Ty Y1t vee 2 Yp) € IL Dann ist (271 1 ... 1 2p,) = (y1 et Yn), denn

ziy; = yirj, 1 <i,j < n. Dagegen gilt o, ' (¢) =& x P}~ Somit ist
oo ‘H\(EXP;—I): I\ (e x PPY) = PP\ {e}, (zo ot Ty Y1 ¢ e 1Y) = (T 1o 2 )

ein Isomorphismus mit Umkehrmorphismus

(Uo |H\(€XP271)) PR\ {e} = II\ (& x PPl (0t vt @) o (T0 0ot Ty 1 1 e 1 Ty

Die birationale Transformation o := [00 |H\( 6><IPn—1)j| heilt o —Prozess
k
mit Zentrum (1:0:...:0).

3.8l Uy == {(z0t oo 1 T, Y1+ oo 2 yn) EPP X PP [ g #£ 0,y # 0} C P} x
]P’Z71 offen, also IINU; offen in IT und damit ist IINU; eine quasiprojektive
Varietéat. Weiter gilt

HmUz:{(xO cTn,Y1 - y)€U|x]_Z]xla1§]Sn71#l}
i

und damit ist II N U; isomorph zu A} mittels

InuU;, — Ay
Y1 Yi—1 i Yi+1 Yn
O D e P Ty Y1 e S Yn) ( ...,,,,...,)
( " " Yi yi wo y Yi
AT S TINU;
(215 ey Zig ey 2n) = (L 2120 ¢ oot 242120 5 20 ¢ Zi4120
D 2n20,21 ¢ et Zim1 2 L Zig1 et 2Zn)

IT ist nichtsingulédr und irreduzibel.
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3.2 Der lokale 0—Prozess

1. Sei U eine irreduzible nichtsingulédre quasiprojektive Varietét, sei P € U
und sei vorausgesetzt, dafl es uq, ..., u, € I'[U] gibt mit
{RQeU|u(Q)=0,...,u, (Q) =0} = {P}, die ein lokales Koordinaten-
system bilden. Sei

Y = {(Q,yl DY) €U X P271 | U; (Q)yj = Uu; (Q) y; Vi, 5 = 1,...,’17,}

Die Projektion og : U x ]P’Z_l — ]P’Z_l ist ein Morphismus. ¢ := gq |y:

Y — IP’Z_l ist ebenfalls ein Morphismus und heifit lokaler c—Prozess

von U in P.

Sei Q € U, Q # P. Dann besteht 0~ (Q) aus genau einem Punkt, denn
Jie{l,..,n}:u; (Q) #0 und damit gilt fiir einen Punkt (Q,y1 : ... 1 yn)

€o 1 (Q), daBy; = LBy, Vi=1,...n,dh o1 (Q) = {(Qu1 (Q) : - un (Q))}

Auferdem gilt o~ (P) = P x P}, Somit ist

o |Y\(P><]P’Z_1): Y\ (P X IP’Z_l) — U\{P},(Q,y1: ... :yn) — Q

ein Isomorphismus mit Umkehrmorphismus

(0 b)) ONPY =Y\ (PX B Q (@ (@) ¢ ot 1 (Q)

Deshalb gilt dim (o= (U\ {P})) = n.
Setze YV; == {(Q,y1:...:yn) €Y |y; #0}, also Y = UJ,_, ¥ und da-
mit ist Y7, ...,Y;, eine offene Uberdeckung von Y. Auf Y; haben wir lokale

’LLjOO'

Koordinaten @Q (i); := 7 = 3227 fiir j = 1,...,n mit j # i und Q (i), :=

Yi U; 00
u; o 0. Deshalb gilt fiir S € o~ (P), daB8 dim (Osy) = n = dim (V) und
damit ist Y nichtsingulédr. In diesen lokalen Koordinaten ist o gegeben

durch
(u1, - u2) (0 (8)) = (Q(9); (8) Q (1) (), ..., Q (), (5), .-, Q (1), (8) Q (4),, (5))
fiir S €Y.

Insbesondere gilt fiir n =2 und i = 1 und S € Y;, daBl (uq,us2) (0 (S)) =
(Q (1), (5),Q (1), (5) - Q (1), (5))-

2. Der lokale 0 —Prozess ist unabhéngig von der Wahl des lokalen Koordina-
tensystems.
Beweis: [40], Ch. II, §4.2.

3.3 Iteration von c—Prozessen

Sei X eine irreduzible quasiprojektive Varietdt. Man kann annehmen, dal X C
V C P} mit einer projektiven Varietdt V. Auflerdem kann man annehmen,
dal ¢ := (1:0:...:0) € X. Betrachte nun den oc—Prozess in P} zentriert
in e aus 3.1: 0 : II — P}. o1 (X) ist eine quasiprojektive Varietit, denn
o (X)CcTTC P x PPt o~ (X) ist offen in TI.

15



Wenn X nichtsingulér in ¢ ist und X & P, dann gilt o 1 (X) = (5 X szl) U
Y, wobei Y := 071 (X\{e}). Da o |H\(Exp271): I\ (e x PP ') — PP\ {e} ein

Isomorphismus ist, ist o [,—1(x\{}): 0 (X\ {e}) — X\ {e} ein Isomorphismus.
Y ist als irreduzible abgeschlossene Teilmenge einer quasiprojektiven Varietét
eine quasiprojektive Varietit.

Fiir z € X, ¢ # € und eine offene Umgebung U C X von = mit £ ¢ U ist
0 |o-1): 071 (U) — U ein Isomorphismus. Insbesondere ist 0~! (z) ein einfa-
cher Punkt. Fiir eine affine Umgebung U C X von € ist o |51y ot U)—=U
der lokale o—Prozess. Aus 3.2 folgt, daf§ alle Punkte von o=! (¢) NY einfache
Punkte von Y sind. Wenn X nichtsingulér ist, ist auch Y nichtsingulér.

Die Abbildung ¢ : Y — X (dabei wird die Einschrinkung weggelassen)
heiflit c—Prozess von X in ¢ € X, wobei durch einen Koordinatenwechsel
ein beliebiger Punkt von X sein kann. Wenn X nichtsingular ist, kann dieser
Prozess iteriert werden, da Y wieder eine nichtsingulédre quasiprojektive Varietét
ist.

Beweis der Behauptungen: [40], Ch. II, §4.3.

Sei C' C X eine quasiprojektive Varietét und P € C. Sei C' := o~ (C\ {P}) C
Y, wobei 0 : Y — X der o-Prozess von X in P sei. C’ heifit strikte Trans-
formierte von C. o : ¢ — C (wobei die Einschrinkung von o unterdriickt
wird) heifit Blowup von C in P. Fiir eine Folge von m Blowups ist die strikte
Transformierte von C iterativ definiert.

3.4 Das nichtsingulidre Modell einer Kurve

1. Sei X eine glatte irreduzible projektive Fliche und sei C' C X eine abge-
schlossene irreduzible Kurve. Es gibt eine Folge von glatten irreduziblen
quasiprojektiven Flachen

Om—1

o
Xm Xm—l e T Xl = XO

mit o-Prozessen oy, ...,0pm_1, wobei o; in P; zentriert sei, sodafl

Ci=0, (Cio\{Pi1}) C Xs,i=1,..,m
abgeschlossene Varietdten Kurven sind, sodafl C), nichtsingulér ist.
Cp "™ Oy 757 B Ry =C
heifit eine Folge von Blowups.
>:Cp — C,X:=0090...00,_1
ist ein birationaler Morphismus mit
D (7Y =C\({Po, 00 (P1),.... (000 ... 0 Opp—2) (Pr1)} N C)

Seien @1, ..., Qs € Cy die singulidren Punkte von Cy. Sei jo € {1,...,s}. Es
wird dann ein Blowup in Py := @Q);, angewendet. Ist unter den Punkten
von o, ! (Po) N Cy ein singulidrer Punkt von C7, dann wird auf diesen
wiederum ein Blowup angewendet. Fiihrt man dieses Verfahren iterativ
weiter bricht es nach endlich vielen Schritten ab mit einer Kurve C;, die
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nur noch Singuldritéten in den Punkten (0;11 0..o0 oal) (Q;) e Cy, j€
{1,...,J0 — 1,40 + 1, ..., s} hat. Nun wendet man das Verfahren auf diese
Punkte an.

Beweis: [31], §8B, 8.4.

Wir wenden dies spéter auf C' =V (F), F € k[X,Y, Z] \k homogen, eine
irreduzible ebene projektive Kurve und Xy = ]P’i an.

2. Zu C gibt es also eine nichtsinguldre Kurve C,, und einen birationalen
Morphismus f : C,, — C. C,, heif3t nichtsingulires Modell von C. Es
gilt k(Cp,) = k(C). Ist C,, f' : C], — C ein weiteres nichtsinguldres
Modell von C' dann gibt es genau einen Isomorphismus g : Cy,, — CJ, mit

flog=f.

3. Sei Xy eine glatte projektive Varietiit. Sei X; = Xg ein Blowup von
P e X,.
Sei A = ni Ay +...+n, A, ein effektiver Weildivisor auf Xy mit irreduziblen
Untervarietiten Ap,..., A, von Xy mit codimx, (4;) = 1. Setze A;- =
oL (AN{P}) fir j =1,...,r und A := n1 4y + ... + n, A, ist dann ein
Weildivisor auf X;. A’ heifit strikte Transformierte von A.

4 Der lokale ganze Abschlufl eines Unterrings

4.1 Allgemeines
Sei in diesem Abschnitt & ein perfekter Korper.

Definition 1 Sei F' ein algebraischer Funktionenkdrper in einer Variablen iiber
k. Ein mazimales Ideal eines diskreten Bewertungsrings von F heifit Stelle von
F.

Definition 2 Sei F' ein algebraischer Funktionenkdérper in einer Variablen iiber
k und sei M eine Stelle von F. M ist also maximales Ideal eines diskreten
Bewertungsrings von F'. Dieser diskrete Bewertungsring ist durch M eindeutig
bestimmt, bezeichne ihn mit Oy. Es gilt Oy = {2z € F | 271 ¢ M}. Bezeichne
mit vy : F— ZU {0} die diskrete Bewertung, die Oy zugeordnet ist.

Definition 3 Sei F' ein algebraischer Funktionenkdrper in einer Variablen iber
k und F' ein algebraischer Funktionenkdrper iber k'. k' C F' heifit algebrai-
sche Erweiterung von k C F genau dann, wenn F C F' eine algebraische
Korpererweiterung ist und k C k'.

Es gilt dann k C k' ist eine algebraische Kérpererweiterung und F Nk = k.

Definition 4 Sei k' C F' eine algebraische Erweiterung von k C F, sei P eine
Stelle von F und sei P’ eine Stelle von F'. Man sagt P’ liegt iber P genau
dann, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

1. PcP
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3. deeN:vp (z2) =evp(z) Vz € F

e(P C P') := e heifit Verzweigungsindex von P’ iiber P.

Ist e (P C P') =1 heifit P C P’ unverzweigt, sonst verzweigt.
e Liegt P’ iiber P dann gilt P=P' N F und Op = Op N F

e P'NF ist die einzige Stelle von F idiber der P’ liegt. Umgekehrt kinnen
iiber einer Stelle von F' mehrere Stellen von F' liegen.

Beweis: [37], II1.1.4, III.1.7.

Definition 5 Sei F' ein algebraischer Funktionenkdrper in einer Variablen iber
k. Ein Unterring der Koérpererweiterung k C F ist ein Ring R mit k C
R C F, der kein Korper ist.

Es gilt dann:

o Fliir eine Stelle P von F ist Op ein Unterring von k C F.

o klxy,...,x.] mit x1,...,x, € F\k, 7 € N ist ein Unterring der Korperer-
weiterung k C F insbesondere also kein Korper (Beweis: [37], II1.2.1).

Definition 6 Sei F ein algebraischer Funktionenkdrper tiber k. Sei S # 0 eine
Menge von Stellen von E.

Og := m Op={z€ E|vp(z) >0VP € S}
PesS
heifst ein Holomorphiering von E. Es gilt:
o Jeder diskrete Bewertungsring Op von E ist ein Holomorphiering.
Jeder Holomorphiering ist ein Unterring der Korpererweiterung k C E.

e Sei P cine Stelle von E und S,T # () eine Mengen von Stellen von E.
Dann gilt

OsCcCOp&sPefs
Os=07rS=T

o Sei S # ) eine Menge von Stellen von E. Dann gilt:
quot (Og) = E.
OisE = Og d.h. Og ist ganz abgeschlossen.
Beweis der Behauptungen: [37], II1.2.5, II1.2.5.

Satz 7 Sei F' ein algebraischer Funktionenkdrper in einer Variablen tiber k und
R ein Unterring der Korpererweiterung k C F' und sei

S(R) :={P | P Stelle von F mit R C Op}

Dann gilt EF = Os(R)-
Beweis: [37], II1.2.6.
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4.2 Anwendung auf & (C)

Sei C' eine irreduzible Kurve. Wir wollen nun Satz 7 auf F = k(C) und R =
Oc,p fiir einen Punkt P € C' anwenden. s : C’" — C sei ein nichtsingulires

Modell von C.
Corollar 8 Sei P € C. Bs gilt Ocp ) = N Ocr .
Qe{QeC|s(Q)=P}

Beweis. Mit der Notation von Satz 7 sei F' =k (C) und R = O¢,p fiir ein
P e C, folgt aus diesem Satz

Oc’pk(c) = ﬂ OQ mit
QEeS(Oc,p)
S(Oc¢,p) ={Q | Q Stelle von k (C) mit Oc,p C Og}

Man hat eine bijektive Abbildung ¢ : {Stellen von k (C) ~ k (C")} — C’. Fiir
den diskreten Bewertungsring Oq von k (C) und den lokalen Ring O¢r () des
nichtsinguléren Modells C' von C' gilt Og = O¢r (@), also hat man

A~A—k(C
O = f Ocq
Qe{QeC|0c,PCOL o}

AuBerdem Ocp COcr g <= Q€ C' mit s(Q)=P. m

5 Singulire Kurven

Sei k algebraisch abgeschlossen. Sei C' C [P} eine projektive irreduzible Kurve.

5.1 Der ganze Abschlufl des lokalen Rings

Definition 9 (Conductor) Seien S und T Ringe, S C T. Die Menge Cp|g :=
{s € S| sT C S} heift Conductor von S in T.

Bemerkung: Cp s ist ein Ideal von S und T. Crp|g ist das gréfite Ideal von
S, das ein Ideal von T ist.

Beweis. (|5 ist ein Ideal von S, denn seien s1, s € Cp|g = 517 C S, 82T C
S=(s1+s2)TCSundseisecS,secCpg=(55)T=5(sT)CS

Cr|s ist ein Ideal von T', denn seien teT,se Cris = (fs) T=s (fT) cS.

Angenommen 3 Ideal b C S mit Crp|g g b mit Tb C b, dann gibt es ein
se€bcC Sundt €T mit st € T\S und T's C b C S also insbesondere ts € S
also ein Widerspruch. m

Sei p : C" — C ein nichtsinguléires Modell. Sei

OQ = OQQ = ﬂ OC/,P
Pp(P)=Q
der ganze Abschlufl von O¢ g. Die Og sind die Halme des direkten Bildes
O = p. (O¢r) von O¢r und der Annihilator der Garbe O/O¢ heiit Conductor

von O nach O¢ und wird mit Cp|p, bezeichnet. Cp|p. ist eine kohéren-
te Idealgarbe auf C' und definiert die Varietit S = Sing (C) auf C. Es gilt

(Co|oc)Q = Cioch‘chQ. Sei S := p_l (S)
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Coggl0c. ist das grofte Ideal von O¢,q, das auch ein Ideal von Oc¢,q ist.

Oc¢,o hat nur endlich viele maximale Ideale my, ..., my, (ein noetherscher Ring
der nur endlich viele maximale Ideale hat heifit semilokaler Ring). tg =
my ... -my, = {f€0c,q| f(P)=0VP mit p(P) =Q} heiBt Radikal von

Oc,q- Es gilt dann Oc,g D k+1tgQ D Oc,g D k+ Cm\Oc.Q'

Oc,0/Oc¢,q ist ein endlichdimensionaler k-Vektorraum. Sei
5Q = dim (OC,Q/OC,Q)

fir @ € C. 6g < oo fiir alle Q € C und Jg > 0 genau dann, wenn () € S =
Sing (C'). Sei

0= ZQES(SQ
m:=p(C") + 4.

5.2 Satz von Riemann-Roch
Sei D ein Divisor auf ¢’ mit vp (D) = 0VP € . Dap: C'\S" — C\S ein
Isomorphismus ist, erhélt man eine Untergarbe £’ (D) der konstanten Garbe
k(C) auf C' mit
Oco fir@Q e S
/ _ :
£(D)q = { £(D), firQ¢s
Dabei wird der Isomorphismus & (C’) ~ k (C) unterdriickt. Setze dann
L'(D):=H°(C,£/ (D)) und U (D):=dimL (D)
I'(D):=H'(C,£' (D)) wund i (D):=dimI' (D)
Es gilt dann
I'(D) —i (D) =deg (D) —7+1 also
I'(D) —1=deg (D) —7+1i (D)

Damit hat man fiir D = 0 wegen !’ (0) = 1, daf§
p(C)+d=n=4(0)=dimH"' (C,0¢)

Sei Pc das Hilbertpolynom von C und sei x (C) := Pc (0). Sei das arithmeti-
sche Geschlecht

pa (C):=1—x(C)
Dann gilt, da HY (C, O¢) = 0 fiir ¢ > 2, dim H! (C, O¢) = 7 und dim H° (C, O¢) =
1, daf§
x(C)=1-m
also
Pa(C)=1=x(C)=m=p(C)+0
Fiir eine ebene Kurve C = V (F) C P? mit F € k[Xo, X1, X>] irreduzibel
homogen, deg (F) =nist 1 =1—x(C) =p, (C) = % Damit hat man

(n—1)(n—2)
2

p(C)=p(C') = -
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5.3 Differentiale
Sei w € Dy (k(C')) und sei @ € S. w heifit reguliir in @ genau dann, wenn
gilt
Y resp(f@) =0Vf € Ocgq
Pp(P)=Q

Sei Qg die Menge der in Q reguléren Differentiale. Qg ist ein O¢, o-Untermodul
von Dy, (k(C")). Sei
Q= (] 2

Pp(P)=Q

wobei Qp = Dy (Ocr p). Es gllt 0 C Qo (@, f) =X ppp=gresp (fw) ist
eine Bilinearform mit der / und OC @/Oc,q zueinander dual sind. Beides
sind O¢,-Moduln und belde haben den Annihilator Cp-— 0, - Damit ist

Corgl00e = 1/ €Oco | vp (f@) 20 VP p(P) = Q Yw € O}

Seien mq,1, ..., MQ,ny die maximalen Ideale des ganzen Abschlusses Oc q
und seien Qq,1, ..., Q@,n, € C’ die entsprechenden Punkte. Dann gibt es aq 1, ..., aQ,n, €
N mit "

— ple Qe
Cocaloc.e =Ml “ Mqhg

Sei
Ag :=0aQ1Qq@1 + -+ aQne Q0 g
ng = deg (Ag)

Es gilt dann
(5Q +1<ng < 2(5@

und ng = 20¢g, wenn C ein vollstédndiger Durchschnitt in einem projektiven
Raum ist oder auf einer nichtsinguldren Fliche liegt. Beweis: [35], IV §3.11.
Fiir eine ebene projektive irreduzible Kurve C' gilt also

’ILQ = 25Q (1)

insbesondere } 5 ng = 20. Schreibe fiir § auch ¢ (C).

6 Zu den adjungierten Idealen einer singuliren
ebenen Kurve

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

6.1 Definition

Sei C = V(F) C P}, F € k[Xo,X1,Xo] irreduzibel, deg( )
ne irreduzible projektive Kurve mit Geschlecht p (C). S =
k [Xo, X1, Xal.

-3

|\/ |\/
@
T
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Definition 10 (adjungierte Ideale) Sei A C S ein saturiertes Ideal mit F €
A, Ag (F).

Seim: C" — C ein nichtsinguldres Modell. Fiir QQ € C ein Punkt sei Ag das
lokale Ideal von A in Q, d.h. Ag sei das Bild in Oc.q der Lokalisation von A
in Q. Ag # 0. Es gibt nur endlich viele Punkte @ € C mit Ag ; Oc,q- Sei nun
Q € C. Seien mq,1,...,mQ,n, die mazimalen Ideale des ganzen Abschlusses
Oc,q und seien Qq,1,...,Qo.n, € C' die entsprechenden Punkte. Sei Ag =

Oc,@Aq- Dann gibt es aq 1, ...,aQ,n, € N mit

/o, 0Q1 | Lo QR
AQ—le e MG b

A(A) = Y gee (401001 + -+ a@neQang)

ist ein effektiver Divisor auf C. Sei D ein Divisor auf C', der durch Riickzug
(beziiglich w) einer Geraden im P% entsteht. (Die Gerade ist ein Weildivisor
im P2, der zu einem Cartierdivisor (U, F,), korrespondiert. Dieser liefert mit
fo = Fo lu,nceinen Cartierdivisor (7T71 (UaNC) 7fa)a auf C', der zu einem
Weildivisor D korrespondiert).

Es soll fiir A gelten, dafi Sing (C) = V (A). A heifit dann adjungiertes
Ideal von C, falls es ein M (C, A) € Ny gibt, sodaf die Abbildungen

Om : Ay — H® (C',Ocr (mD — A (A)))
fiir jedes m > M (C, A) surjektiv sind.

Definition 11 Sei (A, m) ein 1-dimensionaler lokaler Ring. Sei A der ganze
Abschlufy von A. Seien my, ..., myp, die mazimalen Ideale von A Sei0#1 g A
ein Ideal von A. Sei I' := AI. Dann gibt es ay,...,ap, € N mit I' = m{*-...-mp".
Man sagt I erfiillt die Bedingung (p), falls es fiir jedes (b, ...,by) € N* mit
(b1y..eybr) > (a1, ...,ap) (d.-h. b; > a; fir allei=1,...,h) ein f € I gibt, sodafs
fiir jedes i € {1,...,h} gilt

bj 4
fe (ﬂ?:ﬂnj )\mf i
Es gilt dann:

Satz 12 Ist A ein adjungiertes Ideal von C, dann erfillt Ag die Bedingung (p)
fiir jedes Q € C.
Beweis: [8]

Satz 13 Sei Oc,g ein lokaler Ring von C' mit mazimalem Ideal m. Dann ist
Cm‘oc o das grofite Ideal von Oc.q, das die Bedingung (p) erfillt.
Beweis: [8]

Definition 14 Sei & C S, das grifite homogene Ideal, das fir jedes @) €

Sing (C) erfillt, daff 8¢ = Co; 500

Satz 15 Fir jedes adjungierte Ideal A von C gilt A C &.
& ist ein adjungiertes Ideal von C'.
Beweis: [8].
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Satz 16 Fir die Elemente von & gilt der Noethersche Fundamentalsatz, d.h.:
Sei T ein effektiver Weildivisor im P2. T' korrespondiert zu einem homogenen
Polynom G € k [Xo, X1, X5]. Sei (Ua, Fa),, der zu T korrespondierende Cartier-
divisor. Sei fo = Fy |u,nc (also ist fo eine rationale Funktion auf C). Sei
I der zu dem Cartierdivisor (7r*1 (UanC) 7fa)a korrespondierende effektive
Weildivisor auf dem nichtsinguliren Modell C' von C' (m : C' — C die Folge
von Blowups). Sei ¥ ein effektiver Weildivisor im P2, korrespondierend zu dem
homogenen Polynom H € k[Xg, X1, Xa] und dem effektiven Weildivisor ¥ auf
C'. Es gelte X' > T" 4+ A(®8). Dann gibt es homogene A, B € k[Xo, X1, Xa] mit
H = AF + BG.

Daraus folgt, daf die o : &, — HO (C',Ocr (mD — A (8))) surjektiv sind
fiir alle m € Ng und man hat einen weiteren Beweis, dafi & ein adjungiertes
Ideal ist.

Beweis: [15]

Satz 17 Sei d(®) := deg (A (®)). FEs ist dquivalent:
1. d(68) =26 (C)
2. |(n—3)D — A(&)| ist die kanonische Linearschar auf C".

Wegen Gleichung 1 gelten (1.) und (2.), denn

d(8) =deg (A(®)) = Y ng=2(C)
QeC

dim (&,,_3) = p(C).
Beweis: [15]

Satz 18 Sei A, :=|mD — A (&)|. Dann gilt fir m >n —2:

deg (A,,)) =mn—(n—1)(n—2)+2p(C)
dim(A,)=mn—(n—1)(n—2)+p(C)

Insbesondere:

deg (An—2) =n —2+2p(C)
dim (A,—2) =n—-2+4+p(C)

Auflerdem gilt fir die Hilbertfunktion H (m, R/®&) von R/®, wobei R := k [Xo, X1, X2],
daff ¥Ym >n — 3:

2)

H (m, Rj@) = =1 =2) 1)2(” —= —p(C)

5 (C) =max{H (i, R/&) | i >0}
m+1)(m+2) (n-1)(n-2)

dim (&,,) = 5 - 5 +p(C)

Ist & das Bild von & im homogenen Koordinatenring von C, dann ist Ym >
n—3:

dinn (8. :{ fn(ﬂ(n—n(n—gwp(c*)ﬂ ﬁZ?ﬁ;Zi‘Z’ }Zdiﬂl(Am)*l
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Fiir m > n — 3 ist die rationale Transformation ® : C — C" C P}, (C” das
Bild von ®) mit r = dim (A,,) = dim (@Bm) — 1 gegeben durch (Ag: ...: A,)

birational, wobei Ag, ..., A, eine Basis von Q~5m sei. C" ist nichtsinguldr, bzw.
dquivalent dazu normal (Eine quasiprojektive Varietit X heiffit normal genau
dann, wenn jeder Punkt P € X eine affine Umgebung U C X hat mit k[U] =
k[U]). Man sagt: die Elemente von A,, schneiden auf C einen g° aus (s =
deg (Anm))-

Insbesondere ist fiir p(C) = 0 die rationale Transformation ® : C — C" C
IP’Z*Q (C" das Bild von ®) gegeben durch (A : ... : Ap_2) birational, wobei &,,_o =
(Ag, ..., Ap—2) sei. C" ist eine rationale Normkurve.

Beweis. Sei m > n — 2. Wir haben i (A,,) = 0 und

(n—1)(n-2) (n-1) -2 d(®)
2 2 2

p(C) =
Damit hat man
deg (Aw) =mn—d(®&)=mn—(n—1)(n—2)+2p(C)
Mit dem Satz von Riemann-Roch folgt also
dim (A,,) = deg (A,)—p (C) = mn—d (&)—p (C) = mn—(n—1) (n — 2)+p (C)
Im folgenden wird Satz 78 verwendet. Da dim (&,,_3) = p (C),ist H (n — 3, R/®) =
w — p(C). Da & ein adjungiertes Ideal ist, hat man
dim (&,—2)>n—-2)n—(n—-1)(n—-2)+p(C)+1=n—-1+p(C)
Angenommen dim (&,,_3) > n — 1+ p(C). Dann wére

H(n—2,R/®) < w

-1 -2
= V0= 0)= H - 5. R/0)
ein Widerspruch. Also ist dim (&,,_2) = n—1+4p (C) und damit H (n — 2, R/&) =
H(n—3,R/®), also Ym > n — 3:

H (m,R/®) = (n-1)(n-2)

dim (,,) — (m+1)2(m+2) _(n— 1)2(7172) +p(C)

—5(C) =

(=1 -pO)=

-p(C)

Firm=n—-3,n—2,n—11ist dim (%m) = dim (&,,,). Fiir m > n ist

(m—n+1)(m—-n+2)

dim (ém) _ (m+1)2(m+2) 3 (n—l)z(n—2) L p(C) - .
(m+1)(m+2) m—-1)(n—-2)
= 5 - 5 +p(C)
(m+1)(m+2) nm-n®>+2n mn+n
; 2 N 2 T
=mn+p(C)—(n—-1)(n—-2)+1
=dim (A,,) +1
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Satz 19 A ist ein adjungiertes Ideal von C genau dann, wenn OcqAg =
Oc,Aq fir alle Q € Sing (C).

Beweis. Sei A ein adjungiertes Ideal und @ € Sing (C). Sei A’Q = 0c,gAq.
Dann hat man dimg (@Q/AQ) = dimg (@Q/Ab), also AQ :A/Q
Sei nun A = Ag VQ € Sing (C). Man hat folgendes Diagramm:

’
Om

o B, % HO(C',0c (mD — A(®)))

0~ I(0), ! !
NA, I HO(C,O0 (mD — A(A)))

| !

0 0

und es gilt:

dimg (6, /Ap) = Y dimy (6g/Aq) =
QESing(C)

S i (Ba/al) -

QESing(C)
— deg (A (4) — A (®))

und damit ist, da & ein adjungiertes Ideal ist und damit ¢}, surjektiv ist, auch
Om surjektiv. m

Satz 20 A ist ein adjungiertes Ideal von C genau dann, wenn Ag die Bedin-
gung (p) erfillt fiir jedes Q € C.
Beweis: [8]

6.2 Vorbemerkungen

Definition 21 (infinitesimal nahe Punkte) Seien Y und X glatte irredu-
zible quasiprojektive Flichen und sei f :' Y — X eine endliche Folge von o-
Prozessen. Sei Q € Y. Es gelte f (Q) = P € X. Dann heifst Q Punkt in einer
infinitesimalen Umgebung von P (Insbesondere liegt ein Punkt P € X in
einer Umgebung von sich selbst. P heif$t echter Punkt von X ). Ist f':Y' — X
eine weitere endliche Folge von Blowups und ist @' € Y' mit f' (Q') = P. Dann
identifiziert man Q mit Q’, falls es offene Umgebungen U C Y mit Q € U
und U CY' mit Q@ € U und f (U) = f'(U') =V und einen Isomorphismus
g:U—=U" mit g(Q) =Q, sodaff folgendes Diagramm kommutiert:

Ql c U’
NS
g T VsP
¥
Qe U

Man sagt Q liegt in der 1. Umgebung von P, falls Q mit einem Punkt Q' iden-
tifiziert wird, wobei f' :Y' — X der o-Prozess in P ist, Q' € Y’ ist und
f(Q") = P. Man sagt Q liegt in der i-ten infinitesimalen Umgebung
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von P € X, falls Q in der 1. Umgebung eines Punktes P’ liegt und P’ in der
(i — 1)-ten Umgebung von P liegt.

Sei @ ein Punkt in einer infinitesimalen Umgebung von P. P liege auf ei-
ner glatten irreduziblen quasiprojektiven Fldache'Y mit einer endlichen Folge von
o-Prozessen f 'Y — X. Man sagt ein Weildivisor H auf X geht mit Mul-
tiplizitit r durch Q, wenn die strikte Transformierte von H beziiglich f mit
Multiplizitdt v durch Q geht.

Sei C C X eine irreduzible Kurve. Sei P € C. Sei Q ein Punkt in einer in-
finitesimalen Umgebung von P € X. Sei dazu Q € Y, Y eine glatte irreduzible
quasiprojektive Fliche, f : Y — X eine endliche Folge von o-Prozessen. Aufer-
dem liege Q auf der strikten Transformierten von C in bezug auf f. Dann heif$t
Q infinitesimal naher Punkt von P € C. Die infinitesimal nahen Punkte
von P € C, die in der i-ten infinitesimalen Umgebung von P € X liegen, bilden
die i-te infinitestmale Umgebung von P € C.

Man weifl nun, daf§ es zu einer irreduziblen Kurve Cy = C' C P eine Folge
von nichtsinguldren quasiprojektiven Fldchen und o-Prozessen o,,, ..., 0m_1

Om—1

Xom X1 — o — X1 28 X0

mit Xo = P? und eine Folge von irreduziblen Kurven

Ci=0, (Cio)\{Pi1}) C X, i=1,...,m

mit C; C X; gibt, wobei o; der Blowup eines singuldren Punktes P; von C} ist,
sodafl C), nichtsingulér ist. C; ist die strikte Transformierte von C;_;. Jeder
infinitesimal nahe Punkt von P hat einen Reprisentanten, der auf einer der
Kurven C; liegt. Jede infinitesimale Umgebung von P € C' C X enthélt nur
endlich viele Punkte und es gibt eine infinitesimale Umgebung von P € C,
die nur einfache Punkte enthélt. Nach obiger Definition werden die Punkte auf
zwei verschiedenen nichtsinguldren Modellen von C' paarweise identifiziert, da es
zwischen 2 nichtsinguldren Modellen einen Isomorphismus gibt. Spreche deshalb
von dem nichtsinguldren Modell von C'. Sei @) ein Punkt des nichtsingulidren
Modells von C, also OE P € C,,, dann heifit (cg o ...0 op—1) (Q) € C Zentrum
von Q.

Definition 22 Sei P € C, sei Py = P und P; ein Punkt in der 1.-ten infini-
tesimalen Umgebung von P;_y fir ¢ = 1,...,1 und liege P, auf dem nichtsin-
guldren Modell von C. Dann heifst (P, Py, ..., Pi_1, P;) Auflésungszweig von
C mit Ursprung in P und Ziel P,. Es gibt genau einen Auflosungszweig
(P, Py,..., P_1, ;) mit Ursprung in P und Ziel P,.

Definition 23 Sei P € C und Q ein Punkt des michtsinguliren Modells C'
mit Zentrum P. Durch P und Q ist genau ein Auflosungszweig von C festge-
legt. Sei Mp das mazimale Ideal von Oc,p. lo., , (Oc',@/ (MpOc,q)) heifst
Multiplizitit dieses Auflésungszweiges.

Definition 24 (Doppelpunktdivisor) Sei P € C und seien Q1,...,Q, die
Punkte des nichtsinguliren Modells mit Zentrum P. Seiy; = (Pio, Pi1, .oy Pin,, Qi)
der Auflosungszweig mit Ursprung P und Ziel Q; firi = 1,...,r (insbesonde-
re sei P,g = P fir alle i = 1,...,7). P,y liege auf C;p, fiir h = 0,...,n; und
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i=1,...,7r (also C;y, ist die strikte Transformierte unter dem Blowup von C; 1
m Pi,h—l und C@O = C)

Sei nun s; p, die Multiplizitit des Zweiges (P p, Pi p41, ..., Pin,, Qi) mit Ur-
sprung Pip auf C; p,.

Seiryp :=mp,, (Cin) die Multiplizitit von P;p als Punkt von C; .

Sei dl = 221:1 Si,h (ri,h — 1)

Der Diwvisor D (C) = Y.I_, d;Q; auf dem nichtsinguliren Modell von C
heifst Doppelpunktdivisor von C.

Definition 25 Sei H ein effektiver Weildivisor im P%. Sei (Ua, Fy),, der zu
H korrespondierende Cartierdivisor. Sei fo, := Fy |u.nc (also ist f, eine ra-
tionale Funktion auf C). Man sagt H schneidet den Doppelpunktdivisor
D (C) aus C aus, falls entweder gilt C C supp (H) oder C ¢ supp (H) ( dann
insbesondere fo # 0 fiir alle o) und H' > D (C), wobei H' der zu dem Car-
tierdivisor (g’l UsanCY, fa)a korrespondierende Weildivisor auf dem mnicht-
singuldren Modell C' von C' ist mit einer Folge von Blowups g : C' — C.
Die Bedingung H' > D (C) bedeutet nichts anderes als, daff vg, (fo) > di mit
D(C) = Z;Zl d;jQj, wobei Q; € g7 (Uy N C) und vq, die diskrete Bewertung
von Ocr g, bezeichnet.

6.3 Wichtige adjungierte Ideale

Definition 26 Sei C eine irreduzible Kurve im P?. Sei H ein effektiver Weil-
divisor im ]P’i.

1. H heifit Al-adjungiert zu C genau dann, wenn H durch jeden gewdhn-
lichen oder infinitesimal nahen Punkt von C der Multiplizitit r mit Mul-
tiplizitdt mindestens r — 1 geht. Bezeichne das Ideal erzeugt von den ho-
mogenen h € k[Xo, X1, Xo2]) \k die zu einem Al-adjungierten Weildivisor
H korrespondieren mit M (fir Noether, siche [6]).

2. H heifit A2-adjungiert zu C' genau dann, wenn der Weildivisor H zu
einem homogenen h € k[Xo, X1, X2]\k korrespondiert mit h € & (fir
Gorenstein).

3. H heifit A3-adjungiert zu C genau dann, wenn er aus C den Doppel-
punktdivisor ausschneidet. Bezeichne das Ideal erzeugt von den homoge-
nen h € k[Xo, X1, Xo]\k die zu einem A3-adjungierten Weildivisor H
korrespondieren mit R (fir Keller).

Satz 27 Fir einen effektiven Divisor H ist dquivalent:
1. H ist A2-adjungiert.
2. H ist A3-adjungiert.

Insbesondere ist R = & und D (C) = A(R) = A (®).
Beweis: [16].

Satz 28 Jeder Al-adjungierte effektive Divisor ist A2-adjungiert und A3-adjungiert.
Beweis: [16].
Es existieren ebene Kurven auf denen es A2-adjungierte effektive Divisoren
gibt, die nicht Al-adjungiert sind:
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Sei C =V (F) mit F = u® —v?2%. C hat in Py = (0:1:0) einen Drei-
fachpunkt mit einem Doppelpunkt Py in der 1. infinitesimalen Umgebung und
in Qo = (0:0:1) einen Doppelpunkt mit einem Doppelpunkt Q1 in der 1. in-
finitesimalen Umgebung. Der Divisor gegeben durch u® = 0 ist A2-adjungiert,
nicht jedoch Al-adjungiert, denn er geht nicht durch Q.

Mit dem Verfahren aus Abschnitt 11.1, das in Abschnitt 28.2 implementiert
ist, bekommt man

6 = <u3, u?z, uvz, v22>
Die Funktion adjointCurve aus dem Maple-Paket CASA (Research Institute
for Symbolic Computation (RISC-Linz), University of Linz), mit der man N,
fiir gegebenes m berechnen kann, liefert als Ergebnis M3 = 0 (dies ist jedoch
nicht korrekt, denn z.B. der Divisor gegeben durch vz? = 0 ist sowohl Al- als
auch A2-adjungiert).

Satz 29 C habe nur gewdhnliche Mehrfachpunkte. Dann ist fiir einen effektiven
Divisor H dquivalent:

1. H ist Al-adjungiert.

2. H geht durch jeden gewéhnlichen r-fach-Punkt von C mindestens mit Mul-
tiplizitat r — 1.

3. H ist A2-adjungiert.

4. H ist A3-adjungiert.

Beweis: [16].

6.4 Berechnung adjungierter Ideale

Wegen Abschnitt 6.1 ist der richtige Begriff von einem adjungierten Ideal einer
ebenen singulidren Kurve C' das Ideal & = &. Bezeichne im weiteren das Ideal
R =6 als "das” adjungierte Ideal von C. Im 2. Teil wird ein Verfahren an-
gegeben, das & fiir eine beliebige ebene singulére irreduzible Kurve berechnet,
aulerdem ein Algorithmus, der fiir eine ebene singulére irreduzible Kurve mit
nur gewohnlichen Mehrfachpunkten 91 berechnet. Man beachte, dafl in diesem
Fall gilt 91 = & = &. Es gibt auch ein Verfahren, das £ mittels Puiseuxreihen be-
rechnen kann, wobei hier eine dquivalente klassische Definition von D (C') iiber
ebene quadratische Transformationen verwendet wird. Dieses Verfahren ist in
[41] angegeben.

7 Saturierung

7.1 Vorbemerkungen

1. Sei S ein kommutativer Ring. Sei f : R — S ein Ringhomomorphismus.
Fiir ein Ideal J C S setze J¢:= f~1(J). J¢ ist ein Ideal in R.
Fiir ein Ideal T C R setze I¢ := f (I)S. I¢ ist ein Ideal in R.

Es gilt fiir Ideale Iy, I; C R und Ji,Jo C S, daB (I + [2)° = If + I5,
(11]2)6 = I{IS, (J1 ﬂJg)C = JinJs, VI = VJY, L C Ie, Ji¢ C Jy,
Jgec = Jg.
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Ist P C S ein Primideal, dann ist P€¢ ein Primideal.

2. Sei I ein Ideal in einem noetherschen Ring R. Sei U (I) := {P € Spec(R) | I C P}.

0 (I) hat beziiglich Inklusion wenigstens ein minimales Element (Beweis:
[36], 3.52). Ein solches minimales Element heifit minimales Primideal
von I. Die Menge der minimalen Primideale von I sei mit Min (I) bezeich-
net. Min (I) ist die Menge der minimalen Elemente von Ass (I) beziiglich
Inklusion (Beweis: [36], 4.24.). Die Elemente von Min (I) heilen isolierte
Primideale von I. Die Elemente von Ass (I) \Min (I) heiflen eingebet-
tete Primideale von I. Ist /T = I, dann ist Ass (I) = Min (I).

7.2 Saturierung in multiplikativ abgeschlossenen Mengen
Sei R ein kommutativer Ring.
1. Sei S C R multiplikativ abgeschlossen (mit 1 € S). Seien (a,s), (b, t) €
RxS.

(a,s) ~ (b,t) & Ju € S mit u(ta — sb) = 0 ist eine Aquivalenzrelation
auf R x S. Bezeichne die Aquivalenzklasse von (a,s) mit %.

SR :={%]acR,seS} Wirdmit%Jr% ::%und %% ::‘;—bzu

einem Ring mit Nullelement % und Einselement % Sei

ﬁRHS*Rﬂm:g

2. Sei S := R\P mit einem Primideal P C Rund f: R — S7'R, f (r) :=
Dann ist I¢ (beziiglich f) die Lokalisation von I in P.

r
T

3. Ist @ ein Primérideal von R mit Q NS = (), dann gilt Q*¢ = Q.
Es gilt
(LhNL)=I{NI§
VI =T
If{=S"'ReLNnR#D
Beweis: [36], 5.31.

Ist Q ein P—primires Ideal von R mit Q NS = @, dann ist Q° ein P*-
priméres Ideal von ST!R.

Beweis: [36], 5.37.
4. Sei @ ein P—primiires Ideal von R. Dann gilt: QNS =0 PNS =10

5. Sei I C R zerlegbar und sei I = (;_; @; eine Primérzerlegung. Sei P; :=
VQ; fir i = 1,...,7. Sei 0 < m < r. Nehme an, dal die @); so indiziert
sind, daf} gilt:

PNS=0firi=1,..,m
PNS#QPfiri=m+1,..r
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dh. PNS=0firi=1,...,r firm=rund P,NS #0 fiiri =1,...,r fiir
m = 0. Dann sind

I°= () Q¢ und \/QS = Pf
i=1

1 = () Qs und V@i = P,
=1

Primérzerlegungen. War die Primérzerlegung von I minimal, dann sind
auch diese Primérzerlegungen minimal.

Fiir m = 0 gilt: I¢ = S™'R und I*° = R.
Beweis: [36], 5.40.

Es gilt I¢¢ = f~' (ST'Rf (1)) = {x € R | sz € I fiir ein s € S}.
sat (I, 8) := I° heifit Saturierung von I in S. Schreibe auch IS~'RN
R = sat(I,S).

Sei f € R und sei S = {f'|te Ny} die multiplikativ abgeschlossene
Menge erzeugt von f. Setze

sat (I, f) :==sat (I,S) ={x € R| f'z € I fiir ein t € Ny}

Sei I =();_; Q; eine minimale Primérzerlegung von I. Sei P; := 1/Q; fiir
i=1,..,r. Sei P, € Min(I). S := R\P,, ist multiplikativ abgeschlossen
und es gilt sat (1,5) = Q-

Beweis. Es gilt SN P, =0. SNP; # 0 Vi # i, denn wire SN P; = ()
fiir ein j # ig, dann wére P; C P;,, ein Widerspruch zur Minimalitdt der
Primérzerlegung oder der Minimalitét von F;,. m

Saturierung in Idealen

1. Seien I,J C k[X3, ..., X,,] Ideale. Setze

s

(I:J%) =) ([:7J%) ={zek[Xy,...,X,] | xJ? C I fiir ein d € N}

d

1

(I : J*°) heifit Saturierung von I im Ideal J und ist ein Ideal. Es
gilt (I : Jd) - (I : Jd“) und die aufsteigende Kette wird stationér, d.h.
JN € N mit

(I:J%)=(1:J")
Fiir f € k[Xq,..., X,;] setze

(I f>)=:()H7)

Es gilt (I : f*°) =sat (I, f).
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3. Seien I, J C k[X}, ..., X,,] Ideale und seien I = (f1, ..., f&), J = (g1, .-, gs)-
Sei R :=k[X1,..., X, Y1,...,Ys]. Dann gilt:

(I : Joo> = (R’ <f17 ~-~7ft> : (Ylgl + ...+ Ysgs)oo) Nk [Xl, ,Xn]

siehe [11], 15.41.
4. Fiir ein Ideal I C k[Xy, ..., X,,] setze
I:={z€k[Xy,..,X,]|Vi=1,..,ngbtesn € Nmit X"z € I}
Es gilt T = (I:(X1,..., X,)™). I heifit saturiert genau dann, wenn I = I.

8 Quadratische Transformationen

Sei C =V (F), F € k[X,Y, Z]\k homogen, eine irreduzible ebene projektive
Kurve.
1. Seien P := (0:0:1), P' := (0:1:0), P” := (1:0:0). Diese Punkte

heiflen Fundamentalpunkte.
Seien L:=V (Z), L' .=V (Y), L" :=V (X).
U = P2\V (XYZ) ist offen in P2. P,P',P" € V(XYZ), L,L',L" C
V(XY Z).
Definiere @ : P2\ {P,P",P"} — P, Q(z:y:2) = (yz:zz:ay). Q ist
ein Morphismus. P, P’, P” heilen Fundamentalpunkte von Q. L, L', L"”
heiflen exzeptionelle Geraden von Q.

Q (PI\{P, P, P"}) =UU{P,P',P"}, Q"1 (P) = L\{P",P"}, Q"' (P') =

LN\{P,P"}, Q1 (P") = L"\{P,P'},Q*(x:y:2)=(z:y:2)V(v:y:2) €

U, also:
Q |r: U — U ist ein Isomorphismus mit (Q |¢) ™' = Q |v.

Sei [Q)] die Q zugeordnete rationale Abbildung (Aquivalenzklasse von Mor-
phismen). [Q] : P — P? ist eine birationale Transformation und heifit
quadratische Transformation.

2. Setze voraus, dafi C' keine exzeptionelle Gerade ist. Dann ist C N U # 0,
offen in C' und abgeschlossen in U. Damit ist auch Q=1 (C' NU) abge-
schlossen in U. Sei ¢’ :== Q=1 (C'NU) der Abschlu von Q= (C'NU) in
P?. Dann ist Q lengp,pr,pry: C'\{P,P',P"} — C ein birationaler Mor-
phismus.

3. FR(X,Y,Z):=F(YZ,XZ,XY) heifit totale Transformierte von F.
4. Seimp (C) =r (OE P:=(0:0:1)). Also kann man schreiben
F(X,Y,Z)=F, (X,Y)Z"" + F, 1 (X,Y) 2"\ 4 ..+ F, (X,Y)
mit F; € k[X,Y] homogen mit deg (F;) = ¢. Damit ist
FQ(X,Y,Z2)

= F (YZ,XZ) (XY)" "+ Foy (YZ,XZ) (XY)" " 4+ o+ Fy (YZ,XZ)
_ (F (Y, X) (XY)" "+ ZF iy (Y, X) (XY)" " 4+ 277 R, (Y, X))
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also gilt: Z" | FQ(X,Y,Z) und Z"t!  FQ(X,Y,Z). Damit hat man,
wenn mp (C) = r, mp/ (C) = ', mpr (C) = r" daB F?(X,Y,Z) =
Z'Y" X" F'(X,Y, Z) wobei Z,Y, X { F' (X,Y, Z). F’ heift quadratisch
Transformierte von F. deg (F') = deg (F9)—r—r'—1r" = 2n—r—1r'—r".

(FQ)Q (X,Y,Z)=FQ(YZ,XZ,XY)=F(XZXY,YZXY,YZXZ) =
= (XY2)"F(X.Y,2)

also
FQ @ (F?)?(X,Y, Z)
FY (XY, Z =</ ) XY, 7)= 2L
( ) ( ) ZTYT Xr ( ) (ZT,YT./XT.//)Q
_ (XYZ2) F(X,Y,Z) =

(XY)' (x2)" (v2)"
— anrf'r‘/Ynfrfr”anr’fr”F (X, }/’ Z)

also (F')" = F. F' ist irreduzibel. DaUNV (XY Z) = gilt Q- * (C NU) C
V (F'). Da V (F') irreduzibel gilt C' = Q1 (CNU) =V (F').

FQ(X,Y,Z) 1 _ i
’ o s Ly o n—r ) n—r—i g _
F (Xv Ya Z) - ZTYT‘/XT” - YT,/XT// Zi:() FT‘+’L (Yv X) (XY) A

_ Z?:OrFr—Hl (}/’ X) anrfr”fiynfrfr'fizi

Man hat also mp (C') = n — ' — 7" und genauso mp: (C') =n—r — 1"
und mpr (C') =n —r —1'.

5. Wenn keine exzeptionelle Gerade Tangente an C in einem Fundamental-
punkt ist, sagt man C ist in guter Position.
Ist C' in guter Position, dann ist C’ in guter Position.
Beweis: [13], Ch. VIL.4.(4).

6. Sei C in guter Position und sei (C'NL)\{P',P"} = {Py,...,Ps}. Dann
gilt mp, (C') < Ip, (C',L)und > ;_, Ip, (C',L) = mp (C).
Beweis: [13], Ch. VILA.(6).

7. Man sagt C ist in exzellenter Position genau dann, wenn C' in guter
Position ist und L die Kurve C in n verschiedenen Nichtfundamentalpunk-
ten transversal schneidet und L’ und L” jeweils C in n — r verschiedenen
Nichtfundamentalpunkten transversal schneiden, wobei r = mp (C'). Diese
Bedingung ist nicht symmetrisch in P, P’, P”.

Ist C in exzellenter Position, dann gilt:

(a) Es gibt eine bijektive Abbildung zwischen den Mehrfachpunkten in
CNU und in C’' N U, die die Multiplizitidt erhélt und gewohnliche
Mehrfachpunkte von C' auf gewohnliche Mehrfachpunkte von C” ab-
bildet.

(b) P, P’, P" sind gewohnliche Mehrfachpunkte von C’ mit mp (C') = n,
mp (C")y=n—r, mp: (C")=n—r.
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10.

(c) Es gibt keine Nichtfundamentalpunkte auf C’'NL’ und keine Nichtfun-
damentalpunkte auf C’ N L". Sei (C'NL)\{P',P"} = {P,..., Ps}.
Dann gilt mp, (C") < Ip, (C',L) und >.;_, Ip, (C",L) = mp (C).

Beweis: [13], Ch. VIL4.(7).

Fiir eine beliebige irreduzible projektive ebene Kurve C' vom Grad n mit
Mehrfachpunkten Q1, ..., Q¢ mit s; = mg, (C') setze

(n—1)(n—2) 1)

% L ot Si (Si -
g (C) = 9 Zi:l 9

Sei (C'NL)\{P',P"} ={Py,...,Ps} und r; = mp, (C"). Dann gilt

* * T (T“ — 1)
g () =g (C) - T,
Sei C eine irreduzible projektive ebene Kurve und W € C. Es gibt einen
projektiven Koordinatenwechsel T' mit 7' (0: 0 : 1) = W, sodaf} die mit T'
transformierte Kurve in exzellenter Position ist.

Beweis: [13], Ch. VII.4. Lemma 1.

Eine allgemeine quadratische Transformation sei eine quadratische
Transformation komponiert mit einem projektiven Koordinatenwechsel 7.
Gilt T(0:0: 1) = W und die mit T transformierte Kurve ist in exzellenter
Position, dann sagt man, die allgemeine quadratische Transformation ist
zentriert in W.

Durch eine endliche Sequenz von allgemeinen quadratischen Transforma-
tionen, kann C' in eine Kurve transformiert werden, die nur gewodhnliche
Mehrfachpunkte hat.

Beweis: [13], Ch. VIL.4. Theorem 2.

Teil II
Konstruktive Verfahren

9.1

Konstruktion einer Ganzheitsbasis

Vorbemerkungen

Definition 30 (ganz) Seien S und T Ringe, S C T. t € T heifit ganz tiber
S, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

e Es gibt eine endliche Menge {ag, ..., an_1} C S,n € N mit t" +a,_1t" "1+

.t ag = 0.

e Der Ring S [¢] ist ein endlich erzeugter S—Modul.

e Der Ring S [t] ist enthalten in einem Unterring R von T, der ein endlich

erzeugter S—Modul ist.
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e Es gibt einen endlich erzeugten S—Modul M C T mit:

1.tMCM
2. Esgilt Vye S[t]: (yz=0Vze M) = (y=0))

Beweis der Aquivalenz: [43], Volume I, Ch. V, §1.
Definition 31 Wenn jedest € T' ganz iber S ist, dann heiffit T ganz tiber S.

Definition 32 (ganzer Abschluss) Seien S und T Ringe, S C T. Die Menge
5= {t € T |t ganz iber S} ist ein Ring mit S C s cr. 5" heifit ganzer
Abschluf von S in T. Ist S ein Integrititsring, setze S := ngt(s),

Beweis der Behauptung: [43], Volume I, Ch. V| §1.

9.2 Verfahren
9.2.1 Voraussetzungen

1. Das beschriebene Verfahren wurde in [24] angegeben.
L sei ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit char (L) = 0.
Sei x transzendent iiber L und sei y algebraisch iiber L (z) mit Minimal-
polynom f.
Wir nehmen weiter an, da§ y ganz iiber L [z] ist, d.h. f ist ein Polynom

mit Koeffizienten in L [z].

Sei K C L ein Unterkorper von L und f habe Koeffizienten in K [x]. Setze
n = deg (f).

L [z] bezeichne (abweichend von der sonstigen Notation) den ganzen Ab-
schluB von L[z] in L(z,y). Es gilt L[z,y] = L [:c,y]L(x’y) = mmx’y),

insbesondere L [z,y] C L{z] C L(z,y).

2. Die Voraussetzungen konnen fiir ebene Kurven erfiillt werden:

Sei C = {P €A? | F(P)=0} mit F € K [X,Y] und F irreduzibel iiber
K, n := deg(F). Sei L[C] = L[X,Y]/(F) der Koordinatenring und
L(C) = quot(L[C]) der Korper der rationalen Funktionen auf C. Sei
r =X € L[Clund y =Y € L|[C], also L[C] = L[z,y], und f :=
F (2,Y). Die Bedingung, dafl y ganz iiber L [z] ist, kann erfiillt werden
und bedeutet, da§ der Punkt (0 : 1 : 0) nicht auf dem projektiven Abschlufl
von C' liegt (siche dazu die Betrachtung bei Satz 55, wo das Verfahren auf
ebene Kurven angewendet wird).

Definition 33 FEine Ganzheitsbasis von L [x] iber L [x] ist eine Menge von Ele-
menten by, ...,bn_1 € L (x,y) mit

Lx]=L[x]by+ ...+ L[z]by_1
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9.2.2 Ziel des Algorithmus

Ziel des Algorithmus ist es eine solche Ganzheitsbasis zu finden, wobei zusétzlich
gefordert wird, daB by, ...,b,—1 € K (z,y).

Man kann Elemente von L (z,y) als Polynome in y mit Koeffizienten in L ()
vom Grad kleiner als n in y auffassen, d.h. als Elemente in L () [y] vom Grad
kleiner als n in y, denn L (x,y) ~ L(x)[Y]/(f). Ebenso kann man Elemente
von K (z,y) als Elemente in K (z)[y] vom Grad kleiner als n in y auffassen.
Damit ist fiir Elemente von L (x,y) der Grad deg in y wohldefiniert.

Sei zunéchst eine Ganzheitsbasis by, ..., bp—1 € L (z,y) mit L [x] = L [x] by +
..+ L[z] b,—1 gegeben. Schreibe

n—1

by =Y bijy fiiri=0,..,n—1

=0

Die Matrix B = ((b;;)) 4,j=0,..., € L(xz), , kann mittels elementarer Zei-
lentransformationen mit Elntragen in L[] nd Spaltenvertauschungen in eine
linke untere Dreiecksmatrix B’ := (( : )) a1 € L(z )n’ntransformlert

werden. Setze

Zb”yj fiiri=0,..,n—1

Damit ist klar, daB b},...,b, ; € L[z], denn L [z] C L[z] und elementare Zei-
lentransformationen mit Eintrdgen in L [x] angewendet auf B bedeuten nichts
anderes als L [z] Kombinationen von by, ..., b,_1. Spaltenvertauschungen haben
keine Auswirkung auf >_7'_ e 0 A ]yj Es gilt dann
deg (b)) =i fir i =0,..,n —1
Man konstruiert induktiv eine Ganzheitsbasis by, ...,b,—1 € K (z,y) mit
deg (b;) =i

9.2.3 Grundgeriist des Algorithmus
Setze by = 1. Dann gilt boL [z] = L [z] = {a € L[z]|deg(a) = O}.
Seien nun by, ...,bg—1 € L [z] gegeben mit

deg (b;) =i fiiri=0,...,d — 1

U
—

L[x]bi:{aem\deg(a)gd—l}

b € K (x,y) firi=0,..,d—1

©
Il
o

Hat man einen Algorithmus um ein by € K (z,y) zu finden mit deg (by) = d,

sodaf}
d
S Lia)b = {a € L[a] | deg(a) < d}
1=0

kann man induktiv eine Ganzheitsbasis angeben, wobei der Algorithmus nach
Berechnung von b,,_; abbricht, denn L [z] = {a € Liz]|deg(a) <n-— 1}.
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9.2.4 Algorithmus zur Bestimmung von b,

Grundgeriist des Algorithmus zur Bestimmung von b; Setze b; :=
yba—1. Damit gilt by € L [z] und deg (bg) = d, insbesondere by ¢ Zf;ol L [z]b;.
Betrachte V' (by) := {a € L[z]|deg(a) <d,a¢ E?:o L[] bi}
Fiihre folgende Schritte aus, solange V (bg) # 0:

e Wihle ein a € V (by) C L [z] das man darstellen kann als a = M
mit ag, ..., aq—1,k € K [x] und ag = 1. Dann gilt

d d—1
ZL[m]bi C ZL[x]bi—i-L[x]aCm
i=0 i=0

denn seiw = Z?:o w;b; € Z?:o L [2] b;. Dann gilt mit by = ka—zztol a;b;,

daB}
d d—1

w= (wl-—wdai)bi—f—wdkaeZL[x]bﬁ—L[x]a
i=0

I
-

I
o

denn wq, k € L [z].
Auflerdem gilt deg (a) =d

e Setze nun by :=a
Es bleiben noch die folgenden 3 Probleme zu kléren:

1. Es ist zu zeigen, dafl der Algorithmus terminiert.

2. Es ist zu zeigen, dafB falls V (by) # 0 ein a € V (by) existiert, das sich

darstellen 148t als Zd:%b mit ag, ..., a4-1,k € K [z] und ag = 1.

3. Es muf} ein Verfahren angegeben werden, das entscheidet, ob V (bg) # 0

. . Z(-i:l aib;+bg
und, falls V' (bg) # 0 ist, ao, ..., aq—1, k € K [z] angibt, sodafl =i=0——= ¢
V (ba).

Beweis, dafl der Algorithmus terminiert

Definition 34 (Trace) Sei N C N’ eine endliche algebraische Kdrpererweite-
rung vom Gradn und sei QT := (wy, ..., w,) eine Basis, also N' = N (wy, ..., w,).
Es gilt also Vr € N’ :

JA = ((ai, j))i=1,....n € Npn mit 2z = AQ. A ist eindeutig bestimmt durch
und . Da 2 :jAQ éilt det (xE — A) = 0 also ist © Nullstelle des normierten
Polynoms det (XE — A) € N [X]| mit deg (det (XE — A)) = n. Das Polynom
det (X E — A) ist unabhdingig von der Basis {wy, ..., w,} (Beweis [43], Volume I,
Ch. II, §10) und heifst Kérperpolynom von x in der Korpererweiterung N C N’.
Setze X" + a1 X" L + ... +a, :=det (XE — A), also gilt a; = — Z:-l:l ai; und
an = (—1)" det (A). Definiere nun die Norm Ny /n (z) und Trace Try:/n ()
von z in der endlichen algebraischen Korpererweiterung N C N’ vom Grad n
durch:
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Tryn () == 2:1(114 =-—a; €N

Bemerkungen: ZEs qgilt:

Tryyn (@ +y) =Tryyn (2) + Tryyn (y) Yo,y € N

Tryin (cx) = cTryyy (v) Vo € N',ce N

Tryin(c) =ncVee N

Das Kérperpolynom ist nicht notwendig das Minimalpolynom von x, sondern
eine Potenz des Minimalpolynoms von x iber N. Das Kdrperpolynom ist gleich
dem Minimalpolynom genau dann, wenn x ein primitives Element von N' iber
N ist, also genau dann, wenn N' = N (z).

Ist R ein Integrititsring, N := quot (R), R ganz abgeschlossen, d.h. R = EN,
N’ eine endliche, algebraische, separable Korpererweiterung von N und R’ eine
ganze Ringerweiterung von R mit quot (R') = N'. Dann gilt Try/ /v (R') C R
(Beweis: [43], Volume I, Ch. V, Theorem 4).

Definition 35 Seien ey, ...,e, € L(z,y), und sei L (x) C L (z,y) eine endliche
algebraische Korpererweiterung vom Grad n.

disc (e1, s e0) = det (T (ese); 1,0

heifst Diskriminante von ey, ...,e,. Dabei sei Tr : L (x,y) — L (x), Tr(z) :=
Tr 1) /0() (2)-
Sind e1, ...,en € Lx] dann gilt disc(eq,...,en) € L[x].
Betrachte nun disc (bo, ...,bd7yb+17...,y”_1) € L|[z]. Ersetze nun by durch
d b
a = Zi=p%b ¢ V (bgq) mit ag, ...,aq,k € K [z] und ag = 1. Dann gilt

disc (bg, ..., bg—1, a,y’, ...,y”—l) =
Tr (bg) ce Tr (b07a°b°+'k'+“dbd) o Tr (boy"_l)
Tr (bg—1bo) oo Ty (bgoy Gobottaaba) Tr (bg—1y™')
=det | Tr(febotetasbap) .. Ty (aobo+.l.€.+adbd)2 coo Ty (Gobottasbsyn-1y
Tr (yb+1b0) e Ty (yb+1 agbo+.k.+adbd) o Tr (yn—1+b+1)
Ty (ynflbo) oo Tr (ynfl a0b0+~]~€‘+adbd) .. Tr (y2n72)
Tr (b%) e Tr (b%) ‘e Tr (boy”_l)
— %} det Tr (a0b0+~.l»€-+adbd bo) eee Ty (aobo+.'l.€-+adbd bo) ceo Ty (a()bO‘i’-l-{;.*f’adbd yn—l)
Tr (y’.“lbo) e Tr (y;”lbg) e Tr (yén*z)
Tr (bg) e Tr (boba—1) Tr (boy"_l)
“._|_adk—1 det Tr (aob0+.].€.+adbd bO) . Tr (aongr.].c.Jradbd bd—l) . Ty (a0b0+-]-€-+adbd yn—l
Tr (y’;*lbo) o Tr (y"ilbd_l) Tr (yén*z)
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Tr (b%) e Tr (bobg) e Tr (boy"_l)

1 det T,,(aobo+fl.€.+adbdbo) Tr(aoboﬁk‘ﬂdbdbd) TT(aoboJr.].c.:Jradbdynﬂ
Tr (y;lflbo) e Tr (yéflbd) o Tr (y:%*Q)
Tr (b3) oo Tr(bobg) -+ Tr(boy™ )
= 5 det Tr(l:)dbo) Tr(z:)dbd) Tr(bd:ynfl) =
Tr (y’f:b—lbo) o TIr (y;‘_lbd) o TIr (y:Q”_Q)

= Ldisc (bo, ..., ba, "t .y Y)
Da disc (bg, o byt ...7y”*1) € L |[x], disc (bo, ooy ba—1, 0,y "'7yn71) €
L[z] und k € K [z] gilt

deg (disc (bo, rbg_1, a,y ...,y”_l)) = deg (disc (bo7 o bg, Pt ...,y"_l))—Q deg (k)

also wird der deg (disc (bo, e ba T y"‘l)) beim Ersetzen von by durch a

echt kleiner, da deg (k) > 0 (denn wiire k € K dann wiire a € E?:o Lx]b;).
Damit mufl der Algorithmus abbrechen.

Beweis, dafl ¢ wie gefordert gewéhlt werden kann

1. Sei V (bg) # 0 und sei a € V (by). Es gelte, daB

U
—

L[x]bi:{ziem\deg(ﬁ)gd—l}

I
o

i
also insbesondere deg (a) = d. Dadeg (b;) =i fiir i = 0, ..., d, ist {bo, ..., ba }
eine L (z)-Vektorraumbasis von

{a e L(z,y)|deg(a) <d}
also gibt es ag,...,aq,k’ € L[z] mit deg (k') > 0 und &’ teilt nicht alle
ag, ..., aq, sodafl aobﬁk%dbd = q (sonst wire a € Z?:o L[x]b;). Wenn £/
nicht irreduzibel in L [z] ist, ersetzt man a durch ah mit h € L [z] und %

irreduzibel in L [z] und deg (%) > 0. Da L algebraisch abgeschlossen ist,

kann man also annehmen, dal ¥ = z — o mit o € L.

2. Day?,...,y% € Z?ZOL [x] b; gilt

n—1 d n—1
ZL[m]inZL[x]bi—&— ZL[x]yi
i=0 i=0 i=d+1

und damit disc (bo, oy b,y ...,y”_l) | disc (yo7 ...7y”_1). Ersetzt man
nun by durch a, dann gilt

disc (bo, vy b,y ...,y"_l) = k?disc (bo, vy bg_1,a, 4", ...,y”_l)
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und damit (z — a)2 | disc (yo, ceny y”’l). Dadisc (yo, ...,y”’l) = resy (f, g—i) €
K [z] ist also « algebraisch iiber K, d.h. a € K.

3. Esgilt cb;+a € L{z]Vee Lz],i=1,...,d—1, denn Z{ij:OL [x]b; C L [x].
Auflerdem deg (¢b; +a) = d und ¢b; + a € V (by), denn wire cb; + a €
Z?:o L [z] b; wére auch a € Z?:o L[x]b;, da cb; € Z?:o L [x]b;. Es gilt

aobo —+ ...+ ai_lbl-_l + ai+1bi+1 —+ ...+ 1bd + (ai + (LE — Oé) C) bz —_—

chita = = € L|z]

Es gibt ein ¢ € L [z], soda a; + (x — «) ¢ € L, also kann man annehmen,
daB ag, ...,aq € L sind, und nach Multiplikation mit i, dafl ag =1, d.h.

apbg + ... + ag—1bg—1 + bq
(z—a)

Ja € V (bg) und ag,...,aq-1 € Lund a € K : a =

4. Nun zeigt man, daf es fiir alle a € K hochstens eine Sequenz aq, ..., ag—1 €

L gibt, soda83 aobot...+ag—1ba-1+be o T [z].

(z—a)

agbo+...+dq—1ba—1+bg

Sei dazu aq, ...,aq—1 € L eine andere Sequenz mit o—a) €
L [z]. Dann gilt h := (a‘)*ao)b”“'(;(fi)‘l75”"1)17""1 € L[z] und deg(h) <

d—1und h ¢ Zf;ol L [x] b;, ein Widerspruch zu
S L[] by = {a e LTa] | deg(a) < d— 1}

5. Sei @ € K und seien ag, ...,aq—1 € L die eindeutig bestimmten Elemente,

sodaf 2obot-tad—iba—itbe o TT,T Man zeigt, daB fiir die eindeutig be-

(@—a)
stimmten ag, ...,aq—1 € L gilt, dal ag,...,a4-1 € K (). Angenommen a;
ist transzendent tiber K (o, ag, ..., @j—1, @it1, ..., ag—1), dann wiirde fir ein

beliebiges Element ¢ € K gelten, daf 2ebot-tebit. tad—ibaitbs o TTT

(z—a)
ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Sequenz ay, ..., aq—1. Damit sind
ag, ...,aq—1 algebraisch iiber K («). Dann mufl aber schon gelten, dafl
ao; -, ag—1 € K (), denn wire K (o) & K () (a, ..., aq4—1) dann gébe es,
da diese Korpererweiterung algebraisch ist, eine weitere Folge (aq, ..., @g—1)
mit K («) (ag,...,aq—1) = K (a)(ag,...,aq—1) fir die gelten wiirde, daf
agbo+...+aq_1ba_1+bg c T
(z—a)
Sequenz ag, ..., @g_1.

[x], also ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der

6. Sei p € K [X] das Minimalpolynom von a € K, also gilt (X —a) | p in
K [X] und K (a) = K [X]/(p). Schreibe dazu g € K («) als Polynom in
a von kleinerem Grad als p und ersetze o durch X. Fiir ¢ € {0,...,d}
sei also ¢; € K [X] mit deg(g;) < deg(p) und a; = g; (&) und schreibe
gi =My + mpn X + ...+ my X! mit = deg (g;) und m;; € K. Dann gilt

gi (@) —a; =g () —g; (@) =my1 (x — @)+ ... +my (xl —al) =(z—a)h
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mit einem h; € L [z]. Damit gilt
5. 90 () bo + ... +ga—1 () bg—1 + ba _
(o —a)
(m — Oé) hoby + ... + ((E — a) hg—1bg—1

=a-+ (x_a) =

=a+ hoby + ... + hg_1bs—1 € L [z] mit der Argumentation aus (3)
Weiterhin gilt deg (a) = d und a ¢ Z?:o L [x] b; und damit @ € V. Damit
hat man also:

— bo + ... _1bg—1+0
Ja € V (bg) und ag, ...,aq—1 € K [z] umda €K :a=2 0 F o+ Gd1ba1 F D

(z —a)
. Zeige nun:
apbo + ... + ag—1bg—1 + bq

p
Sei dazu a = a°b°+"'—(5f;1)bd’l+bd € V (bg) C L[x] mit ag,...,a4—1 € K [2]
und « € K. Sei P eine Stelle von L (z,y) geméf Definition 1 (L (z,y) ist
ein algebraischer Funktionenkérper in 1 Variable), also ein maximales Ideal
eines diskreten Bewertungsrings Op = {z € L(z,y) | 27" ¢ P} und sei
vp : F'— Z U {oco} die zugehorige diskrete Bewertung. Geméif Definition
5 ist L [z] ein Unterring von L (z,y). Nach Satz 7 gilt also mit

S(L[z]) ={P | P Stelle von L (z,y) mit L[z] C Op} =
= {P | P Stelle von L (z,y) mit z € Op}

L(z,y)

Jda € V (bg) und ag,...,a4—1,p € K[z]:a =

L[x] = L[x]
also gilt

= Os(L2) = fa € L(z,y) | vp (a) > OVP € S (Lx])}
a Gmﬁ

< ovp(a) > 0VP e S(L[z]) &

) (aobo + o Fag—1bg—1 + bd) > vp (x — Oé) VP e S (L [a:])

Sei wieder p € K [X] das Minimalpolynom von « iiber K und seien «; die
zu « konjugierten Elemente von L. Dann gilt

vp (agbo + ... + ag—1bg—1 + bg) > vp (x — ;) VP € S (L [z]) Vi und damit
vp (aobo + ... + ag—1bg—1 + bq) > vp (p) VP € S (L [x])
denn wenn fiir ein P € S (L [z]) gilt vp (x — ;) > 0, dann gilt vp (v — ) =
0 Vj # i. Damit gilt

~  agbg+ ...+ ag_1bi—1 + b4

a:= » Gm

und a € K (x,y). Weiterhin gilt @ € V (bg), denn deg(a) = d und @ ¢
i Llalbi
. Insgesamt wurde also gezeigt:
Falls V (bg) # @ Ja € V (bg) und ag, ..., a4—1,p € K [z], p irreduzibel, sodaB
_agbp + ... + ag—1bg_1 + by
p
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Verfahren zur Bestimmung von ag,...,aq_1,p

1. Aus dem vorangegangenen Abschnitt haben wir eine Methode, um aus ei-
nem g = 2obottaiibaitbs o v/ () mit ag,...,aq_; € K (o) und o € L

(z—c)
agbo+...+ag_1bg—1+bg cv (bd)

eina := mit ag, ..., ag—1,p € K [z], p irreduzi-
bel, zu konstruieren. Bei vorgegebenem « € L, reicht es also aq, ...,aq—1 €
aobﬁ'"J(r;f;l)bd’ﬁbd € V (by), wobei wir aus
dem vorangegangenen Abschnitt wissen, daf3 solche ay, ..., aq_1 existieren,

wenn V (bg) # 0.

K () zu konstruieren mit ¢ =

2. Eine Puiseuxreihe um « € L ist ein Element des algebraisch abgeschlos-

senen Korpers
L(zx—a) = UL (z — )/t
0 (=)
wobei eine Relation zwischen den Symbolen (x — a)l/ " definiert ist durch
T
(x — a)l/l = (z — a)und ((x - a)l/(m)) = (z — a)l/" und (z — a)m/” =

((x - a)l/n)m. L (z — «)" ist algebraisch abgeschlossen (Beweis: [42], Ch.

IV. Theorem 3.1), (Puiseuxreihen lassen sich mit dem Newtonpolygon be-
rechnen ([42], Ch. IV.3.2).

DaL(z) C L(z—a) gibtespi,....p, € L(z — )", sodaB f = [[/_, (y — ps),
und pq, ..., p, paarweise verschieden sind (Beweis: [42], Ch. IV, Theorem
3.2).

Betrachte die Abbildung v : L (x — a)® — QU{oo}, gegeben durch folgen-
de Abbildungsvorschrift: Fiir g € L (z — a)*\ {0} mitq € L (((x - a)l/t)>

gibt es genau ein ¢ € L ((T)) mit ¢ = Zj((m - a)l/t) setze v (q) := v (q).
Die Abbildung ¢; : L (z,y) — L(x —a)", b — b(x,p;) ist injektiv, denn
aus g (z,p;) = 0 mit g € L(x)y] folgt f | g. Definiere die Abbildung
v+ L(z,y) = QU {oo} durch v; :=vouy,.

3. Sei P eine Stelle von L (z,y). P liegt iiber o :< vp (x — o) > 0.

Liegt eine Stelle P von L (z,y) iiber o, dann gibt es genau ¢ := vp (z — a)
Puiseuxentwicklungen p;,,...,p;, € L (((a: - oz)l/t)) mit v;; (a) > 0 &
vp (a) > 0 Va € L(x,y). Fiir diese gilt vp (a) = tvy, (a) fir j =1,...,t.
Seien ag, ...,aq—1 € K (a) gegeben. Dann ist

apbg + ... + ag_1bg_1 + by c m -
(z—a)

(aobo + ...+ ag_1bg_1 + by

Tr—«

vp )ZOVPES(L[x])c)

%

agby + ... + ag_1bg_1 + by
r—

) >0vVi=1,...,n

agbo+...4+aq_1bqg_1+ba

r—o

) =vp (agbo + ... + ag—1bg—1 + bg)—vp (x — ) >
0 falls P nicht iiber « liegt, denn dann ist vp (z — a) = 0 und

denn vp (

vp (apbg + ... + ag—1bg—1 + bg) > min {vp (apby) , ..., vp (@ag—1b4—-1) ,vp (ba)} > 0
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denn weil by,...,bp € L] gilt vp(b;) > 0 fur j = 0,...,d und, weil

ag, .., ag—1 € L[], gilt vp (a;) >0 fiir j =0,...,d.

aobo+...+a@a—1bg—1+bg
(z—a)

Qg, ..., Gg—1, fir die Losungen ag,...,aq-1 € K (a) gesucht sind. Seien

geméf 2. pq, ..., p, die Puiseuxreihen von f in a. Nach 3. gilt

mit unbestimmten Koeflizienten

. Betrachte nun ein

apbg + ... + ag—1bg—1 + by c m N
(z—a)

" (aobo (@, pi) + ... + ag—1ba—1 (@, p;) + ba (, pi)
r —

)20Vi:1,...,n

Letzteres gilt genau dann, wenn in der Darstellung

oo

aobo (x,p;) + ... + Gg—1ba—1 (x,p;) + ba (x,p;) . _ i/t
P = Z ¢; (@o, ..., @g—1) (. — @)

j=—m

mit ¢, (@0, -, @a—1) 7 Ok[ao.....a4_1]

gilt ¢; (ag,...,aq—1) = 0 fiir j = —m,...,—1 bei geeigneter Wahl von
ap, ...,a4—1 € K (a). Da ¢; (@, ...,Gq—1) linear von @y, ...,@4—1 abhéngt,
bekommt man ein lineares Gleichungssystem fiir aq, ..., ag—1, das nach dem
letzten Abschnitt, falls es losbar ist, genau eine Losung in K («) hat. Nun
muf} noch bestimmt werden, bis zu welcher Ordnung in (z — a)l/ * die Pui-
seuxreihen berechnet werden miissen, um das lineare Gleichungssystem
eindeutig zu bestimmen:

. Seien gemiB 2. py, ..., p, die Puiseuxreihen von f in a. 7y, ...,7, € L (z — )"
sollen durch Abschneiden von py, ..., p,, entstehen und auflerdem paarweise
verschieden sein (geht, da p1, ..., p, paarweise verschieden). Man will nun
in 4. statt pq,...,p, die rq,...,7, einsetzen. Man mufl dazu Ny,...,N, €
Q bestimmen, die die Ordnungen angeben, bis zu denen pq,...,p, und
T1, ..., T Ubereinstimmen miissen, damit 4. funktioniert, d.h. v (r; — p;) >

N;. Man kann sicherstellen, daf} 4. das richtige Ergebnis liefert, wenn gilt:

VG € Lz,y] mit deg, (G) < n gilt: (2)
VM eN:
v(G(z,ri(x)>MVi=1,..,n<v(G(z,p; (x) >MVi=1,...,n
denn man will fiir ein a € L(z,y) testen, ob v (a(z,p;(x))) > 0 Vi =
1,...,n. Schreibe dazu a = & mit G € L [z,y] und H € L [z] und deg, (G) <
nund sei H = (z—a)” D mit D € L[z], M € Ng und D (a) # 0. Da
vi (a) = v; (G) —v; (H) und v; (D) =0, also v; (H) = v; ((Jc - a)M) gilt

G
vi (a) = v; <(m—a)M>

also gilt v (a(z,p; (z))) > 0Vi=1,...,n & v(G(x,p; (x))) > M Vi =

1,.,n = V(G (z,ri(x) > MVi=1,..,n.
wenn (2) gilt
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Bestimme nun die Ny, ..., N,, € Q, sodaf} (2) gilt:

Sei dazu M € Nund G € L [z, y] mit deg, (G) < n. Gelte v (G (z,7; ())) >
M Vi = 1,...,n. Bestimme Ny,...,N,, € Q, soda8 v (G (z,p; (x))) > M
Vi =1,...,n: Es zeigt sich, daf} die IV; unabhéngig von M gewihlt werden
konnen:

Da deg, (G) < n ist das Polynom G durch G (z,71(2)),...,G (2,7 (2))
eindeutig bestimmt, denn es gilt mit

Ind; (z,y) ::H <y:rj> , daf}
G \TiT
i

n

ZG x,r; (x)) Ind; (x,y)

Hat man nun v (G (x,r; (z))) > M Vi =1,...,n, dann gilt wegen

v (G (z,r; () Ind; (z,p; (x))) = v (G (z,r; (x)))+v (Ind; (z,p; (z))) daB

i=1

v(G(z,p; (z))) =0 ZG (x,r; (x)) Ind; (z,p; (x))) >M

falls v (Ind; (z,p; (z))) =v ( =1 ( >> > 0 Vi unabhéngig von M

ri— T
Zeige: dies ist erfiillt fiir
N; >max{v(p; —pr) | k=1,..,n, k£ i} +
+ max {ZZ:L,C#U (pj—pr) | 7=1, ,n} -
- ZZ:M#U (pi — pk)

=max{v(p;—pr) | k=1,..,n, k#i} +max{Int; | j=1,...,n} — Int;

mit Int; := ZZ:l,k;éiU (pi — pr)-
Seien die N; nun gemifl dieser Gleichung gewihlt. Insbesondere gilt dann,
da max {Int; | j =1,...,n} — Int; > 0, daB

v(r; —pj) > N; >max{v(p; —pi) | k=1,...,n,k #j}
d.h. r; ist ndher an p; als jedes andere p; beziiglich der Metrik (%)U auf
L (z — a)". Damit folgt v (r; — py) <v(p; —7;) Vi#k, i,k =1,...,n und
p; ist als die Puiseuxentwicklung unter pq, ..., pn, die am néchsten zu r;

liegt, eindeutig bestimmt. Fiir ¢ # j gilt

v(pi —p;) =v(ri—r;) =v(ri—pj)
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Insgesamt:

n b — Tk
(ans (22)
=v (HZ:l,k;ﬁi (pj — Tk)) - ZZ:Lk;ﬁiv (ri — 1K) =
=v(pj —7j) + EZ:LI@#,/@;&J‘U (pj — i) — EZ:1,k¢iU (ri — i)
=v(pj — 1)+ ZZ:l,k;éi,k;éjU (pj —pr) — ZZ:M#U (pi —pr) =
=v(p; —rj)+ Int; —v(p; —p;) — Int; >
> N; +Int; —v(p; —pi) — Int;
> ma’X{U(pj 7pk) | k= 1,...,”,]'{5 %J}
+max{Inty | k=1,..,n} — Int; + Int; — v (p; — p;) — Int;
>0
Vi,j=1,..,n,i#j
und fiir ¢ = j:

1«HLM#(”W)>Z;M#@@jrwwww»omo

Tj—Tk

0

U(H;M#<W”>)zodemmMm

i — Tk

v (Indl (xvp] (ﬂf))) =v (Hz—l k#i (p] — Tk)) >0 VZ,] = 17 R
’ i =Tk
Diese Argumentation liefert auch, daf aus v (G (x,p; (x))) > M Vi =
1,...,n folgt, daB (G (z,r; (x))) > M Vi=1,...,n.

6. Um « zu erhalten betrachtet man
{p € K [z] | p irreduzibel, normiert mit p* | res, (f, gf)}
Y

Man nimmt fiir o eine Nullstelle von einem solchen p, bestimmt fiir dieses

« die (falls sie existiert) eindeutig bestimmte Sequenz aq, ..., aq—1 € K (@)

a°b°+"'J(r;zf;1)bd‘1+bd € V (bg). Falls es keine solche Sequenz gibt, wihlt

man ein neues p. Wenn es eine solche Sequenz gibt, ersetzt man « durch

) bot...tad1bg 1-+b
T in ao, ..., ag—q und ersetzt by durch 2%+t +a; 1ba—11ba

mit

Damit ist der Algorithmus vollsténdig.

Bemerkung 36 Verwende die Notation aus Abschnitt 9.2.1(2.). Wendet man
den Ganzheitsbasisalgorithmus auf eine solche ebene Kurve C vom Grad n an,
um eine Ganzheitsbasis von L [C) iber L[C] = L[z,y] zu berechnen, bekommt
man by,...,bn_1 € L(C), wobei fiiri=0,...,n—1 der Zihler von b; ein normier-
tes Polynom in y vom Grad i und Koeffizienten in k [z] ist, und der Nenner ein
Element von k [x] ist. Sei o der Grad des Nenners von b; in x. Dann gilt fir
die projektive Kurve C* (siehe [23]):




also

p(c*)zw_émzw_i%
=0

10 Standardzerlegung der Singularititen

10.1 Der Umgebungsgraph einer ebenen Kurve

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char (k) = 0. Sei C =V (F),
F € k[X,Y,Z]\k homogen, n := deg(F), eine irreduzible ebene projektive
Kurve vom Grad n. Geméfi Abschnitt 8(10) sei

c=CcbaB. e, (*)

eine endliche Sequenz von allgemeinen quadratischen Transformationen 74,75, ...,T},
und irreduziblen Kurven Cy,Ch4,...,Cyy,, sodafl C;y1 die quadratisch Transfor-
mierte von Cj; sei fiir ¢ = 0,...,m — 1 und C}, nur noch gewthnliche Mehr-
fachpunkte hat. Dabei ist eine allgemeine quadratische Transformation 7T eine
Komposition einer Translation ¢, die einen gegebenen Punkt in einen Funda-
mentalpunkt riickt, mit einer quadratischen Transformation ). Man sagt T ist
zentriert in P genau dann, wenn die Translation ¢ den Punkt P in einen Fun-
damentalpunkt von @ riickt.

Sei P € C ein singuldrer Punkt. Sei T; zentriert in P, seien jedoch 11,75, ..., T;_1
nicht zentriert in P. Da T; eine Translation beinhaltet kann man annehmen, dafl
P=(0:0:1). Die erste Umgebung von P sei die Menge

V(Z)yNnC)H\{(1:0:0),(0:1:0)}

der nichtfundamentalen Schnittpunkte von V (Z) mit C;. Die zweite Umge-
bung von P ist die Vereinigung aller ersten Umgebungen der Punkte der er-
sten Umgebung von P. Die Elemente dieser Menge miissen nicht alle auf der
selben Kurve liegen. Die i-te Umgebung von P ist die Vereinigung aller
ersten Umgebungen der Punkte der (i — 1)-ten Umgebung von P. Sei P ein
singuldrer Punkt von C. Der Umgebungsbaum von P in bezug auf die Se-
quenz (x) ist die Vereinigung B der Mengen der singuliren Punkte aus den
i-ten Umgebungen von P zusammen mit einer Relation p = (B, B,U) mit
U = {(P,P’) € B x B| P liegt in der ersten Umgebung von P’}. Der Umge-
bungsgraph von C in bezug auf die Sequenz (x) ist die Menge aller Umge-
bungsbdume in bezug auf die Sequenz (x) von singulidren Punkten von C.

SeiPeC,OEP=(0:0:1), P":=(0:1:0), P”:=(1:0:0) und sei [Q)] :
P2 P2, Q(z:y:2):=(yz: xz: zy) eine quadratische Transformation, die in
P zentriert ist. Sei mp (C) =7, mp: (C) =7, mpr (C) =7"und F (X,Y,2Z) =
F (X,)Y)Z" "+ F. 1 (X,Y) Z 14 +F, (X,Y) mit F; € k[X,Y] homogen
mit deg (F;) = 4. Die quadratisch Transformierte von F ist dann F' (X,Y,Z) =
Z?:_OT Frpi (Y, X) Xn—r—r”—iyn—r—r’—iz'i7 also F' (X, Y, 0) - F (}/’ X) xn—r—r’yn—r—r"
Die nichtfundamentalen Schnittpunkte von V (Z) mit C; sind also gegeben
durch {(z :y: 0) | F,. (x,y) = 0}. Schreibt man F,. (X,Y) = (a1 X — 1Y) -
(asX —bsY)"™, dann ist die erste Umgebung von P in bezug auf @ die Menge
{(a; : b; : 0) | i = 1,..., s}. Insbesondere gilt:
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Ist P € C nichtsingulédr, dann enthilt die erste Umgebung von P in bezug
auf @ genau einen Punkt P und mp (V (F')) = 1. Ist P € C ein gewshnli-
cher Mehrfachpunkt, dann enthélt die erste Umgebung von P in bezug auf @
genau 7 = mp (C) Punkte P, ..., P, mit mp (V (F')) = 1. Damit bricht der
Umgebungsgraph in P ab, ist also endlich.

Betrachte nun wieder die Sequenz (x), sei n; der Grad von C; = V (F;), sei
S; die Menge der Singularititen von C; und N; der Umgebungsgraph von C;.
Fiir P € C; sei rp := mp (C;). Es gilt dann:

Satz 37 FEs gilt:

1. C ist rational genau dann, wenn (N, — 1) (N, —2) = >, rp(rp —1).
2. Firallet=0,....,m—1 gilt:

(ni—=1)(ni=2)= >  rp(re—1)=(nis1 = 1) (nig1 —2)— Y rp(rp—1)

PeN; PEN; 11

3. C ist rational genau dann, wenn (n —1)(n—2)= > rp(rp—1)
PeNg

Beweis.

1. Da eine allgemeine quadratische Transformation eine birationale Trans-
formation ist, ist C, rational genau dann, wenn C' rational ist. C}, ist
rational genau dann, wenn (n,, —1) (N, —2) = Y. rp(rp —1), denn

PeS,,
C.,n, hat nur gewohnliche Singularitéiten.

2. Man kann S; um beliebig viele nichtsingulire Punkte erweitern, ohne

die Summe Y 7p (rp — 1) zu verdndern. Deshalb und da eine allgemei-
PesS;
ne quadratische Transformation eine Translation beinhaltet, kann man

annehmen, dafl S; = {P,..., P} mit P, = (0:0:1), P, = (0:1:0),
P; = (1:0:0). Damit kénnen wir zu S;;1 die singuldren Punkte der er-
sten Umgebungen von Py, Py, Ps, auBerdem 741 ({ Py, ..., Ps}) und wieder-
um @ =(0:0:1),Q2:=(0:1:0),Q3=(1:0:0) zdhlen. Letztere sind
gewohnliche Mehrfachpunkte oder nichtsingulér, aber die Hinzunahme von

nichtsinguléren Punkten #ndert die Summe Y, 7p (rp — 1) nicht. Bei
PeSita

einer quadratischen Transformation #ndern sich die Multiplizitdten von

{Py, ..., Ps} nicht, also

S S

erj (TPJ - 1) = ZTT(PJ) (TT(PJ) - 1)

j=4 j=4
Es bleibt zu zeigen

3

(ni —1)(n; — 2)—2 rp, (rp, = 1) = (nig1 — 1) (niy1 — 2)—2 ro, (ro, — 1)
j=1

Jj=1
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Dies gilt da n;y1 = 2n; —rp, —7p, —rp, und rq, = n; — », rp, nach
=1
1]
Abschnitt 8(4.) und deshalb

(nig1 = 1) (nig1 —2) —rq, (rQ, —1) —7Q, (1@, — 1) —7¢g, (1gs — 1)

= (2ni —Tp, —Tp, — -1) (2m —rp, —Tp, —Tp; —2)
(n; — —Tp,) (nl —Tp, — -1)

—(ng—rp, —7py) (N — —rp, — 1)
—(ni—rp, —7rp,) (N — TP, — -1
=2—3n; +n} rfpl TP2 3+rp1 +rp, +1py
=(ni—1)(n; —2) - Z?‘:lrl’j (ij - 1)

3. Folgt aus (1) und m-maliger Anwendung von (2).

]
Um damit das Geschlecht von C' berechnen zu kénnen, mufl man folgende
Problemstellungen mit einem Algorithmus 16sen:

e Die Singularitéiten der Kurve geeignet darstellen und deren Multiplizitéten
berechnen.

e Entscheiden ob ein singuldrer Punkt gewohnlich ist oder nicht.

e Den Umgebungsgraph von C' berechnen.

10.2 Algorithmische Realisierung

Sei k ein Korper mit char (k) = 0. Sei C* = V (F*) die Verschwindungsmenge
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Oberkérper von k, F* € k[X,Y, Z]\k
homogen, n := deg (F*), eine irreduzible ebene projektive Kurve. Sei C = V (F))
mit F:= F (X,Y,1). Wir wollen nun die Singularitéten von C' darstellen durch
Polynome iiber k. (Dieses Verfahren wird in [38] angegeben und stammt ur-
spriinglich aus [32]). Praktisch ist k = Q.

10.2.1 Standardzerlegung der Menge der Singularititen
Satz 38 FEs gibt einen Koordinatenwechsel, sodafl F von der Form Y "+a, 1 (X)Y" 1+
o+ ag (X) ist und gilt

oF oF
((F (0,90) =0 lmdan (%0,%0) = 0) und <F (zo,y1) =0 Wldan (o, y1) = 0))

=Y =

und dieser Koordinatenwechsel kann mit einem Algorithmus durchgefiihrt wer-
den.
Beweis: Es gentigt eine Drehung des Koordinatensystems.

Damit ist durch Angabe der x-Koordinate einer Singularitét, diese eindeutig
festgelegt. Betrachte fiir i =1,...,n —1

_ o'F o'F oF
Bi = ggT (Resy <F, a)() ReSy (F, W) 7...7ReSy ( 8Y )> S k[X]



und B; = — B B; hat also genau an den x-Koordinaten von Punkten
99T (Bt W)
: 'F AF d'F :
von C einfache Nullstellen, an denen BXT1 BRI=IFY s -+ aYT verschwinden, und

die zugehorigen y—Koordlnaten sind nach der Wahl des Koordinatensystems ein-

deutig festgelegt. A; B Koordlnaten von Punkten
von C' einfache Nullstellen, an denen 3—;;, ax?lflay, e W verschwinden, nicht
. i+1 i+1 i+1 . . .

jedoch alle gxifl, gxi BI;,, ceny gyif; . Berechne nun eine Grobnerbasis des Ideals

(F, 52 A;) mit Elimination von Y. Das Ideal mu8, da die Y-Koordinaten nach
der Wahl des Koordinatensystems eindeutig festgelegt sind, ein Polynom ent-

halten, das in Y linear ist, also die Form n; (X)Y —m; (X) hat. Man bekommt
also eine Darstellung der Singularitéten von C' als |J; {(a, ZZJJ((Z)) ) | pi (a) = O}

mit irreduziblen p; € k[T]. Man hat also eine Darstellung der Singularitéten der
projektiven Kurve C* mit z # 0 als |J{(an; (a) : m; (a) : n; (a)) | p; (@) = 0}.

J
Durchfithrung desselben Prozesses in den anderen affinen Karten liefert schlief3-
lich eine Darstellung der Singularitéten der projektiven Kurve C* als

U; {(mg (a) :mj(a) :m ( )) | Aj (a) = 0} mit A; € k[T irreduzibel. Die Men-

gen {(m? (a) : m} (a) : m? (a)) | A; (a) = 0} heiBen Standardfamilien, und al-
le Punkte einer solchen Standardfamlhe sind singulédre Punkte von C* der glei-

chen Multiplizitdt. Die Menge

{(m (@) :mj (a) : m (a)) | Ai (a) = 0} | i}

heiflit Standardzerlegung der Singularitdten von C*.

Man kann auch zunéchst die Zerlegung der Singularitéiten gem#fl Abschnitt
11.4 berechnen: Fiir die irreduzible ebene projektive Kurve C* seien P;; mit
i =2,..,sund j = 1,...,s; die Singularitdten, wobei P;; mit j = 1,...,s;
jeweils Multiplizitéit ¢ habe. Zu diesen Mehrfachpunkten diirfen infinitesimal
nahe Punkte zugeordnet sein. Damit erhédlt man mit der Notation aus 11.4
Radikalideale J; = I ({P;;|j=1,....,s:}) = VI fiir i = 2,...,s. Die Punkte
{P;; | j=1,..,s;} fiir festes i lassen sich nun beschreiben als

{(mo (ao,a1) : m1 (ag,a1) : mz2 (ag,a1)) | Ai (ao,a1) = 0}

mit homogenen Polynomen vom gleichen Grad mq, my1, ma € k[ag,a1] und ei-

nem homogenen Polynom A; € k [ag, a1]. Wihle dazu zwei generische, homoge-

ne, lineare Polynome @y, ®; € k[X,Y, Z]. Sei G; := (ag®1 — a1Py) + J;. Das

Ideal (G; : (®g, ®1)™) enthilt dann ein A; € k[ap, a;] und lineare Gleichungen
X

in X,Y, Z. Schreibe diese linearen Gleichungen als M | Y = 0 mit einer
Z

Matrix M mit Eintrigen in k [ag,a1] und berechne ker (M ® k [ag, a1]/ (A;)).

Wihle mg, m1, ms als Reprisentanten (aus k [ag, a1] alle homogen) der Eintréige

eines Kernvektors (# 0). Man hat also eine rationale Kurve durch die Punkte

von J; gelegt. Schliellich zerlegt man A; noch in irreduzible Polynome.

10.2.2 Test ob ein Mehrfachpunkt gew6hnlich ist oder nicht

Hat man eine Zerlegung der Singularitéten der projektiven Kurve C* in der
Form |, {(m? (z) : m} (z) : m? (z)) | A; (z) = 0} mit irreduziblen A;, dann enthélt

(2
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jede Standardfamilie {P; (a) := (m{ (a) : m} (a) : m? (a)) | A; (a) = 0} nur Sin-
gularitédten derselben Multiplizitét. Sei also i fest und r := mp, () (C*) mit
A; (z) = 0. Da A; irreduzibel ist, sind entweder alle {P; (a) | A; (a) = 0} gewohn-
liche Mehrfachpunkte der Multipizitit r oder alle sind nicht-gewohnliche Mehr-
fachpunkte. Ein Kriterium dafiir erhélt man wie folgt: Betrachte den generi-
schen Représentanten P; (T) = (m (T) : m} (T) : m? (T)). Durch einen Koor-
dinatenwechsel kann man annehmen, daf P; (T) = (0: 0 : 1). Die transformier-

te Kurve ist dann gegeben durch ein G € k[T, X,Y,Z]. Sei B € k[T,X,Y]
der Koeffizient von Z"~" in G und D = Resy (B (T,X,1), %) € k[T

die Diskriminante von B (T, X,1) in bezug auf X. Dann gilt: Alle Elemente
von {P; (a) | A; (a) = 0} sind gewohnliche Mehrfachpunkte von C* genau dann,
wenn D #% 0mod A;.

10.2.3 Berechnung des Umgebungsgraphen

Man habe eine Zerlegung der Singularitéiten der projektiven Kurve C* in der
Form J, {(m? (z) : m} (z) : m? (z)) | A; (z) = 0}. Um den Umgebungsgraphen
berechnen zu konnen, geniigt es, eine Standardfamilie

{(m? (@) :mj (x) : m7 (2)) | Ai (2) = 0}

von nicht-gewohnlichen Mehrfachpunkten der Multiplizitéat » zu betrachten und
deren Umgebungsbaum zu berechnen, d.h. den Umgebungsbaum simultan fiir
alle Elemente der Standardfamilie. Betrachte den generischen Représentanten
P; (T) = (m?(T) : m} (T) : m? (T)). Durch einen Koordinatenwechsel kann man
annehmen, da P; (T) = (0:0:1),daB (0:1:0) und (1:0: 0) nicht auf C* lie-
gen und keine exzeptionelle Gerade Tangente an C* in P; (T') ist. Die transfor-
mierte Kurve ist dann gegeben durch ein G € k[T, X,Y, Z]. Sei B € k[T, X,Y]

- e — B(T.X,1)
der Koeffizient von Z in G. Sei By := ST (BT X 1), 2O € k[T, X]. Es

gilt dann [38]: Die Punkte der ersten Umgebung von P; (T) sind {(b: 1:0) | By (T,b) = 0}
und die Punkte der ersten Umgebungen der Punkte der Standardfamilie sind

{(blO)\Bl(a,b):Q AZ(CL>:0}

In dieser Weise kann induktiv fortgefahren werden, indem man nun wieder mit
Abschnitt 10.2.1 die Standardzerlegung von {(b: 1: 0) | By (a,b) =0, A, (a) =0}
berechnet, indem man die quadratisch Transformierte von C* betrachtet. Wie
eine ebene quadratische Transformation {iber k simultan fiir eine ganze Stan-
dardfamilie durchgefiihrt wird, ist in Abschnitt 10.3 beschrieben.

10.2.4 Berechnung des Geschlechts aus der Standardzerlegung der
Singularitiaten

Mit Satz 37 kann man das Geschlecht von C* berechnen, indem man mit-
tels quadratischer Transformationen eine birational dquivalente Kurve mit nur
gewOhnlichen Mehrfachpunkten berechnet und dann deren Standardzerlegung
der Singularitdten betrachtet, oder indem man den Umgebungsgraphen von C*
berechnet.
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10.3 Birationale Transformation auf eine Kurve mit nur
gewOhnlichen Mehrfachpunkten

Sei k ein Korper mit char (k) = 0. Sei C* =V (F*), F* € k[X1, X3, X35] \k ho-

mogen, n := deg (F™*), eine irreduzible ebene projektive Kurve vom Grad n iiber

einem algebraisch abgeschlossenen Oberkérper von k. Man berechnet mit 10.2.1

die Standardzerlegung der Singularitdten von C* und entscheidet fiir jede Stan-

dardfamilie mit 10.2.2, ob sie aus gewohnlichen oder nicht-gewhnlichen Mehr-

fachpunkten besteht. Wihle eine Standardfamilie M := {(m° (z) : m' (z) : m? (z)) | A (z) =0}
von nicht-gewdhnlichen Mehrfachpunkten, falls es eine solche gibt. Betrachte

nun folgende birationale Transformation @ : ]P’% — IP’% gegeben durch

(q)l : ‘I)Q : (I)3) = (XlSs_l :X2SS_1 : Sé)
Ss—1 1= X3Us—2 (X1, X2) + Us—1 (X1, X2)
Ss = X3V (X1, Xo) + Vs (X1, Xo)

mit Us_o,Us—1, Vs_1, Vs € k[X1, X2] homogen mit deg (Us_3) = s—2, deg (Us—1) =
s—1,deg (Vs—1) = s—1, deg (Vy) = s, insbesondere also deg (Ss—1) = s —1 und
deg (Ss) = s. Dabei werden Ss_1 und S so bestimmt, dal mp (Ss—1) = 1 und
mp (Ss) = 1 fiir alle P € M, wobei s so grofi gewéhlt wird, dafl dies moglich ist,
und auflerdem die restlichen Schnittpunkte von Ss;_1 und Ss; von M getrennt
liegen. X155 1, X2S5-1 und S, haben (0: 0 : 1) als gemeinsamen (s — 1)-fachen
Punkt. M besteht aus [ verschiedenen Punkten Qq,...,@Q;. Dann kann man &
auffassen als eine Komposition von quadratischen Transformationen zentriert in
Q1, ..., Q; (jede birationale Transformation P? — P? ist ein Produkt von allge-
meinen ebenen quadratischen Transformationen), die jeweils so gewihlt werden
konnen, daff die zu transformierende Kurve beziiglich @; in exzellenter Position
ist. Dazu wihlt man s grofl genug und die Lage von (0:0:1) und Ss_1,S;s
allgemein genug. Die transformierte Kurve hat wieder Koeffizienten in k. Die
Umkehrtransformation ist gegeben durch

(\I/l . \IJQ : \Ilg) = (les—l . Yng_l : Zg)
Y1 :=Y3Us_2 (Y1,Y2) = Vi1 (Y1,Y5)
Yo = —Y3U,_1 (Y1,Y2) + V, (Y1,Y2)

Dieser Prozess wird wie bei einzelnen quadratischen Transformationen iteriert.

11 Methoden zur Berechnung des adjungierten
Ideals

11.1 Berechnung des adjungierten Ideals aus einer Ganz-
heitsbasis

11.1.1 Bemerkungen zum Conductor

Definition 39 (gebrochenes Ideal) Sei R ein Integrititsring. Ein R-Untermodul
a C quot (R) heifit gebrochenes Ideal von R, genau dann wenn 3d € R, d #
0:acC éR.
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Bemerkung:

Jedes Ideal von R ist ein gebrochenes Ideal.

Ist a ein gebrochenes Ideal von R, dann gibt es ein Ideal b C R und ein
dER,d#O:azéb. Es gilt b C a.

Denn: wihle d € R,d # 0 : a C éR und sei b := {TGR\ 7 Ga}. Dann
gilt: b ist ewn Ideal in R, da a ein R-Modul ist. éb Ca unda C éb, denn wegen
aC%Rgilt:VuEaﬂrERzgzu, alsor € b.

Definition 40 Sei R ein Integrititsring. Seien a und a' gebrochene Ideale von
R. Definiere: (a:a') := {q € quot (R) | ga’ C a}.

Satz 41 Mit der Notation von Definition 40 gilt: a+a’, a-a’, aNa’ und (a : a’)
sind gebrochene Ideale von R.

Beweis. a +d’, a-a’, ana’ sind offensichtlich R—Moduln.

Seia C tRund d’ C R.

Dann gilt: a +a’ C 75 R, a-a' C 2R, and C 1R

(a: a') ist ein R-Untermodul von quot (R), denn (q1 + g2) ' = qra’+q2a’ C a
Yaq1,q2 € (a:a’) und (rq)a’ =r(qa’) C a ¥r € R, q € (a: a’). Weiterhin gilt
wenn a’ # (0), dafl (a:a’) C ﬁR wobei a C R und 0 # f € /N R (da es ein
Ideal b C R : a’ = &b gibt und (0) # b C a’ enthilt o’ insbesondere Elemente
aus R). m

Definition 42 (invertierbar) Sei R ein Integrititsring. Fin gebrochenes Ideal
a von R heifit invertierbar, genau dann wenn a (R :a) = R

Definition 43 (Komplementirmodul) Sei R ein Integrititsring. Schreibe R
fiir den ganzen Abschlufi von R in K := quot (R). Es gelte R = R. Sei K C K'
eine endliche, algebraische, separable Kérpererweiterung und R C R’ eine ganze
Ringerweiterung mit K' = quot (R’), also insgesamt:

R= R Cc K =quot(R)
N N
R ¢ K' =quot(R)

Betrachte nun Trg i+ K' — K:
Crip = {z€ K |Tri Kk (2R') C R} heift der Komplementdrmodul
von R’ in bezug auf R.

Satz 44 Mit der Notation wie in Definition 43 gilt:
Criyr ist ein R'—Modul und ein R—Modul
Cri/R ist ein gebrochenes Ideal von R’

R C Q:R’/R-

Beweis. Mit der Bemerkung bei Definition 34 gilt Trg /i ((21 + 22) 1) =
Tri i (2ar") +Trg i (z2r') € Rund Trg g ((c2) R') C Trgg (2R) C R
Vz, 21,22 € €pyg, ¢ € R'. Fiir die zweite Behauptung [43], Volume I, Ch. V,
Theorem 26. Da R = R gilt Trg//x (R') C R nach [43], Volume I, Ch. V,
Theorem 4. m
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Definition 45 (Differente) Mit der Notation wie in Definition 43: Die Menge

DR//R = (R/ : CR//R) = {Z c K/ | Z(’:R//R - R/}
={z€K'|zx € R Vz € K' mit Try, /i (zR') C R}

heifit Differente von R’ iiber R.

Satz 46 Mit der Notation wie in Definition 43:
Dpgi g ist ein Ideal in R' und Dg/ /g # (0)

Beweis. Cp//p ist ein gebrochenes Ideal von R’, also ist auch (R’ :Cpry R)
ein gebrochenes Ideal von R’ nach der Bemerkung bei Definition 39. Nach dem
Beweis von Satz 41 gilt Dg/ /g C ﬁR’ mit 0 # f € R N<Cr r = R also
insbesondere fiir f =1. m

Definition 47 (Dedekindring) Ein Integrititsring R heifit Dedekindring ge-
nau dann, wenn jedes Ideal in R Produkt von Primidealen ist.
Fiir einen Dedekindring R gilt:

1. Jedes gebrochene Ideal von R ist invertierbar.

2. Sei K = quot(R) und K C K’ eine endliche, algebraische Korpererwez—
terung, RK der ganze Abschluff von R in K'. Dann ist R wieder ein
Dedekindring.

Beweis der Behauptung: [43], Volume I, Ch. V. Theorem 10,19.

Satz 48 Fin Integrititsring R ist ein Dedekindring genau dann, wenn gilt:

1. R ist noethersch

2. Jedes echte Primideal von R ist ein mazximales Ideal
—quot(R)

3. R ist ganz abgeschlossen in quot (R), d.h. R= R=R

Beweis: [43], Volume I, Ch. V. Theorem 13.

Jeder Hauptidealring ist ein Dedekindring.

Beweis: [43], Volume I, Ch. IV. Theorem 32, Ch V. Ex.1.
Satz 49 Sei R ein Dedekindring (insbes. noetherscher Integrititsring und R =
R = EqUOt(R)) K := quot (R). Sei K je K' sei eine endliche, algebraische,

separable Korpererweiterung. R’ := = R". Dann gibt es einy € R mit K' =
K (y). (Jedoch i.A. R' # Ry]). Also msgesamt:

K

R = R C K =quot(R)
N N

—K’

R = R c K =Ky

Sei F'(T) € K [T] das Minimalpolynom von y iber K. Dann gilt:
F'(y) R' = Cri|ry Drr/r

wobei F' fiir die Ableitung von F steht und Cr/\gyy) fiir den Conductor von
R [y] nach R’ (Definition 9).
Beweis: [43], Volume I, Ch. V. Theorem 29.
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Corollar 50 Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 49 gilt:

F'(y)Cr/r = Cri|R[y]

Beweis. Cp/ /g ist ein gebrochenes Ideal von R'. Da nach Voraussetzung
R ein Dedekindring ist, ist jedes gebrochene Ideal invertierbar, also gilt mit
DR’/R = (RI : Q:R’/R)a daf3 Q:R’/RDR’/R = R'. Da Q:R’/R ein gebrochenes Ideal
in R’ ist und Cr|gpy ein Ideal von R’ (und von R [y]) ist, gilt R'€r//r = €ri/r
und R'Crigpy) = Cri|gly)- Insgesamt also ' (y)Cryr = F'(y) R'¢p/p =
Crry Dr/rCr /R = Crriri B = Crijgyy)- ®

11.1.2 Algorithmus zur Berechnung des Conductors

Satz 51 Sei R = klx1,...,xm] ein endlich erzeugter Integrititsring tber ei-
nem Kérper k. Sei K' eine endliche, algebraische Korpererweiterung von K =
quot (R) = k (21, ..., ) -

Dann ist der ganze Abschiuff R' = EK von R in K' ein endlich erzeugter
Integritdtsring tber k und ein endlich erzeugter R— Modul.
Beweis: [43], Volume I, Ch. V. Theorem 9.

Sei R = k|[z1,...,Zm] ein endlich erzeugter Dedekindring (insbes. noether-
scher Integritiitsring) {iber einem Kérper k. K := quot (R), R = R = R

also R ganz abgeschlossen in quot (R). Sel K C K’ eine endliche, algebraische,

separable Korpererweiterung, R’ := R, Sei y € R mit K/ = K (y). Nach
Satz 51 ist also R’ ein endlich erzeugter R—Modul. €/ /R ist ein gebrochenes
Ideal von R’. Damit gibt es eine endliche R—Modulbasis von €z /. Corollar 50
liefert dann eine endliche R—Modulbasis des Conductors Cr/|gjy)-
Wir suchen nun eine endliche R—Modulbasis von €/ /r. Wir gehen aus von
einer nach Satz 51 endlichen Ganzheitsbasis {ei}i=1,---,n von R’ iiber R, also
= Y"1, Ke;. Betrachte die Matrix T = ((Tk+ /i (eiej)))i,j:L__.,n
Satz 52 Sei K C K’ eine algebraische Korpererweiterung und {e;},_, ., eine
Basis der Korpererweiterung. Dann gilt 7
K C K' inseparabel < Tk (w) =0V w € K’ < det ((TK//K (eiej))) =0
Beweis:[43], Volume I, Ch. II. §11.

Da nach Voraussetzung K C K’ separabel ist, gilt mit Satz 52, dafl det (T') =
det ((TK/ /K (eiej))) # 0, also ist T invertierbar, also hat das folgende lineare
Gleichungssystem

5’Lj = ZbilTK’/K (616]‘>, i,j=1,..n
=1

eine eindeutige Losung by € K =k (x), 4,0 =1,..,n. Setze nun n; := Y -, biiey,
t=1,...,n.
Dann gilt Z;’ 1TK’/K (6163)77] = Z;ll 1 leTK’/K (626])6l Zln 1 dier =
ei, also ist {n;},_ 1,...n ebenfalls eine Basis der Korpererweiterung K C K'. !
Nach der Bemerkung bei Definition 34 ist T/ k linear, also gilt T/ x (nie;) =
TK//K (Zl Lbuiee;) =501 biTr /i (ere;) = 6” (Bem bi; = by). Damit folgt
fiir ein 2/ =: Y1 &mi € K', wobei §; € K und ein 7/ Z?Zl aje; € R, wobei
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aj € R, daB: Tr i (2'1') = Ty (ZL > fiajmej) =it 2 60T i (i) =
Z:'L:1 fiai-

Satz 53 Mit der eingefiihrten Notation gilt: {n;},_,
von Q:R//R.

18t dann eine R—Modulbasis

.....

Beweis. Sei 2’ € Cpp = 2/ € K' und Trg/ g (¥R') C R = 3§ € K
sodaB 2’ =370 &my und Vi' =377 aje; mit aj € Rgilt RS Trgr i (2'77) =
Sor &y = speziell fiir a; =0y gilt § € RVI=1,..,nund 2/ =1 & =
Z' € Y1 | Rn;. Seiumgekehrt 2/ = Y1 &mymit & € RVi=1,...,n = Firr =
dojoyage; mit o € R gilt Trg e (2'1') = 350 §iai € R = Trgyi (2'R') C
R= 7 ¢ QR’/R' ]

Mit Satz 50 erhalten wir also folgenden Algorithmus zur Berechnung des
Conductors. Dieser Algorithmus wurde in [29] angegeben. (Vorsicht: In [29] wird
auch ”gezeigt”, dafl ein Divisor zu einer ebenen Kurve Al-adjungiert ist genau
dann, wenn er A2-adjunigiert ist, siche Abschnitt 6).

Sei F (T') € K [T] das Minimalpolynom von y iiber K

1. Berechne den ganzen Abschlul R’ von R in K’ d.h. gebe eine endliche
R—Modulbasis {e;},_, , von R’ an

)

2. Berechne eine endliche R—Modulbasis {n;}
und zwar folgendermafien:

i=1,...,n VoI €/ AUS {ei}izl,.“,n

e Lse das lineare Gleichungssystem

n

Sij = > buTrkr i (exes), ij =1,..m

k=1
nach b, € K =k (z),i,k=1,..,n
e Berechne n; := zn: brier, 1 =1,...n
iticy st §;11111 eine endliche R—Modulbasis von €r/ /g

3. {F" (y)ni}i=y, ., ist dann eine endliche R—Modulbasis von Cri|pgyy

11.1.3 Anwendung fiir ebene Kurven

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char (k) = 0, C = V (F)
mit F € k[X,Y], F irreduzibel, eine affine ebene irreduzible Kurve. Sei n :=
deg (F) > 3. Sei k[C] := k[X,Y]/(F) der Koordinatenring und & (C) :
quot (k[C]) der Kérper der rationalen Funktionen auf C. Sei z = X € k]
und y =Y € k[C], also k[C] = k [z, y].

Q

Definition 54 FEine Transzendenzbasis {z1, ..., zm} heifit separierende Trans-
zendenzbasis der Korpererweiterung L C K genau dann, wenn K eine
separable algebraische Kdrpererweiterung von L (21, ..., zm) ist.

Ein Kérper K heifit separabel erzeugt iiber L genau dann, wenn es eine
separierende Transzendenzbasis der Korpererweiterung L C K gibt.
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Satz 55 (Normalisierungslemma) Sei k ein unendlicher Kérper und B =
k[z1,...,xm] ein endlich erzeugter Integrititsring und sei d der Transzendenz-
grad von k (1, ..., Ty) tber k. Dann gibt l;; € k,i=1,...,dund j = 1,...,m
sodaf fiir y; := Z;ﬂ:l Lijei, i =1,...,d gilt, daff B ganz tber kyi,...,yq] ist.
Auferdem gilt, daf k[y1,...,ya] ein Polynomring ist und yi,...,yq algebraisch
unabhingig sind. Ist k(x1,...,x,y) separabel erzeugt dber k, dann kann man
Y1y ooy Ym SO wihlen, daff k(x1,...,2m) eine separable Korpererweiterung von
k(y1,..., ya) ist. y1, ..., yq ist eine separierende Transzendenzbasis von k (21, ..., Ty )
tiber k.
Beweis: [43], Volume I, Ch. V. Theorem 8.

Fiir den Fall einer ebenen Kurve setze in Satz 55 B = k[C] = k [z, y], also
ist d =1 und es gibt ein 2’ = 1z + oy, sodal B ganz iiber k [2/] ist und & (x,y)
separabel iiber k (2’) ist. Man kann also ohne Einschrinkung davon ausgehen,
daB8 F von der Form Y" + a, 1 (X) Y"1 + ... + ao (X) ist, y ganz {iber k [z]

ist, also k [x}k(z’y) =k [C’]k(z’y).
Setze nun: .
R:=klz] K :=quot(R) =k(z) also R=kle]=ka] ~ =R*=R
K =K@ =kC) R=R"=ka""=k]"” =%[C]

und R ist nach Satz 48 ein Dedekindring. Damit erh#lt man folgenden Al-
gorithmus zur Berechnung von C’m‘ k(C] gemif dem letzten Abschnitt:

Algorithmus 56 Berechnung von C’ k)’

1. Berechne den ganzen Abschlufi R’ von R in k(C), d.h. eine endliche
R—Modulbasis {e;};_; _, von R (Ganzheitsbasis) mit dem Algorithmus
aus Abschnitt 9.

n

2. Berechne eine endliche R—Modulbasis {n;},_, , vonCri /g aus{e;};,_,
und zwar folgendermajSen:

ey
e Lose das lineare Gleichungssystem

(51] = ZbikTK//K (ekej)7 i,j=1,..n (3)
k=1

nach by, € K =k(z),i,k=1,..,n

n
e Berechne n; := Y. brieg, i =1,...,n
k=1
{nitizy ., ist dann eine endliche R—Modulbasis von g/ /r

.....

{—5 T,y m} ,, 18t dann eine endliche R—Modulbasis von Crr g, =
T

|k[C]

Da Ck[C]lk[C] ein Ideal in k [C] ist, haben sich also die Nenner der Ganzheits-
basis gekiirzt.
Praktisch fithrt man den Algorithmus folgendermafien durch:
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e Fiir4,j = 1,...,n berechnet man T/ (e;e;) wie folgt:
€1
Sei e := : € Ry. Zu losen ist mit A; j = ((@ijrm))y pey ., das
N ;m=1,
Gleichungssystem e;eje = A; je fir 1 < ¢ < j <mnach 4;; € K, , =
k(x)nn, dquivalent e;e ey, = i @ijkm€m Nach a;jk == ( Qijk1 - Qijkn )
fiir 1 <i<j<k<n. Seien 71?1?111 i,5,k € {1,...,n} fest:

Man hat eine Gleichung fiir n Unbekannte, wobei die eine Gleichung
nach Aufspaltung nach den Koeffizienten von ¢, ..., 4" ! aber n Gleichun-
gen liefert: Der Algorithmus aus Abschnitt 9 erzeugt eine Ganzheitsbasis
{em}mzl,...,n der Form

n
m = Zsmlylfl,m =1,..,nmit s,y € K = k()

* 0
S = ((sm1))m=1,...n. = * ist eine linke untere Dreiecksmatrix

Schreibe e;ejer, =: Zgijklyl_l mit g;jm € K
=1

Setze 9w = ( Gijk1 - Yijkn ) und Gy; = ((gijw))k
Es soll gelten e;ejer =Y o 1 Gijkmem = 3 1ey (Som_ 1 QijkmSmi) y' also

Gijkl = E QA5 km Smi
m=1
also Gyji = giij also
T _
S5a —z_jk g

Diese Gleichung ist leicht durch Riickwirtseinsetzen zu 16sen, da ST eine
rechte obere Dreiecksmatrix ist. Alternativ kann man einmalig (ST)_1
berechnen. Man kann auch schreiben

ST Ay = Gy
Tatséchlich interessiert nur
n n 1 1
T\~ T~
TK’/K ezej Zawkk = ZZ ( S >k Gijok = ZZ ( S )kogijok
k=1 o0=1 k=1 o0=1
Man muf} also M Eintrige von ((TK//K (eiej)))i]‘=1 _,, berechnen,

nnJr)

je mit Aufwand also im wesentlichen %n‘* Punktoperationen in K.
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e Zu beachten ist: Falls fiir die oben_definierten Koeffizienten s,,;; € K =
k(x) gilt, daB s, € k(z), wobei k C k ein Unterkérper ist, dann sind
auch die Tx/ /i (eie5) € k().

e Fiir die symmetrische Matrix T = ((Tx/,/x (eiej)))i,jzl,...,n berechnet
man nun eine LR = PT Zerlegung, wobei L € K, , fiir eine linke un-
tere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagonalen steht, R € K,, ,,
fiir eine rechte obere Dreiecksmatrix und P fiir eine Permutationsmatrix:

1 0 * *
L= , R= , P= (Eﬂ'(l))"')ETr('rL))7 wobei

* 1 0 *
FE; der i—te Einheitsvektor ist und = € S,,.

Man beachte, dafl fiir die Speicherung wihrend der Berechnung von L
und R eine einzige n x n—Matrix ausreicht, wobei T iiberschrieben wer-
den kann und der Aufwand fiir die LR—Zerlegung im wesentlichen in?

3
Punktoperationen in K betragt.

e Aus PT = LR folgt, da T-! = (P~'LR) "

m

n:= =T"te=RL7'P e (T~ ist symmetrisch), bzw. LRy =
Tin

Pe, was durch Vorwirtseinsetzen und Riickwértseinsetzen zu l6sen ist. P

permutiert nur die Eintrdge in der Ganzheitsbasis e. Vorwirtseinsetzen
und Riickwirtseinsetzen erfordert im wesentlichen n? Punktoperationen.

= R 'L71P. Also gilt, dal

e Schliellich berechnet man 77 := g—g (z,y) n. Die Eintréige von 7 bilden dann

eine endliche R—Modulbasis von le KlC*

Praktischer ist es zunéchst g—g (z,y) e zu berechnen, die Représentanten in
kE(X)[Y]/(F(X,Y)) auf Potenzen Y ..., Y™~ ! zu reduzieren und dann
LRij =P (2 (z,y) €) zu losen.

e Zu beachten ist: Falls die Tk x (ese;) € k(z) und F € k[X,Y], wobei
k C k ein Unterkorper ist, dann sind die Eintrége von 7 in k [z, y] .
Konkret wiire z.B. k = C und k = Q, F € Q[X,Y], der Ganzheitsbasisal-

———C(C
gorithmus berechnet C [z] ( ), wobei die Ganzheitsbasis Koeffizienten in

Q hat, und man erhélt schliefllich Erzeuger des Ideals CMIC[C} in C[C],
die Koeflizienten in Q haben.

11.1.4 Herstellung der Beziehung zwischen & und Cm\k[C]

Sei C' wie im letzten Abschnitt. Nach dem Normalisierungslemma 55 kann man
nach einem Koordinatenwechsel annehmen, dafl k [C] ganz iiber k [z] ist. Damit
liefert der Algorithmus aus dem letzten Abschnitt eine endliche R—Modulbasis
von Crigpy) = le k(C]' AufBlerdem kann man annehmen, dal C' keine Singu-
laritdten im Unendlichen hat.

Sei nun & das A2-adjungierte Ideal der projektiven Kurve C* =V (F*) C P%
mit F* € k[X,Y, Z] die Homogenisierung von F. Sei nun & Ck [C] das Bild
von {g(X,Y,1) | g€ &} Ck[X,Y]ink[C]=k[X,Y]/(F).
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Bemerkung 57 Fliir eine solche affine ebene irreduzible Kurve C' gilt

6= ﬂ OOO,PIOQP =
PeC

ﬂ {S S OQP ‘ SOC)p C Oc)p} =
PeC

=k[CIn () {s€O0cp|sOcpCOcp}=
PeSing(C)

=k [C] N ﬂ COC,Ploc‘P
PeSing(C)
= {S € k[C]|sO¢,p C Ocp YP € Sing (C)}

Beweis. C— = Oc¢,p falls P ¢ Sing (C'), denn dann ist Oc p = O¢ p

c,plOc,p

und £ [C] = Npee Oc,p. ™

Proposition 58 Fiir cine solche affine ebene irreduzible Kurve C gilt 6 =
Cm‘k[c] und damit kann mit dem angegebenen Algorithmus & und damit auch
& fiir C* berechnet werden.

Beweis. 6 = mPEC CW,P‘OC,P = CWUC[C] |
11.2 Berechnung des adjungierten Ideals aus der Standard-
zerlegung der Singularititen

Sei k ein Koérper mit char (k) = 0, und sei C* eine irreduzible ebene projektive
Kurve vom Grad n > 3 iiber einem algebraisch abgeschlossenen Oberkorper
von k mit Gleichung in k[X,Y,Z]. Man berechnet mit Abschnitt 10.2.1 eine
Standardzerlegung der Form

U{(mo (ag,a1) : my (ag,a1) : ma (ag,a1)) | Ai(ag,a1) =0}

?

mit A; € k [ag, a1] irreduzibel und homogen, der Singularitéten von C*.
Falls C* nur gewohnliche Mehrfachpunkte hat, was mit Abschnitt 10.3 er-
reicht werden kann, reicht es, alle Standardfamilien zu betrachten. Sei also

{(mg (ag,a1) : mq (ag,a1) : ma (ag,a1)) | A(ag,a1) =0}

mit A € k [ag, a1] irreduzibel und homogen, eine Standardfamilie von gewohnli-
chen Mehrfachpunkten der Multiplizitét r. Sei h = deg (A) und [ := deg (mg) =
deg (m1) = deg(msz). Die adjungierten Kurven vom Grad m erhélt man wie
folgt: Betrachte ein homogenes Polynom H (X,Y,Z) = Yo XY ZE
i+j+k=m
vom Grad m mit unbestimmten Koeffizienten. Es gilt m (10 (ag,a1):m1 (a0,a1):ms (ag,ar)) (H) >
r — 1V (ag,a1) € Py mit A (ag,a;) =0 genau dann, wenn gilt
O 2H
IXPOVI5Z% (mo (ag,a1) : my (ag,a1) : ma (ag,a1)) = 0mod A

Vp,q,w € Ng mit p+ ¢+ w = r — 2. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn

es fiir jedes der @ Tupel (p,q,w) mit p+qg+w =r —2, p,q,w € Ny, ein
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homogenes Polynom Q.. € k[ao,a1] mit deg(Qpgw) =L(m—(r—2)) —h
gibt, sodafl
O 2H
0XPoY10Zw
Das Polynom @, 4., hat I (m — (r — 2)) — h + 1 Koeffizienten.

Man hat héchstens [ (m — (r — 2)) 4+ 1 lineare unabhéingige Gleichungen fiir
die Koeffizienten von @p 4., und H. Nach Elimination der Koeffizienten von
Qp,q.w hat man also noch maximall (m — (r — 2))+1—-(I(m — (r—2)) —h+1) =
h lineare unabhéngige Gleichungen fiir die (mﬂw Koeffizienten von H.

(mo (ag,a1) : my (ag,ar) : ma (ap,a1)) = Qp-,q,wA

Alle Tupel zusammengenommen liefern also maximal h@ Gleichungen fiir

% Unbekannte. Hat C' nur gewthnliche Mehrfachpunkte und s Stan-
dardfamilien der Multiplizitat r; mit jeweils s; Punkten fiir ¢ = 1,..., s, dann
bleiben fiir m = n — 2 mindestens

n(n—1) 2 ri(ri—1) nn-1 m-2)(n—-1)
B D BT 2 =n-1

i=1

Koeffizienten unbestimmt. Da dim (&,_2) = n — 1 ist bleiben genau n — 1
Koeffizienten unbestimmt und man erhilt somit eine k-Vektorraumbasis von
B,_o.

11.3 Berechnung des adjungierten Ideals aus der freien
Auflésung des Jacobiideals

11.3.1 Vorbemerkungen
Graduierte freie Auflésungen

Definition 59 Sei R ein noetherscher Ring.

e Ein Komplex von R-Moduln ist eine Sequenz von R—Moduln F; und
Homomorphismen d; : F; — F;_1, sodaf$ d;—1 od; = 0.
e Fine projektive Aufliosung eines R-Moduls M ist ein Komplex

d; di—1 d d
o FS3F S L33 F

von projektiven R—Moduln F;, sodaf§ coker (d1) = M und ker (d;—1) =
image (d;) . Oft schreibt man auch

d; di—1 d d
"—>Fi—>Fi—1 — —2>F1—1>F0—>M—>0

Ist Fr41 = 0 mit einem m € Ny dann heiffit m die Ldnge der Auflésung.
Sind alle F; frei, dann heif§t die Auflosung eine freie Auflosung.
e [st I C R ein Ideal und M = R/I dann schreibe fiir eine freie Auflésung

d; di—1 d d
o FS3F S L33 F

von M auch
d; di— d d
RS FE S L8R3 TS0

und bezeichne dies als eine freie Auflésung von I.
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e Sei R ein graduierter Ring. Ein graduterter R-Modul M ist ein R— Modul
oo
M, sodafl M = @ M,;, wobei M; ein R— Vektorraum Vi und M; =0V
1=—00
i < o mit einem o € Z und RjM; C M;1; Vi, j.

FEin R— Modulhomomorphismus M 4, G, wobei M und G graduierte R— Moduln

sind, heifft graduierter R—Modulhomomorphismus, wenn d (M;) C
G;.

e Eine graduierte freie Auflésung eines graduierten R—Moduls M ist
eine freie Auflosung

d; di—1 d d

sodaf alle F; graduierte R— Moduln sind und alle d; graduierte Homomor-
phismen.

e Sei R=Ry®Ri®RyP ... uyndm = Ry & Ry P .... Eine graduierte freie
Aufliosung heifft minimal, wenn gilt image (d;) C mE;_1 Vi > 1.

Exaktheitskriterien fiir Komplexe von R—Moduln

Definition 60 (regulire Sequenz) Sei R ein noetherscher Ring, M ein R— Modul.

e a € R heifit M—reguldr, genau dann wenn gilt (az=0= 2z=0)Vz €
M, also genau dann wenn die Abbildung v : M — M, x +— ax injektiv ist.

e (ai,...,am) € R™ heifit M —reguldre Sequenz, wenn gilt:

1. (a1, .o, am) M # M

2. Firi = 1,...m ist a; ein M;_1—requldres Element, wobei M; :=
M/{ay,..oay M firi = 1,..,m —1 und My = M, das heif$t fir
i=1,...,m ist die Abbildung p; : M;_1 — M;_1, x — a;x injektiv.

e Eine M—regulire Sequenz (ay, ...,an) liefert eine aufsteigende Idealkette
(a1) C (a1,a2) C ... C (a1,...,am). Da R noethersch ist, existieren in
einem Ideal J C R mazximale M —requlire Sequenzen.

Satz 61 (Northcott-Rees) Sei R ein noetherscher Ring, M ein endlich er-
zeugter R—Modul und J C R ein Ideal mit JM # M.
Dann haben alle mazximalen M —reguldren Sequenzen in J die gleiche Linge

n und es gilt _
n =min {i | Exty (R/J,M) #0}

Beweis: [7], 1.2.5.

Definition 62 (Tiefe) Sei R ein noetherscher Ring.

e Sei J C R ein Ideal, M ein endlich erzeugter R—Modul und JM # M.

depth (J, M) ist definiert als die Linge einer maximalen M —reguldren Se-
quenz in J (wohldefiniert wegen Satz 61).

FEs gilt depth (J, M) = depth (\/7, M) (Beweis: [7], 1.2.10).
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e Sei R ein noetherscher Ring, J C R ein Ideal.
depth (J) := depth (J, R) ist die Linge einer maximalen R—reguliren Se-
quenz in J, also depth (J) = min {i | Extl, (R/J,R) # 0}.
e Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Setze
grade (M) :=min {i | Extly (M, R) # 0}
Fiir ein Ideal J C R gilt also

grade (R/J) =min {i | Extly (R/J,R) # 0} = depth (J, R) = depth (J)

Definition 63 Seien P und Q freie R—Moduln, rank (P) = my, rank (Q) =

ma, g: P — @Q ein R—Modulhomomorphismus. Fir k € N hat man eine Abbil-
k k k

dung Ng: NP — A\Q und damit eine Abbildung
k ok
U </\ Q) o \P—R

I (g) := image (V).

Wihit man Basen Vp und Wq von P bzw. Q und ist d = Py, 5w, (g) die
darstellende Matriz von g beziiglich dieser Basen, dann gilt fir k < min {my, ma}
daf$ I, (g) das Ideal der k x k-Minoren von d ist, insbesondere ist dieses un-
abhdngig von den gewdhlten Basen. Wenn /\jJrl g =10 und /\j g # 0, dann setze
rank (g) :=j.

I(g) = Lrank(g) (g)
Ist g = 0 dann ist rank (9) =0 und I (9) = R.

Satz 64 (Buchsbaum-Eisenbud) Sei R ein noetherscher Ring, sei0 — P, 23

P 't P S Py ein Komplex von endlich erzeugten freien R—Moduln
und seien die g; # 0. Dann gilt, der Komplez ist exakt genau dann,
wenn Yk € Ny gilt:

1. rank (gx) + rank (gg+1) = rank (Py)

2. depth (I (gr)) 2 k

Beweis: [5]
Satz 65 Sei g: R™ — R™2 eine Abbildung von freien R—Moduln. Dann gilt

depth (I; (9)) < (m1 — j +1) (s — j +1) ¥j < min {m, ms}

Beweis: [12]
Satz 66 Seig: R™ — R™'! eine (m + 1) x m-Matriz mit depth (I, (9)) > 2.
Dann gibt es einen Basiswechsel ey : R™tl — R™1 sodafi jedes Paar von

m X m-Minoren von eyg ein Ideal der Tiefe 2 erzeugt.
Beweis: [5]
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Satz 67 Sei R=Ry® R D R2D... ein graduierter Ringund m = Ry ®Ro P ....
Sei g eine my X ma-Matriz mit Eintragen in m. Sei my < mg und rank (g) = my
und depth (I (g)) = me —mq + 1 (der grifitmégliche Wert). Dann gilt fir alle
j mit my < j < mg und jede my X j-Untermatriz g’ von g, daff depth (I (¢')) =
j — mi + ].

Beweis: [5]

Satz 68 (Hilbert-Burch) Sei R ein noetherscher Ring.
e Sei J C R ein Ideal mit einer freien Auflosung
0—-R™ L RS 7 0

Dann existiert ein R—reguldres Element e, sodafi J = el,, (g1).

o Sei andererseits g1 : R™ — R™*! ein R—Modulhomomorphismus mit

f

g1 = ,depth (I, (g1)) > 2, sei J := I, (g1), seie; := (5j,i)j:1,__.,m+1
fm+1

und sei go : R™! — R definiert durch
go (1) = (—1)" det (A S e e i)

Dann ist 0 — R™ 2 R+ 2% 7 0 eine freie Auflésung von J.
Beweis: [7], 1.4.16.

Satz 69 Sei R ein noetherscher Ring.
Sei hy : R™ — R™*2 eine Abbildung von freien R—Moduln mit rank (hy) =

f1
m und depth (I (ha)) > 3. Schreibe hy = | und setze

fm+2
Jo=(det ( fI . fEo L ).det (fF o fE SRy ). det (fF o SR fhie )

Es gelte depth (J) > 2. Sei b : (Rm“)* — R3 die Projektion auf die letzten
3 Erzeuger. Dann gibt es eine Abbildung a : R™t? — (Rm+2)*, sodafl mit

m 2
hi:=boa und hy := </\ h;) o </\ b*> der Komplex
0— Rm i3 pet2lypsle ;g

eine freie Auflosung des Ideals J ist. Dabei wird identifiziert /\2 R% mit R® und
A° R™2 mit \™ R 2"

Bemerkung:

Mit ag .= N"hy : R=N\"R™ — N\ R™"2 ist a gegeben durch:

Re \N™THRmT2T @28 Am pmt2 g AL pmat2”
I ln

Rm+2 N Rm+2*
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depth (I (ha)) > 3 < depth (I (he)) = 3 mit Satz 65.
Die Bedingung depth (J) > 2 kann immer durch einen Basiswechsel in
R™F2 erfiillt werden, denn wegen depth (I (ha)) = 3 gilt mit Satz 67, daf
f1

depth | I | - = 2, und damit gibt es mit Satz 66 einen Basiswech-

fm+1
sel in R™*! sodaf

depth ((det ( f1 . fh_y fh).det( fT o fhoy fhi))) =2

also depth (J) > 2.
Beweis: [5]

Satz 70 Sei R ein noetherscher Ring. Sei h : R™T1 — R™1 eine Abbildung
von freien R-Moduln und rank (h) = m—1. Sei depth (I,,—1 (h)) = 3. Dann hat
I—1 (h) eine freie Auflésung der Form

m(m—1)

0—-R 2 — R(mfl)(erl) R RW

— m—1 (h) — 0
Beweis: Spezialfall des Eagon-Northcott-Komplezes, [11], A2.6.1.

Definition 71 Sei M ein R-Modul. Die projektive Dimension pd (M) von
M ist definiert als das Minimum der Lingen von projektiven Aufiésungen von
M und pd (M) := oo falls M keine projektive Auflosung hat.

Satz 72 Sei R ein graduierter Ring und M ein endlich erzeugter graduierter
R-Modul. Dann ist pd (M) gleich der Linge jeder minimalen freien Auflosung
von M.

Beweis: [11], Corollary 19.5.

Definition 73 Sei R ein noetherscher Ring. Sei M # 0 ein endlich erzeugter
R-Modul. M heifst perfekt genau dann, wenn pd (M) = grade (M).

Satz 74 Ist M ein perfekter R-Modul, dann gilt depth (p) = depth (p, R) =
grade (M) fiir alle Primideale p € Ass (M).
Insbesondere gilt fir ein Ideal J C R mit R/J perfekt, daf

depth (p) = grade (R/J) = depth (J) fiir alle p € Ass (R/J) = Ass(J)
Beweis: [7], 1.4.15. (eine Folgerung aus der Auslander-Buchsbaum-Formel).

Definition 75 Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring. Ein endlicher erzeug-
ter R-Modul M # 0 heifst Cohen-Macaulay-Modul genau dann, wenn depth (m, M) =
dim (M). Ist R aufgefafit als R-Modul ein Cohen-Macaulay-Modul, dann heifit
R Cohen-Macaulay-Ring. Allgemein:

Sei R ein noetherscher Ring. Ein endlicher erzeugter R-Modul M # 0 heifst
Cohen-Macaulay-Modul genau dann, wenn M,, ein Cohen-Macaulay-Modul
ist fir alle maximalen Ideale m € Supp (M). Ist R aufgefaf$t als R-Modul ein
Cohen-Macaulay-Modul, dann heifit R Cohen-Macaulay-Ring.

Satz 76 Sei (R,m) ein noetherscher lokaler Ring und M ein endlich erzeugter
R-Modul mit pd (M) < oco. Dann gilt:

M ist perfekt < M ist Cohen-Macaulay

Beweis: [7], 2.1.5.
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11.3.2 Die Auflésung des adjungierten Ideals einer ebenen rationa-
len Kurve

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char (K) =0, C = Vi (f) C
P2 eine irreduzible, projektive Kurve, f € R := K [X, X1, X2] homogen,
deg(f) =n > 3, und p(C) = 0. Sei & das Gorenstein-adjungierte Ideal von
C.

Sei A:=R/Gund A= > A;. Ag = K. A; ist ein K—Vektorraum.
i=0
Die Hilbertfunktion ist H (i, A) = dimg (A4;), i € No.

Lemma 77 A ist ein 1-dimensionaler graduierter Cohen-Macaulay-Ring und
A ist endlich erzeugt von A; als K— Algebra.

Lemma 78 Sei B = > B; ein I-dimensionaler graduierter Cohen-Macaulay-

i=0
Ring, By = K, K ein unendlicher Korper und B sei endlich erzeugt von By als
K—Algebra. Dann gilt:

a B =K [zg,....xm] /] wobei J C K [xq, ..., ] ist ein ungemischtes homo-
genes Jdeal mit height(J) = m.

b Gilt fiir ig € No, daff dimg (B;,) = dimg (Bj,+1), dann gilt dimg (B;) =
dimg (Bi—l-l) Vi >1ig, 1 € Ng.

c Sei J = Jg®Jg41®... mit Jg # (0) und ¢t := min {i € Ny | dimg (B;) = dimg (B;—1)}.
Dann gilt J =g (Jay ..., Jt) .

Beweis: [14]

Satz 79 FEs gilt:

(r+2)(r+1)
a H(r,A) = == firr=0,..,m—3
’ W firr>n—3

b dim (&,) = D =022 gy g > — 9

insbesondere: dimg (G,_2) =n — 1
c®= <Q5n72>

d dim (&, _2) =dim (A, 2)+1=n—1
dim (1) = dim (A1) +1=2(n— 1) +1

Beweis. Folgt sofort aus Satz 18 oder direkt:
Nach Abschnitt 6 haben wir wegen p (C) = 0, daf

dim(6,) >dim(A4A.)+1=r-n—(n—-1)(n—-2)+1YVr>n—2
Insbesondere ist

dim (®n—2) > dim (.An_z) +1=n-1
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Da nach Abschnitt 6 auflerdem dim (&,.) = 0 ist fiir » < n — 3, hat man

(r+2)(r+1)

dim (A,) = dim (R,) — dim (&,) = 3

firr=0,...,n—3

insbesondere ) )
dim (A, 5) = %
Wiire dim (A, _2) > W, dann wére

n—1 S dim (6n—2) = dim (Rn—2) — dim (An_g)
- nn—1 (n—1)(n—2)

2 2
=n-—1

ein Widerspruch.
Damit gilt H (n — 3, A) = H (n — 2, A) und damit ist nach Satz 78(b)

H(r,A)=H(n—-2,A)=H(n—-3,A) Yr>n—-3
also insgesamt

T2+ s =0 —3
H(nA):{ (n*ﬁﬁ firr>n—3

_ (r+2)2(r+1) _ (n—1)(n—2)

5 fir r >n — 2.

insbesondere dim (&,.)
Auflerdem ist

min {i € Ny | dimg (4;) = dimg (4;—1)} =n —2
und damit & = (&,,_5) mit Satz 78(c). m

Satz 80 Das adjungierte Ideal & hat eine minimale graduierte freie Aufiésung
der Form

0= R(—(n-1)" B R(-(n-2)""86 -0

Ist k ein Korper, sodafy K ein Oberkorper von k ist, und f € S = k[Xo, X1, Xa],
dann gibt es eine Basis von &,_o aus Elementen von S gemdfl Abschnitt 11.1,
und do,d1 konnen so gewdhlt werden, daf$ sie Eintrdge in S haben.

Beweis. Wegen p (C) = 0 liefert Satz 79, dal & = (&,,_5) und dim (&,,_2) =
n — 1. Sei also & = (G, ..., Gp_2) mit deg (G;) = n — 2. Es ist depth (&) > 2
und depth (&) = 2, da Sing (C') C V (6). Da R/® perfekt ist, ist

pd (R/®) = grade (R/®) = depth (&) = 2
Damit hat & eine minimale graduierte freie Auflésung, der Form
0—R" % Rt B R

Mit Satz 64 gilt rank (do) + rank (d1) = rank (R"™') = n — 1 und damit
rank (d1) =n — 2. Auflerdem rank (d;) = m.

Nach Satz 68 gibt es ein R-regulires Element a mit & = al,, (d;) und damit
muf a € K\ {0} sein und d; ausschlieflich lineare Eintréige haben. m
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11.3.3 Spezialfall: Die Auflésung des adjungierten Ideals einer ebenen
rationalen Kurve mit nur gewdhnlichen Doppelpunkten

Die im letzten Abschnitt gezeigten Sétze 79 und 80 sieht man fiir eine ebene
rationale Kurve mit nur gewohnlichen Doppelpunkten auch auf die folgende
elementare Weise. Dabei ist interessant, dafl die Singularitéiten in generischer
s-Position liegen (s die Anzahl der Doppelpunkte).

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char (K) = 0 und C =
V (f) C P% eine irreduzible projektive Kurve, f € K [Xg, X1, X2] homogen,
deg (f) = n, mit

e p(C)=0

oen>3

e C habe nur gewohnliche Doppelpunkte {Q1,...,Qs} (Qi # Q; Vi # j,
,7=1,...,8)

Berechnung der Hilbertfunktion der Singularititen von C' Es gilt fiir
eine irreduzible ebene Kurve mit nur gewohnlichen Mehrfachpunkten der Mul-
tiplizitat r;, daf3

() = (n71)2(n72) _Zn(rgfl)

Dar;,=2Vi=1,..,s und p(C) = 0 gilt:

S

T (ri — 1 n—1)(n-2
o3 nlml) (o=

‘ 2 2
=1

Das Ideal von s Punkten Im folgenden seien {Pi,..., P} (P; # P; Vi #
j, 4,5 = 1,....s) Punkte P, € P%, i = 1,...,s und sei K = K ein algebraisch
abgeschlossener Korper.
Seien hq,...,hs C R die zu P4, ..., Py korrespondierenden maximalen Ideale
und sei
I:= hl ﬂﬂhg

Seil =1;® Ig41 @ ... mit Iy # (0)
A:=R/I

Lemma 81 A ist ein I-dimensionaler graduierter Cohen-Macaulay-Ring und
A ist endlich erzeugt von A; als K— Algebra.
Beweis: [14]
(oo}
Sei A=Y A; mit Ag = K. A, ist ein K —Vektorraum.
i=0
Die Hilbertfunktion ist H (i, A) = dimg (4;), i € Np.
Lemma 82 Sei t, := dim R, = (HQ)QM und sei G, € K,y definiert durch

(Gr); ;= Fj (P;) wobei Fy, j =1, .., % die verschiedenen Monome vom
Grad r in K [Xg, X1, X5] seien. Dann gilt:
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a dimg (R,) — rank (G,) = dimg (1)
b dimg (A,) = dimg (R,) — dimg (I,) = T2 Gimge (1,)
¢ H(r,A) = dimg (4,) = rank (G,) < min {s, %}

Beweis.
k1
a Betrachte das lineare Gleichungssystem G,/ =0 € K; mit] = ' €
ke,
K; und den K—Vektorraum der Losungen L, = {l € K; | G,l=0}.

Dann gilt dimg (L) = t.—rank (G,) . AuBilerdem hat man einen K —Vektorraum-
Isomorphismus

®: L, — I, — (F,...F;, )l Also gilt dimg (I,) = dimg (L,) =
t, —rank (G,).

b Fiir den Quotientenvektorraum A, = R,./I,. gilt, da dimg (R,) < oo, dafl
dimK (Ar) = dimK (RT/IT) = dimK (Rr) — dimK (IT) .

¢ Folgt sofort aus (a) und (b): H (r, A) = dimg (A,) 2 dimy (R,)—dimg (I,) =
dimg (I.) + rank (G,) — dimg (I.) = rank (G,) .

Da G, € K, ist klar, da8§ rank (G,) < min {s, %2(7’“)}
|

Definition 83 (generische s-Position) Man sagt, Py, ..., Ps liegen in gene-

(r+2)(r+1) } -

rischer s-Position genau dann, wenn H (r, A) = min {s, 5

Anwendung auf die Singularititen von C

Satz 84 Man betrachte nun die Singularititen von C, also P; == Q;, i =1,...,s
und s = % Dann gilt:

e [=N=6
o [ =p <In72>
e dimg ([,—2)=n—1

(r+2)(r+1) .. . .
o« H(r,A) = { 7(71_1)2(”_2) f@fr r=0,...,n—3 }
—— firr>n-—3

e (Q1,...,Q; liegen in generischer s-Position
Beweis. C' hat keine Adjungierten vom Grad n — 3. Also ist

L,=0)Vj=0,..n—-3 (4)
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Dat,_ o = w und s = W also rank (G, —2) < min { ("_1)("_2)7 ”("_1)} -

2 2
% = s, gilt mit Lemma 82a

dimg (I,—2) = dimg (R,—2)—rank (Gp—2) > n (n27 D) - (n— 1)2(71 ~2) =n—1,

insbesondere I,,_s # (0). Mit (4) gilt also:
I=1, o®L, 1®..und [, o # (0)
Nach Lemma 82b folgt:

(r+2)(r+1)

dimg (A,) = dimg (R,) — dimg (I,) = — fir r=0,..,n—3 (5)
insbesondere
-1 -2
dimz (Ap_3) = dimg (Rp_3) — dimg (In_3) = % =s (6)

AuBlerdem gilt (H'Q)Q(T'H) > (n_l);"_z) = s fiir r > n — 3 also nach Lemma 82c

(r+2)(r+1)

dimg (4,) < min {s, 5

}sfﬁrr2n3 (7)

Da fiir die Hilbertfunktion gilt
dimg (A,) =H (r,A) < H(r+1,A) =dimg (A1) VreNy
folgt mit (5) und (6) und (7), daB

D) iy =0,...,n — 3
H(r,A) = dimg (A,) = { n—1)n-2) .
% firr>n-—3

Mit Lemma 82b folgt

dimg (In_o) = dimg (R,) — dimg (A,) = — (”2_ D G 1)2(” —2

Nach Definition 83 liegen die Singularititen von C also in generischer s-
Position. Mit Lemma 78c und Lemma 81 folgt, da

t =min{i € Ny | dimg (4;) = dimg (A;—1)} =n—2

daB I =p (I,_5). =
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Berechnung einer freien Auflésung des adjungierten Ideals von C

Freie Auflésung des Ideals von s Punkten in generischer s-Position

Satz 85 Sei d :=min{t € Ny | I # (0)} und seien Py, ..., Ps in generischer s-
Position.

e Dann hat I eine graduierte minimale freie Aufiésung der Form:
0= R(—(d+1)"@R(—(d+2)" B R(—d)aR(—(d+1)* LB T-0

o (ilt s = (d'gl) dann gilt:

;= (ZE) (d+§71) und B; =0 firi=0,1

Beweis: [27]

Anwendung auf die Singularititen von C

Satz 86 Man betrachte nun die Singularititen von C, also P; := Q;, 1 =1,..., 8
und s = w Dann hat I eine graduierte minimale freie Auflosung der

Form:
0—R(~(n-1))""BR(-(n-2)"%I1~0 ®)

Beweis. In Satz 85 gilt d =n — 2, also s = (dgl) und

d+1\/d+i—1 n—1 n—3+1 n—1 firi=0
d—+i 7 n—241 7 n—2 firi=1
| |

11.3.4 Berechnung des adjungierten Ideals aus einer freien Auflésung
des Jacobiideals

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char (K) = 0. Im folgenden
wird eine projektive Kurve C' = Vi (f) C P%, f € K [Xo, X1, X2] homogen,
irreduzibel, deg (f) = n, betrachtet mit

e p(C)=0
en>3

e C habe nur gewdhnliche Doppelpunkte {Q1,....,Qs} (Q: # Q; Vi # j,
i,j=1,..,5)

Das adjungierte Ideal I := & von C hat nach Satz 80 eine minimale gradu-
ierte freie Auflosung folgender Form

0= R(=(n=1)"" B R(=(n-2)"" %I -0 (9)

Folgender Satz gibt ein Verfahren zur Berechnung des adjungierten Ideals von
C:
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Satz 87 Sei C =V (f) eine irreduzible ebene projektive Kurve vom Gradn > 3

mit nur gewdhnlichen Doppelpunkten und mitp (C) = 0. Sei Jy = <38)?0 ) a%gl J aaxjf; >
das Jacobiideal von C und sei I das adjungierte Ideal von C, d.h. das Ideal der
Singularititen Q;, i =1, ..., W von C.

Dann hat Jy eine graduierte freie Auflosung der Form:

0 R(—2(n—-1)—-1)""BR2m-1)""BR—m-1)27 -0
(10)
wi
Der Gradn—2 Teil vonker (he @ R/Jy) wird erzeugt von Vektoren
Wn—1
wobei W; das Bild von w; € R in R/J; sei und deg(w;) = n — 2. Es gilt
(w1, ..c,wn—1) = I, also das adjungierte Ideal, und es gibt keine erzeugenden
Vektoren von kleinerem Grad. 7
Ist k ein Kérper mit char (k) = 0, sodafy K ein Oberkdrper von k ist, und
fe S =k[Xoy,X1,Xs], dann wird J; von %,%,% € S erzeugt, und bei
einer Berechnung von (10) konnen ho, hi, ha so gewdhlt werden, dafl sie Eintrige
in S haben.

Beweis.

1. Betrachte die Auflésung (9) von I:

bT

1

Schreibe di = . Sei
by
n—2

v = (—1)j (—l)n_l det( b1 bj,1 bj+1 bn,1 )

U1

und sei v = : . Dann gilt also nach Satz 68, dal mit einem
Un—1

ee K \ {0} gﬂt I=cel,_o (d1) = Ilp_—9 (dl) = <’U17 ...,Un_1>.

2. Sei Jy = <03)£07887){17867){2> das Jacobiideal von C. Da 2L (Q;) = 0 V

ox;
i=0,1,2und j=1,..sgilt 2L, - 2L el

Da deg ((%{L) = l+deg(v;)Vi=1,2,3undl =1,...,n—1 gibt es also ag =

( ap,1 - QAon—1 )701 = ( apl ... Q1np-—1 )7612 = ( az;1 ... a2n-—1 )6
R™ ! mit linearen Eintrigen, sodaf fiir i = 0,1, 2 gilt:
by
det | al
by
n—1
n—1 ] 8f
= Z aij (_1)j+n71 det ( bl bj—l bj+1 bn_1 ) a;v = X,
j=1 !



ao

Setze A:= | a1 |. Betrachte nun die Abbildung
as
bl bn—l
d? ag
e(G)-
as
n—1

also hy : R"™' — R"™1. Der Grad n — 2 Teil von ker (ho ® R/J;) hat
U1

€ R™ ! als Erzeuger, wobei 7; die Aquivalenzklasse von v; in

Un—1
)
a){o 0
R/Js bezeichne, denn Av = 8‘9}{1 =1 0 | mod Jy und wegen der
of
0Xo 0
U1
Auflésung (9) von I gilt | € ker (d).
Un—1

Verwende nun hy : R"~! — R"™! um eine Auflssung von J; gemifl Satz
69 zu konstruieren (also in der Notation des Satzes m = n — 1). Dazu
brauchen wir:

. Es gilt depth (I (hs)) > 3, denn:

Sei P € P4 und P ¢ {Q;|i=1,..,s}. Dann gilt aa—)go(P) # 0 oder

9 9 0, 12} e
24 (P) # 0 oder 5L (P) # 0 und 33E, 256, 5L € I (ha).
Sei P €{Q;|i=1,...,s} einer der Doppelpunkte. Nach einem Koordina-

tenwechsel kann man annehmen, da§ P = (1:0:0):

P ist ein gewohnlicher Doppelpunkt, also hat f die Form f = fo+...+ f,
mit deg (fz) = firi = 2, e n und f2 = (Ole — OZQXQ) (61X1 — BQXQ)
mit aq, g, B1, 02 € K und (o : ag) # (B1 : B2) (denn der Doppelpunkt ist
gewohnlich). Nach einem Koordinatenwechsel im P2 und Multiplikation
von f mit einem Element aus K\ {0} kann man annehmen dafl fo = X1 X5.
Seien x1, x5 lokale Gleichungen von P. Sei g := f(1,21,22) und gs :=

ol 992 992 _ 99 Og 2 _
fa (1,21, 22). Damit gilt I = Tg, g2 = T Da <6717872 / PP =

6:61 ? 6:02

([11], Corollary 4.8.), daf mpz p = (21, 22) = <ﬂ ﬂ>.

811 ? 812

<@ @> /mé;{’P = mpg()P/m?P;;{’P gilt mit dem Lemma von Nakayama

Betrachte die Auflésung

0 R2% gn-1d

n—2
Lokalisieren in P liefert nach einem Basiswechsel in (Op:;( ) p) und
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n—1
(O]p%( 7 p) die nichtminimale Auflésung

n—2 dip n—1 do p
0— (OH%(,P) - (OIP?(,P) =0

(x1,2) = 0

]F%(,P
1 0 0
mit do,p = (0,...,0,561,1‘2) undde = 0 1
0 0 —X2
0 0 T
n—2

Betrachte nun ho lokal in P: Nach einem Basiswechsel hat h die Form

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 -z a1 [€ (OP%(’P>nfl,n+1
0 0 T1 tl
0 0 T2 t2
0 0 T3 tg

mit rq,t1, 79,12, 73,13 € (’)P%p und es gilt

1 0 0
—xot; — 2171 = det 0 1 0
0 0 —XT2
0 0 T1
1 0 0
7$2t2 — X1 = det 0 1 0
0 —X9
0 0 T2

T1
ty

0
T
to

- 8%1

9g

also 921 _ (" —h 1 Da mpz p = 99 09
Baf —ry  —ty zo )’ P, P O]P%(‘P Oz’ Oxa
2

ist o —h invertierbar, also det —ro—h eine Einheit in
—ry  —lo —re  —ta
Opz_ p und damit auch
1 0 0 O
det | 1 0 0 |€1(h2)Op p
0 0 1 tl
0 0 T2 tg

eine Einheit, also gibt es ein | € I (hy) mit [ (P) #
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Insgesamt gibt es also fiir jedes P € P2% ein [ € I (hy) mit [ (P) # 0 und
damit /I (he) = (X0, X1, X2) und damit

depth (I (hy)) = depth ( T (hz)) = depth ({Xo, X1, X2)) = 3

. Da depth (I (hg)) = 3 und rank (he) = n — 1 (wegen aa){o, 38);1 , 86){2 €

I,_1 (ho)) liefert der Eagon-Northcott-Komplex geméf Satz 70 eine freie
Auflssung von I (hy) der Form

n(n—1)

0—R z — ROV R

niwtn) I(hs) — 0
Da hy lineare Eintriige hat ist I (h2) = ((I (h2)),_1). Alle (n—1) x
(n — 1)-Minoren von hy sind linearunabhéngig und dim ((1 (h2)),,_;) =

n(";l) .Dal(hg) C (Xo, X1, X2)" "' und dim (<<X07X1’ X2>n1)n1) -

) it T (he) = (Xo, X1, Xo)" .

. Sei g = (g;); € R"! ein Repriisentant eines erzeugenden Vektors des
Grad n — 2 Teils von ker (he ® R/Jy), d.h. hog = u mit u = (u;); € Rnt1
und u; € (Jy),, , Vi=1,..,n+1und deg(g;) =n—-2Vi=1,...,n— 1.
Zeige, daB (g1, ..., gn-1) = 1.

(a) Nach Zeilentransformationen angewendet auf ho erhélt man eine an-

dere darstellende Matrix 71\; des Homomorphismus R*~' — R™*! aus
der Auflssung (10) mit

by ... by_1
hy = do
ai
ap
0
by . by
1 - n—1 g1 :
ap _ 0
a
~1 gn—-1 To
an r1
T2
mitgl, ...,gn_l € R"‘Q,Eg,ﬁf,ﬁg € R”‘l,ﬁo = ( 60,1 F(iom,l ),
51 = ( 51)1 Zilm,l ),EQ = ( 52,1 62771,1 ),Wobei bl,-n,bn—l
und dao, a1, az lineare Eintrége haben, und ro, 71,72 € (Jy), ;. Sei
h:= ( bl bn—l ) € Rn72,n71
Es gilt
I o (h) 40
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denn wiire I,_5 (k) = 0, d.h. alle (n —2) x (n — 2)-Minoren von h
gleich 0, dann wire auch

det( by .. b"—1>
a;

n—1
= Zal,] (_1)j+n_ldet ( El gj—l gj—&-l gn—l ) =0
j=1

0

fiir alle ¢« = 0,1,2. Nach Paragraph (4.) sind jedoch alle (n — 1) x
(n — 1)-Minoren von hs linear unabhéngig.

Wenn rq, 75,73 nicht linearunabhéngig sind, kann man annehmen,
dal r; = 0. Dann gilt

0
- - 9 ,
( by o bpa ) : _ |
ao . 0
In—
= ! 0
g1
also € ker (). Jedoch ist nach Paragraph 4. det (¥) # 0
In—1

und damit miissen r1,r9, r3 linearunabhéingig gewesen sein.
Wegen 11,712,713 € (Jy), , und Jy = <(Jf)n71> ist also (ry,ra,73) =
Jy. Damit gilt

depth ({r1,72,73)) = depth (J¢) > 2

Sei firi=1,....,.n—1

hi = (71)1 (71)n_1det ( 31 ng,1 Zi+1 an,1 )
und sei g := ggT (h1,...,hp—1) und sei ¢;g := h; fir i =1,...,n — 1.
Dann ist
C1
ker( 31 gn_l ) = < >
Cpn—1
91
Da : € ker ( 51 En,l ) gibt es ein u € Ryeg(y) mit
In—1
g1 1
=u
In—1 Cp—1
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Damit hat man

0
: bl bnfl gl b1 bnfl C1
a . a
O = ~O . = U ~O
o ai : ai
r as gn—1 Uo Cn—1
]

also werden rq, ro, 75 von u geteilt. Mit rju := r; ist
Jp = (ri,r2,73) = u(r}, ry,75)
Wire deg (u) > 0, dann wére
depth (J¢) = depth (u (ry,r5,75)) =1

also ist w € K\ {0}. Damit ist n — 2 = deg(g;) = deg(c;), also
deg (g) =0, g € K\ {0}. Damit kénnen wir annehmen, dafl

g1 C1 hi
In—1 Cn—1 hn—l

Auflerdem ist depth ((h1, ..., hn—1)) = depth ({g1, ..., gn—1)) > depth (J¢) >
2. Mit Satz 65 gilt depth (h1,...,hp—1) < 2 und damit

depth (Jy) = depth ({91, .., gn-1)) = depth ((h1, ..., hin—1)) = 2

Da (hy,...;hpn_1) = In_2 (%) hat man mit Satz 68 eine minimale freie

Auflésung

0— rr2 B gt e g (7)) -0

Da J; = (r1,re,r3) und

ao g1 To

a =l n

a2 In—1 2
ist Jf C (g1, s Gn—1)

Da grade (R/In_2 (E)) — depth (In_z (E)) — 2 und pd (R/In_g (E)) -
2 mit Satz 72, ist

grade (R/In,2 (ﬁ)) =2 =pd (R/In,2 (E))

und damit ist R/I,,_o (ﬁ) perfekt. Mit Satz 74 hat man also depth (p) =

depth (In_g (E)) =2Vp € Ass(I). Wire also (X, X1, X2) € Ass (1),
dann hatte man

3 = depth ((Xo, X1, X)) = depth (lrn_2 (E)) —9

(0]



ein Widerspruch. Damit ist I,,_o (ﬁ) =1, o (%), wobei der Quer-
strich die Saturierung in (Xo, X7, X5) bezeichnet.

(e) Damit ist wegen I,,_o (71) = (g1, In—1)

I=T; C{g1,erGn-1) = {15y Gn_1)

Da dim (I,—2) = n — 1 und dim ((gl,...,gn_1>n72) < n-—1und
I, o C <917"'7gn—1>n—2’ ist I,,_o = <917~-~79n—1>n_2- Da I = <In—2>
und <gl7 "'7gn72> = <<gl7 -"7gn71>n72> ist I = <917 -",gn71>'

6. Es kann keinen Reprisentanten g = (g;), € R 1 eines erzeugenden
Vektors von ker (hy ® R/Jy) mit deg(g;) < n — 2 geben, denn dann
miiBte hog = u mit u = (u;); € R™! und u; € Jy sein, es ist aber
deg (u;) <n—1.

7. Es ist

dr dr dr\\ _/af of af\ _
<det ( ao > 7det ( ay ,det a2 N 3X0’ 8X1 ’ 8X2 o Jf

Da depth (I (hg)) > 3, depth (J;) > 2 und rank (he) = n — 1, gilt nach
Satz 69, daB8 es eine Abbildung a : R*"*1 — (R”“)* gibt, sodafl mit der
Projektion auf die letzten 3 Erzeuger b: (R"*')" — R* und hy :=boa

n—1 2
und hg = < A hg) o </\ b*) der Komplex

0— R 1M grtt M3 le g g

eine freie Auflosung des Ideals J; ist und h; Eintrége vom Grad n—1 hat.

Da je zwei minimale freie Auflésungen isomorph sind ([11], Theorem 20.2.),
ist jede minimale freie Auflésung von J; von dieser Form.

]
Mit Satz 87 ergibt sich folgender Algorithmus zur Berechnung des adjun-
gierten Ideals:

Algorithmus 88 Sei C = Vi (f), f irreduzibel, eine ebene Kurve mit nur
gewdhnlichen Doppelpunkten und p (C) = 0. Dabei sei f € S := k[Xo, X1, X2]
mit einem Unterkorper k C K.

e Man hat eine minimale freie Aufiésung von J :=g <aa)?0, %, aa){2>_,

0— gn-tl3gnitlngsly ;g

e Berechne den Kern von ha ® S/.J, wobei nur der Grad n—2 Teil berechnet
werden muf und es keine Erzeuger von niedrigerem Grad geben kann.

e Der Kern ist ein Untermodul von (S/J)""". Grad n — 2 Reprisentanten

der Eintrdge jedes Basisvektors vom Grad n— 2, erzeugen das adjungierte
Ideal von C.
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Alternativer Algorithmus

Algorithmus 89 Sei C =V (f), f € R= K [Xo, X1, X2, eine irreduzible ebe-
ne projektive Kurve vom Grad n > 3 mit nur gewéhnlichen Doppelpunkten und

mit p(C) = 0. Sei Jy = < of of of > das Jacobiideal von C und sei I das

BXO’ 8X1 ) 8X2
adjungierte Ideal von C. Folgender Algorithmus liefert ein minimales Erzeugen-
densystem des adjungierten Ideals I:

e Berechne die Syzygienmatriz hy € Rg 41 von (;Tfo, %7 88){2>

o Seihy € (R/Jf)s,,_o eine Matriz in deren Spalten ein minimales Erzeu-
gendensystem des R/Jp-Moduls erzeugt von den Spalten von hhy ® R/Js
steht.

e Berechne die lineare Syzygienmatric hy € (R/Jf), o p_q vON hy und sei
di € Rp—1n—2 die Matriz, deren Fintrige die linearen Reprdsentanten

b1
der FEintrdge von i~L2T sind. Schreibe di =: mit b; € R" 2,
b1
i=1,....,n—1. Sei
’Uj = (—1)j (—1)"71det( b1 bj_l bj+1 bn—l )

firj=1,...,n—1wund dy := (v1, ..., Vn—1). Dann ist
0— R 24 prt By g

eine minimale freie Auflésung des adjungierten Ideals I von C, insbeson-
dere ist I = (v1,...,Up—1).

Ist f € S :=k[Xo, X1, X2] mit einem Unterkérper k C K, dann kann man
die hy,dy,v; so berechnen, dafl sie Fintrdge in S haben.

Beweis. Mit Satz 80 hat das adjungierte Ideal eine freie Auflésung der Form
0— R 24 gty g
und geméf Satz 87 haben wir eine freie Auflésung von Jy der Form
0— R prtt i p3le 7o
by
Schreibe d; = € R,—1,n—2, wobei d; lineare Eintrége hat. Nach
by

einem Basiswechsel in R"~! und R"*! kénnen wir annehmen, daB:

bi ... bpa

_(di N _ ao
w=(%)=|

ag

n—1

7



agp T

wobei A = | a1 |, a; lineare Eintriige hat und det ( Céll ) = % =: f; fiir
as

1=0,1,2, auBerdem hg = (fo, f1, f2) und

ug,1 ... Uop—2 O fo =fi
hi=1| wi1 . Uin—2 —fo O fo
U1 .. U222 1 —fo O
n+1
0 0
Es gllt hohl = (O7 70) und hlhg = 0 0 . Sei U = ( Uil -e Ujn—2 )
n+1
n—1
() . EL'O
firi=0,1,2, u:=| w |, %= QR/Js, hi:=| W
Uy ﬂg
Setze hy = ( [ ) mit Zj = b; ® R/J;. In den Spalten von

Ry steht ein minimales Erzeugendensystem des R/Jy-Moduls erzeugt von den
Spalten von hl [ R/Jf Setze Jg = <f1,f2>7 Jl = <f0,f2>, J2 = <f0,f1>. Da
uibj e J; C Jf7 gﬂt

-~ g _ _ 0 0
mho= | @ | (B bur )= | 0 0 | mod.J;
Ug 0 0
n—1
Po
Wenn man gezeigt hat, daf fiir einen Vektor p := mit linearen
Pn—2
50
Eintragen und up = | s und sg, 51,52 € Jy schon gilt, dal s; € J; fiir i =
52

0,1,2, dann weifl man, dafl hs die lineare Syzygienmatrix von hy ist. Betrachte
also einen solchen Vektor:

Da (fo, f1, f2)u = (0,...,0) gilt auch (fo, f1, f2) up = 0, d-h. sofo + s1f1 +

e
s2fo = 0. Da deg (s;) = n, schreibe s; = l; o fo+1;1f1 +1;,2f> mit [; ; € R, linear
oder 0. Also l070 (f0)2 = (—51 — l(),lfo) fi+ (—52 — l072f0) f2, d.h. wenn man
einen Punkt P hat mit f; (P) = 0 und f2 (P) = 0, dann ist entweder fo (P) =0
oder ly o (P) = 0. Dies bedeutet, dafl alle Schnittpunkte von V (f1) und V (f2)
die keine Singularitéten von C sind, auf der Gerade V' (lg,0) liegen, oder ly g = 0
ist.

Ersetzt man fo, fi, fo durch 3 generische Elemente von (Jy), ,, dann kann
man annehmen, da (fo, fi, f2) = Jy und f;, f; eine R-Sequenz der Lénge 2
ist fiir 4 # j. Ein generisches Element von (Jf), ; hat in jedem der Doppel-
punkte von C' genau Multiplizitét 1 (Beweis: [4], Lemma 2.4). Sei P einer der
gewohnlichen Doppelpunkte von C;, OE P = (1:0:0) und seien x1,z9 loka-
le Gleichungen von P, mpz p = (z1,22). Wie im Beweis von Satz 87(3.) ist
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mp2 p = <%»a%> = (/1 (La1,22), fo (1, 21,22)) mit g := f(1,21,22), da

P ein gewohnlicher Doppelpunkt von C' ist. Damit ist (J; : I) = (J; : I°°) und

f1 und fo haben mit Multiplizitdt gezéhlt mindestens (n — 1)2 — % =

@ Schnittpunkte auf der Geraden [y, da C' genau %

n(n—1)
2

gewohnli-

che Doppelpunkte hat. Da fiir n > 3 aber > n — 1 ist, kann dies nur
moglich sein, wenn Iy ein gemeinsamer Teiler von f; und fy ist. Dann wére
aber depth ({f1, f2)) = 1, ein Widerspruch dazu, daf fi, fo eine R-Sequenz der
Lénge 2 ist. Schliefllich weiff man, daf I (dy) = I ist. m

11.4 Berechnung des adjungierten Ideals mit Saturierung

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char (K) = 0. Sei C =V (f),
f € K[Xo, X1, Xs], f irreduzibel, eine ebene irreduzible projektive Kurve mit
nur gewohnlichen Mehrfachpunkten P; ; mit ¢ = 2,...,s und j = 1, ..., s; wobei
P, ; mit j =1,...,s; jeweils Multiplizitdt ¢ haben. Sei n := deg (f) > 3. Es gilt
also s <n —1.

Sei J; 1= <% |j+z+m=¢,j,z,meN0> fir i = 1,..,s. Sei
.[2 = (Jl : JQOO) und R3 = (J2 : ISO) Dann gllt I({Pg’j |j: 1,...,82}) = IQ
und I ({P,; |j=1,....8,i=3,..,8}) = Rs. Sei I3 := (R3:.J5°). Dann gilt
I({Ps3;|j=1,..,s3}) = I3. Induktiv:

R2 = Jl
IZ' = (Rz : JZOO)
A=y (I;f—l) fiir i = 2, ..., 5
Ry = (Ji: A7)

Dann gilt

Ii = I({Pz’] | ] = ]., 731}) fﬁ]ﬁ‘ Z = 27 ey S
Riy1n=I({P,|j=1,..,s,l=i+1,..,s}) firi=1,..,s—1
Rop1 = (1)
und A, ist das adjungierte Ideal von C.
Alternativ kann man auch folgendermafien vorgehen:
Stets ist J,—1 = (Xo, X1, X2), denn eine Kurve vom Grad n kann keinen
n-fach-Punkt haben. Sei [ € {1,...,n — 1} minimal, soda§ v/J; = (X, X1, X3)
(also | = s > 2). Setze

By := (X, X1, Xo)"

Ii = (Ji—l . BZOO)
Bi—l = Bl N (I,Z_l>

} firi=1,...,2

Dann gilt ebenfalls:
Ii = I({P,"j |j = 1, ,Sl}) fiir i = 27...78

und By ist das adjungierte Ideal von C. Der Querstrich bezeichnet die Sa-
turierung in (Xg, X1, X2). Man kann oben B; ; := B; N I} setzen, falls
di (Z — 1) <n-— 2, wobei Il = <(Il)h1 . (Ii)di>7 hi < di-
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Hat f Koeffizienten in einem Unterkorper k& von K, dann kann man auch
fiir die I;, R;, A;, B; Erzeuger in k[Xo, X1, X2| angeben und die Verfahren zur
Berechnung von Saturierung und Durchschnitt liefern solche Erzeuger.

Insgesamt:

Algorithmus 90 Sei k ein Korper mit char (k) = 0 und K ein algebraisch
abgeschlossener Oberkérper von k. C = Vi (f), f € R = k[Xo, X1, X2, f
irreduzibel, eine ebene irreduzible projektive Kurve mit nur gewdhnlichen Mehr-
fachpunkten vom Grad n > 3. Folgender Algorithmus berechnet das adjungierte
Ideal:

L Ji:=r <aa)?o’ aa)?lvaa)é>

2. 1:=1

3. Solange v/ J; # (Xo, X1, X2):
(a) i:=i+1

aj+l+7nf
b) Ji = <7
( ) v axjoxtoxy

j+l+m:i,j,l,meNo>

4. B = (Xq, X1, Xo)" "

v

. Solange i > 0:

(CL) I, .= (Ji—l : BOO)

(b)) A:=TI""

(¢c) Hat A Erzeuger von Grad >n —2 dann A := A
(d) B:=BnNnA

(e) i:=i—1

6. B ist das adjungierte Ideal und I; das Ideal der i-fach-Punkte von C.

12 Praktische Darstellung von birationalen Trans-
formationen

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit char (k) = 0. Seien X C P}
und Y C P} projektive irreduzible Kurven.

Eine rationale Transformation @ : X — Y ist eine Aquivalenzklasse von
Paaren (U,v) mit U C X offen und v : U — Y ein Morphismus, beziiglich
der Aquivalenzrelation (U,7) ~ (V,n) 1< v |luav= 7 |vnv. Es sei D (®) :=
UU,(U,’\/)E@ U.

Hat man ein (m + 1)-Tupel (Hy, ..., Hy,) mit H; € k[X] im homogenen Ko-
ordinatenring von X alle homogen vom gleichen Grad, dann definiert dies einen
Morphismus v : U — PP, x +— (Ho (z) : ... : Hy, (2)) mit U = X\V (Ho, ..., Hp)-
Setze voraus, da V := v (U) CY und v : U — V ein Isomorphismus ist. Man
beachte, dafl sich nicht jeder Morphismus in der Form x +— (Hg () : ... : Hy, (2))
darstellen 148t. Betrachte folgendes Beispiel: X =V (X2 +Y?2 - ZQ) C P? und
Y=Pl.v:X—>Ymit(z:y:2)— (x:2—y) fir (z:y:2)#(0:1:1) und
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v(0:1:1):=(1:0) ist ein Isomorphismus. Man hat vy (z:y:2) = (z +y : )
fir (x:y:2)#0:=1:1)undy(0:-1:1)=(0:1),daz®=(z—9) (2 +y)
auf X . Durch das Tupel (X, Z —Y) ist der Isomorphismus v : X\ {(0:1:1)} —
Y\N{(1:0)}, (x:y:2)— (x:2z—1y) gegeben und durch (Z + Y, X) der Isomor-
phismus v; : X\ {(0: =1:1)} = Y\{(0:1)}, (z:y:2) — (z4+y:xz). Es gibt
jedoch kein Tupel, das einen Morphismus X — Y definiert. Man mé6chte jedoch
gerne mit solchen Tupeln rechnen.

Dazu verwendet man, daf es fiir jede birationale Transformation ® : X — Y
Isomorphismen ~g,...,y7s € ® gibt, v : U; — V;, U; C X offen, V; C Y offen
mit y; (z) = (HE(x):...: H}, (x)), Hj (z) € k[X] mit |J,U; = D(®). Die
birationale Transformation ® ist durch ein einziges solches Tupel (Hé, e Hﬁn)
bestimmt.

Insbesondere kann man einen Isomorphismus ® : X — Y als birationale
Transformation mit D (®) = X auffassen und damit ® durch eine Kollektion von
Isomorphismen v; : U; — V; mit v; (z) := (H{ (z) : ... : HE (2)), Hf (z) € k [X],
i =0,...,s mit J,U; = D(®) = X reprisentieren. Im obigen Beispiel wire
also v repréasentiert durch die Isomorphismen vy und 7, die wiederum durch
die Tupel (X,Z —Y) bzw. (Z +Y, X) dargestellt werden kénnen und jedes der
beiden Tupel ist ausreichend, um v festzulegen.

Damit haben wir eine Rechenmethode zur Behandlung von birationalen
Transformationen und insbesondere von Isomorphismen. Ist eine birationale
Transformation ® : X — Y gegeben durch einen Reprisentanten v : U — V|
x+— (Ho(x):...: Hy (z)), v Isomorphismus, H; € k[X] homogen vom glei-
chen Grad, der wiederum durch das Tupel (Hy, ..., H,,) dargestellt wird, dann
sind fiir uns folgende Fragestellungen interessant:

1. Gegeben I (X) berechne I (Y):

Betrachte den Ringhomomorphismus
a:k[Yy,....Ym] = k[Xo, ..., Xn] /I (X),Y; — H;

Dann ist
I(Y) =ker(a)
unabhéngig von dem Représentanten [17].
2. Berechne das Ideal des Graphen G (®) von ®:

Seien H; € k[Xo, ..., X,,] homogene Repriisentanten der H; € k [Xo, ..., X,)] /T (X).
Dann ist G (®) = V (I (X) + <f{rYl CHY il =1, m, i z>) und

1(G (@) = (1) + (HYi = HY | i,0=0,m, i £ 1))+ (Ho, . ﬁfm>°°)

und I (V) = I(G(®)) Nk [Yo, ..., V] ([17)).

3. Berechne die birationale Umkehrtransformation ¥ : Y — X von ®:

Nach obiger Betrachtung ist es ausreichend, einen Repridsentanten « :
W — Z, W CY,Z C X offen mit a(y) = (Go(y) : ... : G, (y)) und
G; € kY] homogen alle vom gleichen Grad, zu bestimmen:
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Betrachte dazu die unabhéingigen in Xy, ..., X;; linearen Gleichungen in
Xo

I(G(®)) und schreibe diese als N = 0 mit einer Matrix N
Xn

mit Eintrégen in k [Yp, ..., Y], in deren Zeilen jeweils homogene Eintriige,

alle vom selben Grad, stehen. I (G (®)) muf fiir jeden Représentanten
avon ¥ mit @ : W — Z, a(y) = (Go(y):...: G (), G; € k[Y],

éi € kY, ..., Y] homogener Repriisentant von Gj, alle Elemente X él —
X:G; € k[Xo, ..., Xp, Yo, ..., Vyn] enthalten ([17], TIL. §2.).

Sei

G .. Gl
ker (N ® (k[Yo,...,Ym] /I (Y))) = image "
GO
also G;- € k[Y], dann bilden «; : W; — Z;, a; (y) := (Gé (y):...: GY (y)),
W; :=Y\V (G :...:Gi),i=0,...,t eine Kollektion von Représentanten
von W mit J; W; = D (¥).

. SchlieBBlich ist es noch interessant, da ® durch einen einzelnen Reprisen-

tanten gegeben war, fiir ® eine Kollektion von Représentanten ; : U; —

V; mit v; (z) = (H{(z):...: Hi (2)), H} (z) € k[X], i = 0,...,s mit

U, Ui = D (®) zu finden. Dazu schreibt man die unabhéngigen in Yy, ..., Y,
Yo

linearen Gleichungen in I (G (®)) als M = 0 mit einer Matrix
Y'I’l

M mit Eintrdgen in k[Xo,...,Xp]. I(G(®)) muf fiir jeden Représen-

tanten v : U — V, v(z) = (Ho(z):...: Hy (z)), H; € k[X], H; €

k[Xo, ..., X;n] homogener Reprisentant von H;, alle Elemente Xjﬁ'l- —

X;H; € k[Xo,..., Xp, Y, ..., Y;,] enthalten. Sei

HY .. Hg
ker (M ® k [Xo, ..., X,,] /T (X)) = image .
HY .. H,

dann bilden die v : Us — Vi, (y) == (Hi(y):...: H. (y), U; =
X\V (H}:...:H.),i=0,..,s eine Kollektion von Repriisentanten von
® mit |, U; = D (®).

Bemerkung;:

Eine birationale Transformation ® : X — Y mit einer glatten irreduziblen
Kurve X und Y C P}* projektiv, ist schon ein Morphismus. Insbesondere sind
zwei birational dquivalente glatte projektive Kurven isomorph ([40], Ch. II,

Wenn eine birationale Transformation ® : X — Y angegeben werden soll

durch einen Représentanten v : U — V, . —— (Hy (z) : ... : Hy, (z)) mit einem
Tupel Hy, ..., H, € k[X], sage auch: ® wird reprisentiert oder gegeben durch
(Ho:...: Hp).
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13 Berechnung eines g5 bzw. eines g{ aus dem
adjungierten Ideal einer ebenen rationalen
Kurve

Sei K ein Kérper mit char (K) = 0, sei L ein algebraisch abgeschlossener
Oberkoérper von K, F € K [X,Y, Z] und F irreduzibel iiber L, deg (F) =n > 3,
C =V, (F) C P% eine rationale Kurve, also p (C') = 0.

13.1 Algorithmus zur Bestimmung von glatten Punkten
auf C reprisentiert durch ein Ideal in K [X,Y, 7]

13.1.1 Subsysteme der adjungierten Linearsysteme von Grad n —
2,n—1

Verwende die Notation aus Abschnitt 6. Sei # : C’ — C ein nichtsingulires
Modell. Sei d = n —2,n — 1. Die g4 : 84 — H°(C’',Ocs (dD — A (8))) sind
surjektiv. Sei Ag := |[dD — A (&)]. Da gilt

d=n—-2 dim(Ay)=n—2 deg (Ag) =n—2
d=n—-1 dim(A4Ay)=2(n—1) deg(Ay)=2(n—-1)

ist Ay basispunktfrei. Sei P € C, P ¢ V (&). Sei b :={V¥ € &, | ¥ (P) = 0}. Sei
Q:=7"1(P).Esgiltdeg|dD — A (&) — Q| = deg Ag—1 und dim |[dD — A (&) — Q| =
dimAg — 1 und gg |p: b — H? (C',Oc (dD — A (&) — P)) ist surjektiv.

13.1.2 Berechnung einer Familie von n — 2 glatten Punkten und 2
glatten Punkten auf C

Man hat Erzeuger von & mit Koeffizienten aus K, berechnet mit einem der
Verfahren aus Abschnitt 11.

Sei p € G,_9, ¢ € K[X,Y,Z] und sei G’ € A, _» der korrespondieren-
de Divisor auf C’. Schreibe G’ = P} + ... + P/_,, die P/ paarweise verschie-
den. Sei A(®) = a1Q1 + ... + asQs. Es gelte vg, (G') = 0 Vi = 1,...,s. Selen
Py, ..., P,_o € C die paarweise verschiedenen Punkte von C, die zu Pj, ..., P, _,
korrespondieren. Es gilt

IT({Py,...., Ph_2}) = ((F,p) : %)

und kann durch Erzeuger in K [X,Y, Z] gegeben werden.
Sei H' = P,y + ... + Py, _5), P/ € C’ eine weitere solche Familie, sodaf
P{,...,Pé(n_m paarweise verschieden sind. Seien P, 1, ..., Py(,—2) € C die zu

P4, .. Pé(n_Q) korrespondierenden Punkte von C und

b:={Ted, | V(P)=0Vi=1,.,2(n-2)}

on—1lp:b— H°(C',Ocr (n—1)D — A (8) - G' — H'))

ist surjektiv, denn deg|(n —1) D — A (&) — (P1,.... P)|=2(n—1)—i >0 =
2p (C) fiirallei = 1, ...,2 (n — 2), also basispunktfrei. deg |[(n — 1) D — A (8) — G' — H'| =
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2> 2p(C) +1 also very ample. dim|(n —1)D — A (&) — G’ — H'| = 2. Es gilt
mit

V' =T ({Py, ., Pas}) N T ({Pa 1, Paguny }) N (@ N(X,Y, Z>”*1)
b — (b//)

n—1
Man berechnet Erzeuger von b in K [X,Y,Z] und erhdlt dann eine Ba-
sis (bo,q)],q)z S K[X,KZ] von b. Seien (I)Q,(I)]_,(bg die Bilder von q)o,q)l,q)g

im homogenen Koordinatenring von C. Dann représentiert (&)0 : <T>1 : 52) eine

birationale Transformation ® : C' — Cy auf eine Konik Cy C IF’%.

Sei ¢/ € b, ¢ € K[X,Y,Z] und sei E' € |(n—1)D —A(6) -G — H|
der korrespondierende Divisor auf C’. Sei vg, (E') = 0 ¥i = 1,...,s und sei
E' =T{+ Ty, T # Ty. Sei E = Ty + Ty der korrespondierende Divisor auf C'.
Es gilt

T{TLTY) = (Fg) : 0™)

und kann gegeben werden durch Erzeuger in K [X,Y, Z].

Klassisch sagt man: die Elemente von b schneiden einen g5 auf C' aus. Dies
funktioniert sowohl fiir gerades und ungerades n. Das Verfahren in [39] konstru-
iert aus solchen Familien von jeweils 2 Punkten einen g3 aus den Adjungierten
vom Grad n — 2, falls n gerade ist und einen gi falls n ungerade ist:

13.2 Fiir gerades n: Berechnung eines Linearsystems mit
Koeffizienten in K, das einen g5 ausschneidet

1. Wie im Abschnitt 13.1.2 gesehen, erhélt man schon bei der Suche einer
Familie von 2 glatten Punkten einen g5. Alternativ kann man folgender-
mafen vorgehen:

2. Wie in Abschnitt 11.4 seien S;; mit ¢ = 2,...,s und j = 1,...,s; die
Mehrfachpunkte von C, wobei S; ; mit j = 1,...,s; jeweils Multiplizitét
1 habe. Dabei ist es egal ob, C nur gewthnliche Mehrfachpunkte hat
oder auch infinitesimal nahe Punkte. Man hat dann die Radikalideale
I = I({Si;|j=1,..,s}) fur i = 2,...,s gegeben jeweils durch Er-
zeuger in K [X,Y,Z]. Wihle e,...,es € {0,1} so, dal dimc¢ > 2 mit
¢ := (6NN;_, ;") _,. Man berechnet Erzeuger von & N(\_, [;* in
K [X,Y, Z] und erhilt damit eine Basis von ¢ in K [X,Y,Z] . Sein: C' —
C ein nichtsingulédres Modell. Dann ist

On_2|cc— HY(C',Ocr ((n—2)D — A(8) — E))

surjektiv mit einem geeigneten E > 0 auf C’, in dem nur Punkte aus A (&)
vorkommen. Sei D := |(n —2) D — A (&) — E| und dim (D) = deg (D) =
t. Ist ¢ ungerade, dann fahre mit 13.3(2) fort. (Wenn alle e2 =0, ...,e; =0
gewihlt werden miissen, dann ist D =A,,_5 und t = n — 2 und F = 0).

Ist t gerade, dann fahre folgendermafien fort:
3. Betrachte nun % Familien von jeweils 2 glatten Punkten von C, wie man
sie nach Abschnitt 13.1.2 erhéilt und seien Q1;,Q2; ¢ V (8),i=1,..., 52
diese paarweise verschiedenen Punkte. Seien J; = I ({Q1,,Q2,:}), i =
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1,..., % die Ideale der Familien, die gem#fl Abschnitt 13.1.2 durch Er-
zeuger in K [X,Y, Z] gegeben sind. Seien @} ;, Qb , € C’, i = 1,..., 152 die

t—2
korrespondierenden Punkte auf C”. Sei L := Y2, (Q},; + Q). Mit

. t—2
¢ = {QOEC | @(Ql,i) :O,(ID(QQJ;) :OfﬁI‘Z: 1,...,}

2
ist
On—2 lete—= HY(C',Ocr ((n—2)D — A(&) — E— L))
surjektiv. Sei C :=|(n —2)D — A(®) — E — L]

dim(C):deg(C):dim(D)—%Q:tf(t—Q):2

t—2
Sei ¢/ = (c) das Ideal erzeugt von den Elementen von ¢. Dann ist e = (c’ N2, Ji)
n—2

Man berechnet Erzeuger von ¢’ N ﬂ::%j Ji in K [X,Y, Z] und erhilt dann
eine Basis ®p, ®1,P2 € K[X,Y,Z] von e. Seien &)0,&)1,<T>2 die Bilder
von ®g, P1, Py im homogenen Koordinatenring von C. Dann reprisen-
tiert (50 : &)1 : &)2) eine birationale Transformation ® : C' — Cy auf eine

Konik Cy C P3.

13.3 Fiir ungerades n: Berechnung eines Linearsystems
mit Koeffizienten in K, das einen g ausschneidet

1. Wie in Abschnitt 11.4 seien S; ; mit ¢ = 2,...,s und j =1, ..., s; die Mehr-
fachpunkte von C, wobei die S; ; mit j = 1, ..., s; jeweils Punkte der Multi-
plizitdt ¢ seien. Man hat dann die Radikalideale I; = I ({S;; | j =1,...,s:})
fiir i = 2, ..., s, gegeben durch Erzeuger in K [X,Y, Z]. Wihle ey, ..., e, €

{0,1} so, daB dimc¢ > 2 und gerade mit ¢ := <(’5ﬁﬂ2 I?e") . Man
n—2

=2 "1

berechnet Erzeuger von & N ﬂ?:2 Iiiei in K [X,Y, Z] und erhilt dann eine
Basis von ¢ in K [X,Y,Z]. Sei # : C' — C ein nichtsingulires Modell.
Dann ist 9,2 |¢: ¢ — H° (C', O/ ((n —2) D — A (8) — E)) surjektiv mit
einem geeigneten £ > 0 auf C’, in dem nur Punkte aus A (&) vorkommen.
Sei D :=|(n —2)D — A (&) — E| und dim (D) = deg (D) = ¢. Man hat ¢
ungerade. (Wenn alle e; = 0, ...,e5 = 0 gewihlt werden miissen, dann ist
D=A, sundt=n—2und E =0).

2. Betrachte nun % Familien von jeweils 2 glatten Punkten von C' und

seien Q14,Qa,i, @ = 1,..., 5+ diese Punkte, Q) ;,Q%,, i = 1,..., 5+ die
korrespondierenden Punkte auf C’ und J; := I ({Q1,:,Q2,}), i1 =1, ..., %
die Ideale der Familien, die gem&fi Abschnitt 13.1.2 durch Erzeuger in

t—1
K [X,Y, Z] gegeben sind. Sei L := 3,7, (Q1,; + Q%) Mit

. t—1
¢ .= {QOEC | (P(QLi) :0,(,0(62271‘) =0 fir 7 = 1,...,2}

ist
On_2le:e— HY(C',0cr (n—2)D — A(8) — E — L))
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surjektiv. Sei C :=|(n —2)D — A(®) — E — L]

dim(C):deg(C):dim(D)—%ta—(t—l):l

t—1
Sei ¢/ das Ideal erzeugt von den Elementen von ¢. Dann gilt ¢ = (c’ N2, Jl)
n—2

Man berechnet Erzeuger von ¢’ N(),2; 31 Ji in K [X,Y, Z] und erhélt dann

eine Basis ®p, ®1,P2 € K[X,Y,Z] von e. Seien (I>0,<I>1,<I>2 die Bilder
von ®q, 1, 5 im homogenen Koordinatenring von C, dann représentiert

(&)0 : &)1 : 52) eine birationale Transformation ® : C — IP’lL.

13.4 Bemerkung

In [23] ist ein Verfahren angegeben, das direkt einen g3 aus einer Ganzheitsbasis
berechnet, allerdings liefert dieses Verfahren unabhingig davon ob n gerade oder
ungerade ist, stets einen g3.

14 Berechnung des Geschlechts von C' aus dem
adjungierten Ideal

Sei K ein Korper mit char (K) = 0 und L ein algebraisch abgeschlossener
Oberkérper von K. Sei C =V, (F), F € R:= K[X,Y,Z] mit deg(F)=n >3
eine ebene irreduzible projektive Kurve vom Geschlecht p (C') und Grad n. Nach
Satz 18 ist 6 (C) = max {H (i, R/®) | i > 0}, also
-1 -2
p(€) ="Vt i B |2 0)

Mit den Verfahren aus Abschnitt 11 kann man Erzeuger von & mit Koeffizienten
in K berechnen und damit H (i, R/®).

15 Parametrisierung von Koniken

Sei C = V¢ (F) {PGIP’C|F _O}mltFEZ[XYZ]mltdeg( ) =
2 irreduzibel uber C eine Konik. Wir suchen einen Punkt P € Vg (F) =
{Pe I% | F (P) = 0}. Ein solches P heift rationaler Punkt von C.

Da (deg(F)_l)z(deg(F)_2) = 0 hat C keine Singularitéiten und p (C') = 0. Da-
mit gibt es einen g auf C und damit eine birationale Transformation Pt — C,
die ein Isomorphismus ist. Sei P = (Py: Py : P2) € Vo (F) (OE Py # 0). Be-
trachte das Linearsystem der Geraden L) = —P1sX — Pt X + PysY + PotZ
durch P. L4y induziert eine birationale Transformation ¥ : C' — IP’}C. Fiir den
Graphen G (¥) C P2 x P{ von W gilt I (G (V)) = ((F, L(s.7)) : I (P)*). Da ¥
birational ist, enthélt I (G (V)) zwei in X, Y, Z und S, T bilineare unabhéngige

X
Gleichungen. Schreibe diese als M | Y =0mit M € QIS, T]2,3. Der Kern
Z
von M wird von einem (®g, P, <I>2)T mit ®; € Q[S,T] erzeugt. (Pg : Py : Py)
ist eine rationale Parametrisierung von C. Insbesondere ist klar, dal dann auf
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C unendlich viele rationale Punkte liegen. Eine Konik hat also entweder keine
oder unendlich viele rationale Punkte.
Ziel ist es also einen rationalen Punkt auf C' zu finden. Sei

F=aX?>+bXY +cY?+dXZ +eYZ + fZ°

1. Es gelte b? = 4ac oder d? = 4af oder €2 = 4cf :

OE kann man annehmen, da8 % = 4ac :

(a) Seic=0:
Dann ist b = 0. Wire auch ¢ = 0, dann ist F = dXZ+eYZ+ 22 =
Z (dX + €Y + fZ) und damit wére F nicht irreduzibel. Also mufl a #

0 gelten. Es gilt dann a (—@)2 +d (—S—Ze) +e (—#e) + fe? =

2a
0 und damit ist

de daf — d?
P=-—:———:
( 2a 4a e)

ein rationaler Punkt von C.
(b) Seic#0:
Setze d’ := 4cd — 2be und f' = 4cf — 2. Damit gilt

Fi=0bX +2cY +e2)? +dXZ+ f'Z% = AcF

Da ¢ # 0 gilt also F (P) =0« F(P)=0. Wenn d’ =0 und f' =0,
dann ist F nicht irreduzibel. Sonst ist

d b
P= (—f’:—€26—|—2cf’:d')

ein rationaler Punkt.
2. Gelte nun b? # 4ac und d? # 4af und e? # 4cf :

(a) Geltea=0und c=0:
Setze N := 4 (de — bf).
Dann gilt b # 0. Setze X’ := b(X+Y) +dZ + eZ und V' =
b(X —Y)—dZ+ eZ. Dann gilt mit

F(X'\Y',Z'):=X"?-Y"? - NZz?

F(X',Y',Z') = 4bF (X,Y, Z)

Insbes. muf} gelten N # 0, sonst wére F' reduzibel.
Wenn F (P') =0 mit P/ = (P} : P{ : Pj), dann ist F (P) = 0 mit

P = (Py+ P{ —2ePy : Py — P{ —2dPj : 2bPy)
Wenn F (P) =0 mit P=(FPy: P, : P»), dann ist ﬁ(P’) = (0 mit

P/:(b(P0+P1)+dP2+€P2Ib(Po—Pl)—dPQ-l-ePQIPQ)
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(b) Gelte c#£0:
Setze

D :=4ac — V?

M :=4 (c2al2 — bede + ace® + b2ef — 4a02f)
Setze X’ := DX + 2dcZ —beZ und Y’ := bX + 2¢Y + eZ. Dann gilt
mit ~

F(X'Y' Z"):=X"?+DY”? - MZ*
F(X'Y' Z") = 4cDF (X,Y, Z)

Wenn F (P') = 0 mit P’ = (Py: P]:P}), dann ist F'(P) = 0 mit
P = (2¢(Pj —2dcPy +bePs) : DP| — b (P} — 2dcPj + bePy) — DePy : 2cDP})
Wenn F (P) =0 mit P=(FPy: P, : P»), dann ist ﬁ(P’) = 0 mit

P/ = (DPO + 2dCP2 — beP2 : bPO + 2CP1 + 6P2 : PQ)

(c) Gelte a #0:
Vertausche X und Y, dann (b.).

Damit erhilt man bei (a.), (b.) oder (c.) eine Gleichung der Form X? +
KY? = LZ? mit K,L € Z.

Wenn L < 0 und K > 0, dann hat C keine reellen, insbesondere keine
rationalen Punkte.

Betrachte also jetzt die Gleichung X2+ K Y2+ K2 2% =0 mit K1, K, € Z
mit K7 < 0 oder K5 < 0 und beide nicht 0.

(a) Man kann erreichen, dafl K7 und K5 quadratfrei sind, denn sei Ky =
K{¢? wnd Ky = K}g3 mit K| und K} quadratfrei betrachte X2 +
K|Y?4+K,Z? = 0.1st P’ = (P} : P{ : P}) eine rationale Losung dieser
Gleichung, dann ist P = (Pé : qilPl’ : qisz’) eine rationale Losung
von X2+ K Y2+ K5Z? =0und ist P = (Py : Py : Py) eine rationale
Losung von X2+ K Y2+ KyZ? =0, dann ist P’ = (Py : 1 Py : 2 %)
eine rationale Losung von X? + K{Y?2 + K} Z? = 0.

(b) Seig:=ggT (K}, K}).Sei P = (P} : P{' : Py/) eine rationale Losung
der Gleichung gXQ—i—%YQ—&—%Zz = 0. Dannist P = (gP}: P| : Pj)
eine rationale Lésung von X2+ K| Y2+ K,Z? = 0.1st P = (P} : P : Pj)
eine rationale Losung von X? + K|Y? + K} Z? = 0, dann ist P" =
(% Py PQ’) eine rationale Losung von gX? + %YQ + %ZQ =0.

(¢) Man muf} also die Gleichung

aX?+bY? +¢Z22=0 (11)
a,b,c € Z\ {0} nicht alle dasselbe Vorzeichen
99T (a,b) = 1,99T (a,c) = 1,99T (b,c) = 1

a, b, ¢ quadratfrei
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betrachten und sucht Py, P, Py € Z, nicht alle 0 und ggT (P, P1, P2) =
1 mit aP§ 4+ bP? + cP? = 0. Nenne solche Py, Py, P; eine Z-Losung.
Folgender Satz liefert ein Kriterium, wann Gleichung (11) eine Z-
Losung hat, und der konstruktive Beweis ein Verfahren, um eine sol-
che im Falle der Existenz zu bestimmen:

Satz 91 Gleichung (11) hat eine Z-Lisung genau dann, wenn

—ab € R (|c]) und (12)
—bc € R(Ja]) und
—ac € R(|b))

wobei fir ein n € N definiert sei
R(n):={m € Z |3z € Z mit x> = mmodn d.h. z* =, m}

Beweis. Definiere den Index J als:

|ab|  falls |ca| < |ab] < |bc| oder |be| < |ab| < |cal
J(a,b,c) =< Jea| falls |ab] < |ca| < |be| oder |be| < |cal < |ab] p €N
|bc|  falls |ca| < |bc| < |ab| oder |ab| < |be| < |cal
1. Sei J (a,b,c) = 1:

Dann ist eine der Zahlen |bc|, |cal, |ab| gleich 1, OE sei |ab] = 1, also
la| = 1 und |b] = 1, also |bc| = |¢|] und |ca| = |¢|, also 1 = J (a,b,c) = |c|.
Da a, b, ¢ nicht alle das selbe Vorzeichen haben kann man OE annehmen,
daB a = —b. Dann ist (Py: Py : P») = (1:1:0) eine Z-Losung von (11).

2. Sei J (a,b,c) > 1:

Man zeigt nun, daf§ entweder direkt eine Z-Losung von Gleichung (11)
angegeben werden kann, oder A, B, C € Z gefunden werden kénnen mit

A, B,C € Z\ {0} nicht alle das selbe Vorzeichen
99T (A, B) = 1,99T (A,C) = 1,99T (B,C) =1
A, B, C' quadratfrei

—AB € R(|C]) und
— BC € R(JA4]) und
—AC € R(|B|)

sodafl J (A, B,C) < J (a,b,c) und die Gleichung
aX?+bY? +cZ? =0
eine Z-Losung (P : P : P») hat, falls
AX? + BY?+CZ” =0
eine Z-Losung (P} : P| : P}) hat. Zeige aulerdem, da§ (P : Py : P2) aus

(P} : P| : P}) berechnet werden kann.
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Beweis:

Durch Permutieren von X,Y, Z kann man erreichen, dafl
la] < [b] <[]

Dann ist auch |ab| < |ca| < |be| und damit J (a, b, ¢) = |ac|. Da ggT (b,¢) =
1, wiirde |b| = |c| implizieren, dafl |b| = |¢| = 1, also auch |a| = 1. Damit
wire J (a,b,¢) = 1, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist also
schon

lal < [b] < ¢l
lab| < |ca| = J (a,b,c) < |be]

Da —ab € R(|c|) und ggT (a,c) =1, gibt es R € Z mit R? =, —abund r €
Z mit R =. ar. Man kann erreichen, daf |r| < %, denn R =, a (r + nc)
fiir alle n € Z. Dann gilt, da ggT (a,c) = 1, da ar? =. —b, also gibt es
ein () € Z mit

ar? +b=cQ
Dann ist
240k 1 b 1
Q[ < |a|7"c|+|| < Zlac|+ ‘C’ < ZJ(a,b,c)+1 < J(a,b,c)

da J(a,b,c) > 2.

Ist @ = 0, dann ist |r| = 1, da b quadratfrei war, und damit a = —b. Dann
ist aber (Py: Py : Po) = (1:1:0) eine Z-Losung von (11).

Sei also @ # 0:

Sei A := ggT (ar®,b,cQ), A > 0. Also A = ggT (ar?,b), A = ggT (b,cQ)
und A = ggT (arz, CQ) wegen ar? +b = cQ. Da A | b und a, b, ¢ paarweise
teilerfremd, gilt ggT (A,a) = 1 und ggT (A,c) = 1, deshalb A | r? und
A| Q. Weil b quadratfrei ist und A | b ist auch A quadratfrei, also A | r.
Damit gibt es o, 8,q9 € Z und C,~ € Z mit

r=Aa, b= AB und Q = Aqg = AC~?
wobei 72 das grofite Quadrat sei, das ¢ teilt. Aus ar? + b = cQ, folgt also

aAo® + = cCH?

wobei
qqgT (aAaz,ﬁ) =1
ggT (cC'yQ,ﬂ) =1
99T (aAon,cCyQ) =1
Sei

B:=ap

(a) Offensichtlich sind A, B,C # 0.
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(b)

Esist AB = Aafl = Aa% = ab. Da g¢T (a,b) = 1 und a, b quadratfrei
sind, sind auch A, B wegen AB = ab quadratfrei und g¢7T (A, B) = 1.
C ist nach Definition quadratfrei. g¢T (AB,C) =1, denn AB = aAS
und ggT (8,C) =1 und g¢T (aA,C) = 1.

Insgesamt ist also ggT (A, B) = 1, g¢T (A,C) = 1, g¢T (B,C) =1
und A, B, C quadratfrei.

A, B, C haben nicht alle das selbe Vorzeichen. Dies ist erfiillt, wenn
AB < 0. Ist ab = AB > 0, dann ist ac < 0 und bc < 0 nach
Voraussetzung. Wegen ar? 4+ b = ¢ ist dann

GACY =Q=car’* +cb <0

und damit AC < 0.

Zeige nun:

—AB € R(|C]) und
— BC € R(]4]) und
—AC € R(|B))

Wir haben:

BcC € R(|aAl) (13)
acAC € R(|B]) (14)
—aAp € R(|C]) (15)
——

—AB
denn wegen aAa? 4 3 = cCy? ist

BcC =44 (cC’y)2
aAcCa? =5 (cC)*~?
—aAB =¢ (aAa)?
wegen ggT (aAa?, B) = 1ist ggT (o, 8) = 1 und damit gibt es & € Z
mit
aAcC =g (acCy)®
Nach Voraussetzung ist
—bc € R
¢ € R(|al)

—BAc

AuBerdem ist
—ac € R(|A|) (16)
denn nach Voraussetzung ist —ac € R (]b]) und b = Ap.

Wegen Gleichung 13 ist ScC' € R(]A]). Mit Gleichung 16 hat man
also
—BCc* = —pcCac € R(|A])

Da ggT (¢, A) =1 ist
—BC € R(|A|)
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Nach Voraussetzung —ac € R (|b]) und b = A ist
—ac € R(|f])

Mit Gleichung 14 folgt —AC € R (|8]), also gibt es ein u mit
u? =5 —AC

Wegen Gleichung 13 ist ScC' € R (|a|) und nach Voraussetzung—SAc =
—be € R(la]), damit —AC (8c)® € R(|al), also mit ggT (Bc,a) = 1
hat man —AC € R (|a]) und damit gibt es ein v mit

v? =, —AC

Da ggT (a,3) = 1 ist, gibt es mit dem Chinesischen Restsatz ein w
mit w =g v und w =, v. Damit wird w? + AC von a und von 3
geteilt und damit auch von B = af3, da g¢T (a, ) = 1.

Schlieflich ist
|AB| = |ab| < J (a,b,¢) und
|AC| < JAC|¥* = Q| < J (a,b,¢)

und damit
J(A,B,C) < J(a,b,c)

Hat man eine Z-Losung (P} : P| : Py) von AX"?+ BY"? +CZ"? = 0, dann
ist (Py: Py : Pp) mit

Py := AaP} — 3P}

Py := P+ aaP]

Py :=CHP;

eine Z-Losung von AX? + BY? + CZ? = 0, denn:
Wegen b = BA, B = af und aAa? + 3 = cCH? ist

ba’a? + af? = af (aAa2 + ﬂ) = af3cC~y? = BcCH?
aA?a* +b=A (aAa2 +3) = AcCH?
baa — aAaf = aa (b— AB) =0
und deshalb

a(AaX' = BY')’ +b(X' 4+ aaY')’ +c(Cy2Z')* =
= (ad’a® +b) X"? + (2bac — 2aAaB) X'Y' + (ba®a® + aB®) Y'? + (cC*~%) 2" =
= cCy* (AX"? + BY"? + CZ")

AufBlerdem kénnen nicht alle Py, Py, P> = 0 sein, denn wire Py,P; = 0, dann
wére (6 + Aaa2) P = 0. Da 8+ Aaa® = cCy?* # 0 (wegen Q # 0 und
¢ # 0), ist dann P] = 0 und damit P} = 0, also Py = 0 ein Widerspruch
dazu, da8 (P} : P : P) eine Z-Losung von AX'? + BY? +(CZ'? = 0 war.
Nach Teilen durch den g¢g7 kann man annehmen, daf ggT (P, P1, P) = 1.
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Fiir die Umkehrung:

Sei (Py, Py, P;) eine Z-Losung von aX? + bY?2 + ¢Z? = 0 (a,b,c € Z\ {0}
nicht alle dasselbe Vorzeichen, g¢T (a,b) =1, ggT (a,c¢) = 1, g¢T (b,¢) = 1 und
a, b, ¢ quadratfrei). Zu zeigen ist

—ab € R(|c]) und
—bc € R(Ja]) und
—ac € R(|b)

Angenommen ggT (¢, Py) # 1. Sei p eine Primzahl mit p | g¢T (¢, Py). Dann gilt
D (be), denn bP? = —aP} — cP?. Da p | ¢ und ggT (b,c) = 1, hat man ptb,
also p | P, also p | Pi. Wegen p | Py, also p? | (—aP§ — bP?), also p? | (cP3).
Da ¢ quadratfrei ist, hat man p | P, also p | P;. Insgesamt: p | Py, p | P, p | P,
ein Widerspruch zu ggT (Py, P1, P») = 1, also ist

99T (¢, Py) =1

Damit gibt es ein Py mit PyPy =, 1. Da aP2 + bP? = —cPZ, ist —aP? =. bP?,
also —abﬁong =, bQ?OZPf, also —ab =, (bﬁopl)Z, also

—ab € R(|c|)
Analog —bc € R (Ja]) und —ac € R(]b]). =

Algorithmus 92 Mit dem Beweis von Satz 91 haben wir folgenden Algorith-
mus, um zu testen, ob die Konik V (X2 +b0, Y2+ chz), b1,c1 € Z\ {0} nicht
beide positiv, einen rationalen Punkt hat und in diesem Falle einen solchen
rationalen Punkt pkt zu bestimmen. Gibt es auf der Konik keinen rationalen
Punkt, dann liefert der Algorithmus pkt = FAIL.

b1, c1 miissen nicht quadratfrei sein (Ab Schritt 4. ist das Verfahren aus
dem Beweis von Satz 91 enthalten, das eine Konik V (aX2 +bY2 4+ cZz) mit a,
b, ¢ quadratfrei und teilerfremd, behandelt). Der nachfolgende Algorithmus 93
verwendet Algorithmus 92.

1. Bestimme bs, cs € N und by, ¢, € Z\ {0} mit by = b.b? und c; = c,c2,
wobei b2 bzw. ¢ die griften Quadrate sind, die by bzw. ¢y teilen.

2. Sei g := ggT (br,cp).

3. pht := (X Y Z).

7 bsg? csg
a:=g
b= b=
c:= <
g

(man betrachtet nun aX? +bY? +cZ? =0).

4. Priife ob es Ry, Ry, R € Z mit R? =, —ab und R% =, —ac und R% =, —bc
gibt. Wenn nicht, dann setze pkt := FAIL und fertig.

5. Solange J (a,b,c) > 1:
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(a) Permutiere a, b, ¢ sodaf |a| < |b] < |c|, und permutiere die Eintrdge
von pkt entsprechend.

(b) Bestimme Ry € Z mit R} =, —ab und sei vy := £l mod e mit |ry| <
||

R r € 7.

(man beachte, dafS es dazu effiziente Maple-Funktionen gibt).
(c) Q= (ari+b)
(d) Ist @ =0:

pkt :=pkt(1:1:0)

Fertig.
(e) A:=ggT (arf,b,cQ)

=

g=t

B:=ap

(f) Bestimme v € N und C € Z\ {0} mit% = Cv2, wobei v das gripte
Quadrat ist, das % € Z\ {0} teilt.

(9) pkt .= pkt (AaX — BY, X 4+ aaY,C~Z)

(h) a:=A,b:=B,c:=C

6. Ist sign (a) = —sign (b) dann pkt = pkt (1 :1:0), Fertig.

7. Ist sign (a) = —sign (c¢) dann pkt ;= pkt (1:0: 1), Fertig.

8. Ist sign (b) = —sign (c) dann pkt :=pkt (0:1:1), Fertig.

Algorithmus 93 Folgender Algorithmus testet, ob die Konik

V (aX? +bXY +cY? +dXZ +eYZ + [2°)

a,b,c,d,e, f € Z, einen rationalen Punkt hat, und bestimmt in diesem Falle
einen solchen rationalen Punkt pkt. Dabei wird auf Algorithmus 92 zuriickge-

griffen:

1. Ist b2 = dac:

(a) Ist c =0:

daf—d?
pkt := (—% D — “};a : e)

Fertig.
(b) Ist c#0:
fs = dcf — €2
ds := 4ed — 2be
pkt := <—f8 : —52‘15 + bzfcs :ds)
Fertig.

2. Ist d> = 4daf:
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(a) Ist f =0:

_ 12
pkt := (—S—Z te: —Liab )

Fertig.
(b) Ist f #0:
cs 1= dcf — e?
bs :=4fb— 2de
pkt := (—cs 2 bs —€2bcs ‘écf)
Fertig.

3. Ist e* = 4fc:
(a) Ist ¢ =0:

o . daf—d* . db
pht i= (b: —defzt gt}

Fertig.

(b) Ist c#0:
as = 4ca — b?
ds := 4cd — 2be

pht = (ds, — %5 + 5= —a)

Fertig.
4. pkt :=(X:Y :2)
5. Ista=0 und c=0:
B:=-1

C := — (4de — 4bf)
pk?t = (X+);;2€Z . Xflglj2dZ Z)

6. Ista+#0 und c=0:
pkt:=(Y :X:2)

Vertausche a mit ¢ und e mit d.

7. Ist ¢ #0:
D := 4ac — b?
o e b
pkt == pkt (X, LY — £7 - L X, 7)
pkt := pkt (X — 295 7Y, 7)
B:=D

C = —4(*d?® — bede + ace® + b2cf — 4ac® f)
8. Sind B,C > 0:

FE's existiert kein rationaler Punkt auf der Konik.

Fertig.

9. Seipkt das Ergebnis des Algorithmus 92 angewendet auf X>+BY?4+CZ2.
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(a) Ist pkt = FAIL, dann existiert kein rationaler Punkt auf der Konik.
Fertig.

(b) pkt := pkt (1%)
Fertig.

Ein weiteres Verfahren, um eine Z-Losung (P : Py : Py) zu finden, liefert der
folgende Satz. Dieses Verfahren ist jedoch nur fiir kleine Koeffizienten praktika-
bel.

Satz 94 Hat die Gleichung (11) eine Z-Lésung, dann hat sie auch eine Losung
(P()IPlIPg) mat

|Po| < +/|be
|P1| < V/]cal
|P2| < +/|ab]

Beweis: [30], Ch. 7, Theorem 5.

Sei OE /|bc| < /|eal < \/|ab|. Lasse Py alle ganzen Zahlen im Intervall

[—m, \/|bc|} durchlaufen und P; alle ganzen Zahlen in [—«/|ca|, \/@}

Teste ob —Libpf ein Quadrat ist. Dies ist nur praktikabel, wenn a, b, ¢ klein
sind, hat aber den Vorteil, da8 es eine Z-Losung (Py : Py : Py), fiir die max {| Po|, | Py, | P2|}
minimal ist, liefert, was sich direkt auf die Grole der Koeffizienten in der Para-
metrisierung der Konik und damit der rationalen Kurve auswirkt.

Hat schliellich C' keine rationalen Punkte, dann kann man C' mit einer Ge-
raden schneiden und 2 Punkte iiber C finden, d.h. man kann C' parametrisieren
iiber einer algebraischen Korpererweiterung vom Grad 2 von Q. OE kénnen wir
annehmen, da§ C die Gleichung X2 + KY? = LZ? hat, mit K, L € Z.

1. Man kann einen reellen Punkt P auf C finden, falls L > 0 oder K < 0:
Wenn L > 0 hat man P = (\/E:O:l).

WennL<0undK<0dannhatmanP:(0: %:1)

2. Ist L < 0 und K > 0, dann gibt es keinen reellen Punkt auf C.

16 Parametrisierung rationaler Normkurven

16.1 Allgemeine Definition von Differentialen

Definition 95 Sei k ein Ring, A eine k-Algebra, M ein A-Modul. Der Modul
der k-Derivationen von A in M, bezeichnet mit Dery, (A, M), sei die Menge
aller Abbildungen D : A — M mit

1. D ist k-linear

2. D(fg)=fD(g)+D(f)gVf,ge A
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Definition 96 Sei k ein Ring, A eine k-Algebra. Es gebe einen A-Modul Qz/k
und ein dyy, € Dery (A, Qh/k), sodafl es fir jeden A-Modul M und jede k-
Derivation D : A — M genau einen A-Homomorphismus w : Q}L‘/k — M gibt,

sodaf folgendes Diagramm kommutiert:

dask

A QL
D | Sw
M

A/k

Dann heifit der A-Modul leq/k der Modul der 1-Differentiale auf A iiber
k. das heifst das duflere Differential von A dber k. (dA/k,Qk/k) heifst

Differentialpaar auf A iber k und ist bis auf Isomorphie eindeutig.
In der Notation aus Abschnitt 2.3 also Q,lq/k = Dy, (4).

Satz 97 Sei k ein Ring. Sei A = k[T, eine Polynomalgebra (eventuell in un-
endlich vielen Variablen). Sei Q) der freie A-Modul erzeugt von den Symbolen
dT, und sei d : A — Q die Derivation definiert durch dP (T) := )", aaTidTa.
Dann ist (d,QY) das Differentialpaar auf A iber k.

Satz 98 Sei k ein Ring, A eine k-Algebra, I C A ein Ideal und B := A/I.
Angenommen es existiert das Differentialpaar (dA/k, Qi\/k) auf A iber k. Dann

existiert das Differentialpaar (dB/k, Q}B/k) auf B tber k und es gibt eine exakte
Sequenz von B-Moduln

11?5 QY ®a B —Qk ) — 0

und 6 wird von d 4y, induziert.
Beweis: [2], VI, 1.8.

Satz 99 Sei k ein Ring und B eine k-Algebra. Dann existiert das Differential-
paar (dB/k,Q}B/k),
Beweis: [2], VI, 1.9.

Satz 100 Sei X ein S-Schema. Dann gibt es einen quasikohdrenten Ox -Modul
Qi{/s und eine Abbildung dx/s : Ox — Qﬁ(/s definiert wie folgt:

Fiir jede affine offene Teilmenge V. = Spec (k) von S und jede affine of-
fene Teilmenge U = Spec(A) von X, wobei U iiber V liegt, setze Qﬁ{/s lv:=
(Qxlq/k)w und dx ;g |v:= (dA/k)N. Der Ox-Modul Qﬁ(/s heifst Garbe der 1-
Differentialformen und dx,s das duflere Differential.

Beweis: [2], VI, 1.20.

16.2 Aussagen iiber Morphismen

Definition 101 Sei B ein noetherscher Ring, I C B ein Ideal und A := B/I.
Dann heifst A reguldr eingebettet in B, wenn I von einer B-requldren Sequenz
erzeugt wird.
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Satz 102 Sei (X, Ox) ein lokal geringter Raum, seien F'| F, F" lokal freie Ox -
Moduln von endlichem Rang und sei

0—-F -F—->F' =0
eine exakte Sequenz. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus
AR @ N A
Beweis: [2], VII, 8.12.

Definition 103 Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul. M heifit flach genau
dann, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

1. Der Funktor N — M ®4 N ist exakt fiir alle A-Moduln N.

2. Fiir jedes endlich erzeugte Ideal a C A ist die Abbildung a @ M — M
injektiv.

Definition 104 Seien (X, Ox) und (Y, Oy) lokal geringte Riume und f : X —
Y ein Morphismus. Sei F' ein Ox-Modul. F' heifst flach iber Y im Punkt x
von X genau dann, wenn F, ein flacher Oy, t,)-Modul ist, wobei F, mittels
7 Oy, f(e) — Oxz als Oy f)-Modul aufgefafit wird. F heifit flach iiber
y € Y genau dann, wenn F flach iiber Y in jedem x € f~1(y) ist. F heift
flach diber Y genau dann, wenn F flach iber jedem y € Y ist. Seien X und
Y Schemata. Der Morphismus f: X — Y heifst flach genau dann, wenn Ox
flach tber Y ist.

Definition 105 Sei X ein Schema undY ein abgeschlossenes Unterschema von
X. Die Codimension codim (X,Y) vonY in X ist definiert als codim (X,Y") :=
inf {dim (Ox ) |y € Y}.

Definition 106 Seien X und Y lokal noethersche Schemata, f : X — Y ein
Morphismus, lokal vom endlichen Typ. Sei x ein Punkt von X. Dann heifit f
unverzweigt in x genau dann, wenn mit y = f(x) gilt my = myOx , und
k(x) eine endliche separable Kdrpererweiterung von k (y) ist. [ heifst unver-
zweigt genau dann, wenn f in jedem x € X unverzweigt ist.

Definition 107 Seien X und Y lokal noethersche Schemata und f : X — Y
ein Morphismus, lokal vom endlichen Typ. Dann heifit f étale genau dann,
wenn [ flach und unverzweigt ist.

Satz 108 Sei S ein lokal noethersches Schema, X ein S-Schema lokal vom
endlichen Typ, Y ein abgeschlossenes S-Unterschema und J die Idealgarbe von
Y in X. Sei x ein Punkt von Y wund seien g1, ...,g, globale Schnitte von Ox.
Sei X glatt iber S in x. Dann ist dquivalent:

1. FEs gibt eine offene Umgebung X1 von x, sodafl g1, ..., gn einen étale Mor-
phismus g : X1 — A% definieren und g1, ..., g, erzeugen J auf Xy, d.h.
Y1 :=Y N Xy ist die Faser des linearen Unterschemas Ag ¥ C A%, d.h.
Yi=YNnX; = gil (Agip)
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2.'Y ist glatt iber S in x.
91,z 9p,x € Iz
dg1 (), ..., dgy (x) bilden eine Basis von Q%{/s (z)
dgp+1 (), ..., dgn (x) bilden eine Basis von Q%//S (z)

3. iz Gp,z €TZEUGEN Ty

dg1 (), ..., dgy, (x) bilden eine Basis von Qﬁ(/s (z)
4. Y ist glatt diber S in x.

1,25 - Gp,z Dilden ein minimales Erzeugendensystem von J,
dgp+1 (), ..., dgy (x) bilden eine Basis von Q%,/S (x)

Wenn diese dquivalenten Bedingungen erfillt sind, dann ist die folgende
Sequenz in x exakt:

0— J/J? — Qﬁ(/s ®ox Oy — Q%’/S -0

und J/J? ist in x ein freier Oy -Modul dessen Basis von gy, ..., gp mduziert wird,
Q}(/S ®Roy Oy ist in x ein freier Oy -Modul dessen Basis von dg, ..., dg, indu-

ziert wird und Q%//s ist in x ein freier Oy -Modul dessen Basis von dgpy1, ..., dgn
induziert wird.

Beweis: [2], VII, 5.7.

Satz 109 Sei S ein lokal noethersches Schema, P ein S-Schema, lokal vom
endlichen Typ. Sein := dim, (P, S). Sei X ein abgeschlossenes S-Unterschema
von P, x ein Punkt von X und J die Idealgarbe von X in P. Sei P glatt tiber
S in x. Dann ist dquivalent:

1. X ist glatt iber S in z und dim, (X,S) =n—p

2. Es gibt eine offene Umgebung Py von x in P und einen étale Morphismus

g: Py — A%, sodaff X NPy =gt (AGP).
3. Es gibt Erzeuger g1z, ...,9pz € Jz, sodafl dg1 (x),...,dg, (z) linear un-
abhingig sind in Q}D/S (2).
4. In z ist die folgende Sequenz eine exakte Sequenz von freien Ox-Moduln:
0— J/J?* — Q}D/s ®op Ox — Q%{/s —0
vom Rang p bzw. n bzw. n — p.

Beweis. Es gelte (1) . Qg ist frei in = mit Rang n, Q% ist frei in 2 mit
Rang n — p. Seien gpt1,2; -, gn.e € Opg, sodaB dgpt1 (), ..., dgy (x) eine Basis
von Q%{/s (z) bilden. Nach Satz 98 ist die Sequenz

I = Oy 90, Ox — g — 0

exakt in z. Erweitere also dgp+1 (), ..., dgy, (z) zu einer Basis dg1 (z), ..., dg, ()
von Q}J/S mit g1z, ...,9p.c € Jp. Damit sind die Bedingungen von Satz 108(2)
erfiillt und damit folgt (2). (2)=-(1),(2)=(3) und (2)=-(4) folgen auch aus Satz
108. Gelte nun (3): Ergénze dg; (), ..., dg, (z) zu einer Basis von Q}J/S (z). Da-
mit folgt (4) da in Satz 108 (3) erfiillt ist. AuBlerdem folgt (1) aus 108 ((3)=-(2)).
|
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Satz 110 Sei S ein lokal noethersches Schema. Sei P ein S-Schema lokal vom
endlichen Typ. Sei X ein abgeschlossenes S-Unterschema von P. Sei X glatt
tber S in x. Dann gilt:

P glatt diber S in x = X reguldr eingebettet in P in x

Beweis. Sei P glatt iiber S in x. Nach Satz 109 gibt es eine offene Umgebung
Py von z in P und einen étale Morphismus g : P, — A%, sodaf§ X; := X N
Py = g1 (A%) mit 7 = dim, (X, S) und n = dim, (P, S). Da A% regulir in A%
eingebettet ist und ein étale Morphismus flach ist, ist X regulér eingebettet in
Pinz. m

16.3 Der Koszulkomplex
16.3.1 Projektive Auflosungen und Ext

1. Seien A-Moduln Z’, Z, V',V und A-Modulhomomorphismen f : Z/ — Z
und g : V — V' gegeben. Sei der A-Modulhomomorphismus Hom (f, g) :
Hom (Z,V) — Hom (Z',V') gegeben durch Hom (f, g) (¢) := go¢o f fiir
¢ € Hom (Z,V).

Seien A-Moduln X und M gegeben und C, eine projektive Auflésung von
X. Dann erhélt man eine Sequenz

Hom (Cy; M) : ... —» Hom (Cy,, M) Hom{dn id) Hom (Cp—1, M) — ...

Hom(d,id) Hom(d_1,id)
oes — —

Hom (C_1, M) Hom (C_9, M) — ...
mit id: M — M, id (y) =y und Hom (d,,id) =ido _od, = _od,.

2. Seien A-Moduln X und M gegeben. Fiir zwei projektve Auflosungen C.
und D, von X gilt

H"(Hom (Cy; M)) ~ H" (Hom (Dy; M))

Damit hingt H™ (Hom (C,; M)) nur von X, M, A und n ab.
Beweis: [22], Ch. III, 3.1.
Damit ist Ext’y (X, M) := H" (Hom (Cy; M)) wohldefiniert.

16.3.2 Anwendung des Koszulkomplexes

Sei A ein Ring. Seien 1, ...,x, € A. Sei z := (21, ..., z,). Definiere den Koszul-
komplex wie folgt: Sei

K, (z) =N’ (G%Aei) firp=0,..,r

K,(z):=0 sonst

Ae; der freie A-Modul mit Basis ey, ..., e,-. Sei die Randabbildung d,, : K, (z) —
i=1

K,

»—1 (z) gegeben durch ihre Wirkung auf die Basisvektoren:

p
dp (i, Ao Neg)) o= Z (=1) wiei, Ao Nei,_ Nei o A Neg
j=1
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K, (z) zusammen mit d, bilden einen Komplex, bezeichnet mit K, (z), den
Koszulkomplex gegeben durch (z1, ..., z,).
Ist M ein A-Modul dann setze K, (z; M) := K, (x) @4 M.

Lemma 111 Sei A ein Ring, z1,....,x, € A, sodaff x:= (x1,...,2,) eine M-
regulire Sequenz bilden. Sei I :=4 (x1,...,x,). Sei M ein A-Modul. Dann ist
K, (z; M) =K. (z) @4 M eine Auflosung von M/IM.

Beweis. Induktion nach r. Sei Z := (x1, ..., x,_1). Betrachte K¢ := K, (Z; M)®4
K, (z,), also

0 0 0 0
N N\ NN\ N
0 — Kr-u1o M5t opee21 0 g1l b o1
o N & NN ® N @ N 8
0 KL, k20 % 100 0 g00
NN N N\ N\
0 0 0

Ks(x; M) = K781 @ K99 baw. K, (2; M) = K, (Z; M) ®4 K, (z,). Nach
Induktionsvoraussetzung gilt mit I’ =4 (z1, ..., x-—1).

HP (K*9) =0 fiir (¢,p) # (0,0),(0,1)
HO (K*9) = M/I'M fiir ¢ =0,1

Da (z1, ..., z,) eine M-regulire Sequenz ist, ist x,, : M/I'M — M/I' M injektiv.
Damit ist

H9(KP") =0 fiir (¢,p) # (0,0)

HO (K%)= M/IM

Damit ist K, (z; M) eine Auflésung von M/IM. m

Lemma 112 Sei A ein Ring, x1,...,x € A. Sei M ein A-Modul. Betrachte den
Komplex
K* (z; M) := Homy (K, (z); M)

und sei HP (xz; M) := HP (K* (z; M)) fiir alle p. Definiere
o K" (z; M) = Homa (K, (z); M) — M

¢y (a) =aler ... Nep)
mita: K, (z) = M

Dann induziert @), einen Isomorphismus
¢ H" (23 M) — M/IM
wobei I =4 (X1, ..., Ty)
Beweis. Sei d : Homa (K,—1(z); M) — Homa (K, (z); M), d(b) = bo
d.. Fiir alle b € K" (z; M) = Homa (K,_1 (z); M), also d(b) = bod, :

K. (z) — M, gilt ¢} (d(b)) € IM. Damit induziert ¢}, : K" (z; M) — M eine
wohldefinierte, surjektive Abbildung ¢, : H" (x; M) — M/IM. ¢, ist injektiv:
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Sei dazua € K" (z; M) mit ¢, (a) € IM. Stelle dar a(e1 A ... Ae,) = D70 w5y,
mit geeigneten y; € M. Sei
b: K,y (z)=N\"" <@Aei> — M
i=1
b(61 ANooNej_1 ANejpr A A er) = (—1)j Yj
also b € Homa (K,_1 (z); M) und d (b) = bod, = a, denn

r

Z(*l)J xjel/\.../\ej_l/\ej+1/\.../\er =
j=1

b(d-(e1 N...Nep)) =

—

Damit ist also ¢, injektiv. m

Lemma 113 Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul. Sei I C A ein Ideal. Seien
(1, .o, zp) und (y1,...,yr) zwei A-requlire Sequenzen mit I =4 (x1,...,z,) =
A Y15 Yr) und seiy; =Y cijx; mit ¢ = ((cij))w. € A, . Dann ist folgendes
Diagramm kommutativ:

M/IM
LP&/‘
Ext” (A/I, M) L det ((ci5)); 5
ey N

M/IM

Beweis. Da z = (21,...,2,) und y = (y1, ..., yr) A-reguliire Sequenzen sind
gilt H" (z; M) ~ M/IM ~ H" (y; M )nach Lemma 112. Auierdem Ext’, (A/I, M) =

H" (Homa (K, (z);M)) = H" (K* (z; M)) = H" (z; M), denn K, (z) ist eine
Auflssung von A/I. Man hat den Isomorphismus A" ¢ : K, (y) — K. (z) und
N ¢ = det ((cij>)i7j' u
16.4 Die Garbe Ezt}, (F,G)

X

Lemma 114 Sei X ein lokal noethersches Schema und F und G zwei kohdrente
Ox-Moduln. Fir die rechtsabgeleiteten Funktoren Ext? (F,—) von Hom (F,—)
gilt fiir alle q :

1. Extl, (F,G) ist kohdrent.

2. Wenn X = Spec(A), F = M und G = N, dann ist Ext}, (F,G) =
Ext? (M,N)~

3. Fiir alle x € X gilt (M%X (F, G))I = Ea:tqox,w (Fr,Gy)

Beweis: [2], IV, 8.2.
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16.5 Bestimmung von Q}”(/S

Satz 115 Sei P ein S-Schema, X ein abgeschlossenes S-Unterschema von P.
Sei r := codim (X, P). Sei J die Idealgarbe von X. Sei F ein quasikohdiren-
ter Ox-Modul. Sei X regulir eingebettet in P. Dann gibt es einen natirlichen
Isomorphismus

Euaty,, (Ox, F) ~ Home, (N (J/J?),F/JF)

Beweis. Sei U = Spec (A) eine affine offene Teilmenge von P auf der J ein
regulires Ideal ist. Sei M = F (U). Sei I = J (U). Dann gibt es eine A-regulére
Sequenz z := (x1,...,2,) mit [ =4 (x1,...,2,). I/I? ist frei vom Rang r iiber
A/I. Sei @ die Restklasse von z; in I/I%. 2} A ... A z). erzeugt dann A" (1/1?).
Betrachte den Koszulkomplex K, (z; M) und verwende die Notation aus Lemma
112. Definiere

¢ Ext’y (A/I,M) ~ H" (x; M) — Hom,; (\" (I/1%),M/IM)
a— ¢ (a)
mit ¢ (a) (2] A ... Az)) = g (a)

Sei y := (y1,...,yr) eine weitere A-regulire Sequenz mit I =4 (y1,...,yr). Also
gibt es ((cij)); ; € Arp mit y; =3 cijx;. Dann gilt y1 A Ay, = det ((ci5)) 21 A
... Nz, also mit Lemma 113

e (a) (Y1 A Ayp) = det ((ci)) ¢ (a) (@1 Ao Azy) = det ((ei5)) pz (a)
= ‘Pg(a)

Damit ist ¢ unabhéngig von der Wahl der A-regulédren Sequenz, die I erzeugt. ¢
ist nach Lemma 112 ein Isomorphismus. Mit Lemma 114 folgt die Behauptung.
]

Lemma 116 Sei (X,Ox) ein geringter Raum. Sei E ein lokal freier Ox -Modul
von endlichem Rang und

EY = Homy, (E,Ox)
Dann gilt fir jeden Ox-Modul F', daf
Home, (E,F) = EY ®oy, F
Beweis: [2], IV, 3.4.

Satz 117 Sei P ein S-Schema und X ein abgeschlossenes S-Unterschema von
P. Seien P und X glatt iber S. Sei n := dim (P, S) und r := dim (X, S). Dann
gilt:

Oy/s = Baty," (OX,Q?D/S)

Beweis. Satz 110 liefert, da X reguldr eingebettet ist in P. Qrf)/s ist ein
quasikohérenter O x-Modul. Damit gilt mit Satz 115, dafl

Exty,” (OXaﬂﬁ/s) ~ Homg (/\n_r (J/Jz)a Tﬁ/s/JQ?/s) =

~ Home, (N'™" (J/72), 95 90, Ox )
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wobei J die Idealgarbe von X in P sei. Mit Lemma 116 hat man also:
ot (0x,Qps) = Homo, (N7 (/%) 95 @0, Ox)

~ (/\”_T (J/JZ))V ®op Vpys

Da X glatt iiber S ist erhélt man mit Satz 109 die exakte Sequenz

0— J/J? = Qpg ®o, Ox — Qg — 0

und es gilt

AT/ T2 = NV )T
A (Q}a/s ®0p OX) =N\" (Q}a/s ®op OX)

/\maxﬂﬁc/s = /\T'Qﬁc/s = QTX/S

Mit Satz 102 hat man also einen kanonischen Isomorphismus

\%
(A79172) @0, Qs = s

und damit

Vs~ (N7 (7/77) ©0, Vs ~ Batly ! (Ox, s )
|

Corollar 118 Sei X ein abgeschlossenes S-Unterschema von P = P" (S). Sei
X glatt diber S. Sei r := dim (X, S). Dann gilt:

/s = Extyy )" (Ox,0p (—n — 1))

denn Qg = Op (—n —1).

16.6 Anwendung fiir rationale Normkurven

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char (k) = 0 und S = Spec (k).
Dann gilt fiir eine irreduzible, nichtsingulére, projektive Kurve C' C P}, dafl

Q¢ = Batg,, (Oc, 08 (—n — 1))

Sei nun C' C P} eine rationale Normkurve, n > 3 und R = k[Xo, ..., X,].
Dann gilt H (m, R/I (C)) = nm~+1 [18], I (C) = ((I (C)),) und dim ((I (C)),) =
(2+n) o —1= n(n2—1) )

Sei K ein kanonischer Divisor von C C P}, also K = —P; — P, mit Py, P> €
C'. Sei H ein Schnitt von C mit einer Hyperebene. Sei A = |H — P, — P»|. Also
degA=n—2und dimA=n—-2. Esgilt degd=n—-22>2p(C)+ 1, also A
very ample. A induziert einen Isomorphismus ® : C' — C’ auf eine nichtsingulére
rationale Normkurve ¢ C P2,
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Sei Ext" ' (R/I(C),R(-n—1)) = coker MT mit M € R, ,_1 (es gilt
r = n(n—2)), dh. dieser R-Modul hat als Relationen zwischen seinen n — 1
Erzeugern die Zeilen von M. Sei M := M ® R/I (C) und sei

90 - #h
ker (M) = image :
L
€(R/I(C))p_1,s

d.h. ker (M) ist der Untermodul von (R/I (C)" " erzeugt von den Vektoren

0 5
: yeees . Sei ' = (ph ik _y), Ui = C\B; mit B; =
Pn—2 P2
V (@l l_y) € C und V; := " (U;). ' : U; — V; ist ein Isomorphismus
fir ¢ = 0,...,s, jedes @' reprisentiert die gleiche birationale Transformation,
C = U, U; und diese birationale Transformation ist der Isomorphismus ®. Sei
y:= (Yo, ... Yo_2)" und R :=k[Yy, ..., Y_o]. Es gilt

I(G(®) = ((My) : (Xo,...., Xp)™) : (Yo,..., Y2) ™)

I(C") =ker (a;) mit oy : R" — R/I(C), oy (Y;) = gpg fiir allez = 0, ..., s. Ebenso
gilt fiir alle ¢ =0, ..., s

1(G (@) = ((1(©)+ (Y} = Vi@t | L =0,cn =20 £ 5)) : (B, s Paa) ™)

mit @, ..., 7%, _, € R Reprisentanten von ¢, ..., ¢!, _, mit deg (@3) =1.
Sei x = (Xo,...,Xn)T. Sei ¥ : ¢ — C der Umkehrisomorphismus von
®. I (G (D)) enthiilt die in Xy, ..., X, (und Y, ...,Y,_2) linearen Gleichungen

My = 0. Schreibe diese als Nz = 0mit N € R}, 1, sei N = N®R'/I (C’) und

sei 0
(0 I
ker (N) = image : :
POl
E(R/I(C")) py1e
Sei ¢f = (¢ :...:¢L), Ul = C'\B} mit B := V (¢§,...,4%) C C' und
V! = ¢t (U]). ' : Ul — V/ ist ein Isomorphismus fiir i = 0,...,¢, jedes 1
reprisentiert die gleiche birationale Transformation, ¢’ = J; U] und diese bi-
rationale Transformation ist der Isomorphismus W. Es gilt fiir ¢ = 0, ..., ¢, daf§
I(C) = ker (6;) mit §; : k[Xo,...,X,] = R'/I(C"), B; (X;) = ¢%. Ebenso gilt
fir allet =0, ..., t

1G @) = ((1@) + (X0 = Y30, | 15 = 0,0 £ 3)) + (T ) )

mit ¢y, ..., 0., 5 € R’ Reprisentanten von ¢, ...,1)" , homogen vom gleichen
Grad.
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1. Hat man also eine rationale Normkurve C' C P} gegeben kann man eine
rationale Normkurve C' C IPZ_Q und eine birationale Transformation ¢ :
C — C’ angeben.

Iterativ bekommt man, wenn eine rationale Normkurve C,, C P} gegeben
ist:
(a) Fiir n ungerade: eine Folge von Isomorphismen C, 25 C),_y — ... &3
P}, C; C Pi, also einen Isomorphismus ¥’ : C,, — PL, ¥ = @30
... 0 . Mit dem oben beschriebenen Verfahren bekommt man eine
Kollektion von Reprisentanten von ¥’ gegeben durch (\IJ;.’O : \IJ;.’I),
j=1,..,0 mit ¥, € k[C,] mit Definitionsbereich U; C C,, sodafl
Ué-:l Uj; = C. Geméfl Abschnitt 12 erhélt man einen Isomorphismus
VP — C.

(b) Fiir n gerade: eine Folge von Isomorphismen C), 2 Chs — By,
C; C Pi, Cy C P} eine Konik, also einen Isomorphismus ¥’ : C,, —
Co, ¥ = py0..0 ¢, Mit dem oben beschriebenen Verfahren be-
kommt man eine Kollektion von Reprisentanten von ¥’ gegeben
durch (\I/;',o tW \I/;-’Q), j =10 mit ¥, € k[C,] mit Defini-
tionsbereich U; C C,, sodaf3 U;=1 U; = C,. GemaB Abschnitt 12

erhilt man einen Isomorphismus ¥ : Cy — C,,.

Praktisch verwendet man diese Vorgehensweise, um einen Isomorphismus
V' C, — P} bzw. V' : C,, — O3 anzugeben. Man beachte: Falls I (C,,) C
K [Xo, ..., X;] mit K C k ein Unterkérper, dann haben die, mit den oben
beschriebenen Verfahren berechneten, Reprisentanten von ¥’ und ¥ und
Parametrisierungen ]P’,lC — C,, bzw. Cy — C,, auch Koeffizienten in K.
Will man eine Parametrisierung von C,, iiber IE",IC bzw. iiber einer Konik
Cs, d.h. Isomorphismen ¥ : ]P’,lC — Cp bzw. ¥ : Cy — (), geht man
folgendermaflen vor:

2. Sei eine rationale Normkurve C' C P} gegeben, R = k [X, ..., X,,], R =
kYo, ..., Yn_a]. Schreibe Ext"~'(R/I(C),R(—n —1)) = coker MT mit
M € Ry ,—1. deg (M; ;) = 1. Wie oben sei @ : C' — C' C IE’“,Zf2 der von M
induzierte Isomorphismus mit einer rationalen Normkurve C’ und seien
wie oben ¢ := (4,06 I 30;72) die Représentanten, die man als Erzeuger
von ker M mit M := M®R/I (C) erhélt. I (C") bekommt man als I (C’) =
ker (o) mit o : R' — R/I(C), o; (Y;) = ¢} fiir alle i = 0, ..., 5. Schreibe
mit y := (Yo, ..., Yu_o) und z := (Xo, ..., Xn)"

My = Nzx

wobei N € (R'), ...

(a) Fiir n ungerade:
Sei eine Parametrisierung v = (v :... 1 v4_5) : Py — C’ von '
gegeben mit v/ € k [Ty, T1]. Einsetzen der Parametrisierung in N
Yo
liefert N := N (’y{), ...,7;_2). Dann gilt ker (ﬁ) = image

rYTL
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mit Yo, ...y Y € k[To,T1] und v := (0 : ... 1 ) : P} — C ist eine
Parametrisierung von C.

(b) Fiir n gerade:
Sei eine Parametrisierung 7' = (v} : ... : 74_5) : C2 — C’ von C' iiber
einer Konik Cy C P% gegeben mit 7, € k [C2]. Einsetzen der Parame-
trisierung in N liefert N := N (7{,...,7,_5). Dann gilt ker (W) =

Yo
image mit Yo, ..., Yn € k[Co] und v := (y0 : oo : Yp) : Cy —

Tn
C ist eine Parametrisierung von C' iiber Cs.

Iterativ bekommt man fiir eine rationale Normkurve C;, C P} eine Folge
von Isomorphismen C, O, — .5 ]P’}c bzw. Cp, 23 Cppg — ... 23
Csy, C; C IP’}'C, Cy C Pi und dann schrittweise Parametrisierungen von
Cy,...,C,, iber Cy bzw. Cs,...,C), fiir n gerade bzw. ungerade. Man hat
also folgenden Algorithmus, um eine Parametrisierung einer rationalen
Normkurve zu berechnen:

Algorithmus 119 Sei K ein Unterkérper von k, n > 3. Sei C C P} eine
rationale Normkurve, also ist I (C) =k (q1,...,q) mit deg(g;) = 2 und
l= w Es seien q1,...,q1 € K [Xo, ..., Xy].

(a) i:=n, L, =x {q1,...,q)-
(b) Solange i > 3 ist:
i. R:= K [Xo,...,X;], R := K[Yy,..., X;—2].
ii. Berechne coker M := Ext'=' (R/I;, R(—i —1)).
iii. Berechne einen Kernvektor (pq, ..., @i_g)T von M; ® R/I;, also
(P lS R/I;.
iv. Setze ot R — R/I;, a(Y;) == @;
und I;_9 := ker (a)
v. Ersetze Y durch X in I;_».
vi. §i=1 — 2.
(c) Isti =2, dann ersetze X durchY in Iy und setze R := K [Yy, Y1,Y2].
(d) i:=i+2
(e) Solange i < n ist:
i. Schreibe Nz := M;y mit x = (X, ...7XZ-)T undy = (Yo, ..., YZ-,Q)T
it. Ist i =3 dann setze v := (Ty, T1).
iti. Isti =4 dann setze N := N ® R/I5 sonst N:=N ().
(fiir n gerade hat also N stets FEintrige in R/Is, fir n ungerade

n K [To,Tl]).
w. Setze v := ker (ﬁ)
v. 1:=1i+ 2.

(f) ~ eine Parametrisierung von C iber dem P}, fiir n ungerade und tber
der Konik Cy =V (I3) fiir n gerade.
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17 Suche aller rationalen Punkte auf C

Sei C = Ve (f) = {PeP:|f(P)=0} mit f € Z[X,Y,Z] mit deg(f) =n

irreduzibel eine rationale ebene Kurve.

1. Ist n ungerade erhilt man mit den oben beschriebenen Verfahren eine bi-
rationale Transformation ® : C' — P} mit Definitionsbereich C'\ Sing (C),
denn man hat eine birationale Transformation ¢ : C — Cj_5 von C mit
Definitionsbereich C'\ Sing (C) auf eine nichtsingulire Kurve C,,_o C Pg2
gegeben durch (@ : ... : @p_2) mit ¢; € k[C] mit Koeffizienten in Q
und einen Isomorphismus ¥’ : C,_o — P{, fiir den gemif Abschnitt
16.6 Reprisentanten (\IJ}O : \113-71), Jj=1,.,s mit ¥, € k[C),_»] mit
Koeflizienten in Q und Definitionsbereich U; C C),_2 existieren, sodaf
Uj:1 U; = C,—2. Damit kann man fir & = ¥’ o ¢ eine Kollektion von Re-
préasentanten (®; o : ®;1), j =1,...,s mit ®;; € k [C] mit Koeffizienten in
Q und Definitionsbereich V; C C, soda8 szl V; = C\ Sing (C). Schlief-
lich bekommt man einen birationalen Morphismus ¥ : Rlc — C, gegeben
durch einen Reprisentanten (¢ : 11 : 12) mit ¢; € Q[S,T],7=0,1,2. Da
jeder rationale Punkt @ € C\ Sing (C') durch ® auf einen rationalen Punkt
Q' € Pl abgebildet wird und @’ durch ¢ wieder auf Q abgebildet wird, lie-
fert ¢ alle rationalen Punkte von C\ Sing (C'), wenn man rationale Punkte
von ]P’é einsetzt. Die rationalen Punkte unter den Singularititen kénnen
mit der Standardzerlegung bestimmt werden, indem man sie darstellt als

{(mo (a0, a1) : m1 (aog, a1) : ma (ag,a1)) | A (ao,a1) = 0}

mit mg, my,ma, A € Q lag, a1] homogen, mg, m1, ma vom gleichen Grad.
Die rationalen Nullstellen von A liefern dann die rationalen Punkte unter
den Singularitéiten. Eine rationale Singularitdt von C' erhélt man schon
durch 1, falls eine ihrer Puiseuxentwicklung rational ist.

2. Ist n gerade erhilt man mit den oben beschriebenen Verfahren eine biratio-
nale Transformation ® : C' — Cy C P2 mit Definitionsbereich C'\ Sing (C),
denn man hat eine birationale Transformation ¢ : C — Cj_5 von C mit
Definitionsbereich C'\ Sing (C') auf eine nichtsingulire Kurve C,,_o C Pg2
gegeben durch (¢g : ... : @p_2) mit @; € C[C] mit Koeflizienten in Q und
einen Isomorphismus ¥’ : C,,_o — Cjy, fiir den gemif Abschnitt 16.6
Repréisentanten (W o : W - W) ,), j = 1,...,s mit ¥}, € C[C,_o] mit
Koeffizienten in Q und Definitionsbereich U; C C,,_2 existieren, sodaf
U‘;Zl U; = Cp—2. Damit kann man fiir & = ¥’ o ¢ eine Kollektion von
Reprisentanten (@0 : ®,1: Pj2), j =1,...,s mit ®;; € C[C] mit Koeffi-
zienten in Q und Definitionsbereich V; C C, sodafl U;Zl V; = C\ Sing (C).
Schliellich bekommt man einen birationalen Morphismus ¢ : Cy — C, ge-
geben durch einen Représentanten (1g : ¢ : 12) mit ¢; € C[Cq], i =
0, 1,2 mit Koeffizienten in Q. Da jeder rationale Punkt @ € C\ Sing (C)
von C' durch ® auf einen rationalen Punkt @’ € Cy abgebildet wird und
Q' durch ¢ wieder auf @) abgebildet wird, liefert v alle rationalen Punk-
te von C\ Sing (C), wenn man alle rationalen Punkte von Cy einsetzt.
Die rationalen Punkte unter den Singularititen kénnen wieder mit der
Standardzerlegung bestimmt werden.
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18 Optimierung der Héhe von Parametrisierun-
gen

Sei k = C. Sei C C P? eine rationale Kurve und habe C eine Parametrisierung
gegeben durch & : ]:[DllC — C, 0] (to,tl) = (¢0 (to,tl) : d)l (to,tl) : ¢2 (to,tl)) mit
o1 € Z[Tp, T1] homogen deg (¢;) = n.

1. Schreibe ¢ = 3% ;=1 ay; jTET]. Teile ¢y, [ = 0,1,2 zuniichst durch den
i+j=n

99T (a5 | 4,7 =1,...,nmit i+ j=n,1=0,1,2)
Priife dann, ob es d, e € Z gibt mit

d™ | aion e | aino
A" a7 ano1n

d|ain-11 elaiin_1

fir [ = 0,1, 2. Falls es solche d, e gibt, betrachte dann den Isomorphismus
AP — P, (to,t1) — (2, 4). Dannist ¥ : P, — C, ¥ := ®oA wieder ei-
ne Parametrisierung von C mit ¥ (o, t1) = (Yo (to, t1) : ¥1 (to, t1) : 12 (to,11))
mit ¢y = % j=1 L ToT] € Z[To, Th] mit entsprechend kleineren Koef-
fizienten. Y

2. Wenn eines der 1); einen Linearfaktor abspaltet, d.h. ¢; = (aTp + bT1) ¢
mit ¢ € Z[Ty,T1], deg(p) = n — 1 und a,b € Z\ {0}, dann betrachte
den Isomorphismus A’ : P} — P, (to,t1) — (tg,tl — %to). Dann ist ¥’ :
P} — C, ¥ := WoA’ wieder eine Parametrisierung von C mit ¥’ (¢, ;) =
(’lﬂ(l) (to,tl) : wll (t(),tl) : % (to,tl)), wll €7 [To,Tl] fir [ = 0,1,2 und ’L/}; =
bT1 . Man wendet nun nochmals (1.) an.

3. Dasselbe Verfahren kann auch fiir eine rationale Kurve C' C P} ange-
wendet werden, wenn eine Parametrisierung ® : P} — C, ® (to,t1) =
(¢o (to,t1) : ...t bp (to,t1)) mit ¢y € Z [Tp, T1] homogen vom gleichen Grad,
gegeben ist, es sind nur statt 3 nun n Polynome zu beriicksichtigen.

Teil 111
Parametrisierungsverfahren fiir
ebene rationale

Kurven

Sei K ein Korper mit char (K) = 0, L ein algebraisch abgeschlossener Oberkérper
von K, F € K [Xo, X1, X2] und F irreduzibel iiber L, deg (F) =n, C =V, (F)

und p (C) = 0. Praktisch ist K = Q und L = C. Sei n > 2 (n = 1 ist trivial,

man beachte, dafi F' Koeffizienten in K hat).
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19 Parametrisierung mit einem ¢"~% und ratio-
nalen Normkurven

19.1 Berechnung des adjungierten Ideals

Erzeuger von & in K [Xg, X7, X5] kann man mit den oben besprochenen Ver-
fahren berechnen. Eine Basis von &,,_5 schneidet auf C iiber L einen ¢"~2 aus.

Verfahren zur Berechnung von Erzeugern von & in K [Xg, X1, Xo]:

e Birationale Transformation auf eine ebene Kurve mit gewthnlichen Mehr-
fachpunkten und Gleichung mit Koeffizienten in K geméfl Abschnitt 10.3
und Berechnung des adjungierten Ideals mittels Saturierung geméifi Ab-
schnitt 11.4.

e Birationale Transformation auf eine ebene Kurve mit nur gewdhnlichen
Mehrfachpunkten und Gleichung mit Koeffizienten in K geméfl Abschnitt
10.3 und Berechnung des adjungierten Ideals aus der Standardzerlegung
der Singularitidten gem&f Abschnitt 11.2

e Berechnung des adjungierten Ideals aus einer Ganzheitsbasis geméfi Ab-
schnitt 11.1

e Falls C nur gewohnliche Doppelpunkte hat, Berechnung des adjungierten
Ideals aus der freien Auflésung des Jacobiideals gem&fl Abschnitt 11.3.

19.2 Transformation auf eine rationale Normkurve und
Bestimmung eines g{
Sei &,_o = <A0, ...,1471_2>7 Az e K [XQ,Xl,XQ]. d:C — Cn_g, gegeben durch

(Ao D An,2> mit gl das Bild von A; im homogenen Koordinatenring von C,

ist eine birationale Transformation auf eine rationale Normkurve C,,_o C PE_Q.
Erzeuger von I (Cy,—2) mit Koeffizienten in K erhilt man geméfl Abschnitt 12:
Dazu berechnet man ker (o) mit «a : K [Yp, ..., Y—2] — K [Xo, X1, X2] / (F),

1. Sein =2:

In Abschnitt 15 ist ein Verfahren angegeben mit dem man eine Parame-
trisierung ¢ : P} — C der Konik C (mit Koeffizienten in K oder einer
algebraischen Korpererweiterung vom Grad 2 von K) berechnen kann.

2. Sein=3:
In diesem Fall ist C,,_5 = IP’}; und man erhélt eine Parametrisierung W :
P} — C mit Koeffizienten in K gemif Abschnitt 12.

3. Sei n > 5 ungerade:
Geméf Abschnitt 16 erhélt man eine Folge von birationalen Transforma-

Dy . j

tionen Cp,_o 57 Cpog — ... 23 ]P)i und rationalen Normkurven C; C P .

Komposition liefert eine birationale Transformation ¥’ : C' — P}, ¥/ =
®30...00,,_90d reprisentiert durch (g : ¥)), Uy, ¥ € L [C] mit Koeffizi-
enten in K und damit eine Parametrisierung ¥ : P — C mit Koeffizienten
in K gemif Abschnitt 12.
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4. Sei n > 4 gerade:

Geméf Abschnitt 16 erhiilt man eine Folge von birationalen Transforma-

D, _2

. o . j
tionen Cp_g =~ Cp_4 — ... — C5 und rationalen Normkurven C; CPl.

Komposition liefert eine birationale Transformation ¥’ : C — Co, ¥/ =
Dy0...0D, 0P gegeben durch (U : W) : Uh), ¥, Uy, U, € L[C] mit
Koeffizienten in K und damit eine birationale Transformation ¥" : Cy —
C mit Koeffizienten in K geméfl Abschnitt 12.

Man muf} schlieBlich noch eine Parametrisierung ¢ : P} — Cy der Konik
Cy (mit Koeffizienten in K oder einer algebraischen Korpererweiterung
vom Grad 2 von K) gem#fl Abschnitt 15 berechnen. Damit erhilt man
eine Parametrisierung ¥ : P} — C, ¥ = ¥” 0 ¢ von C, die Koeffizienten
in K, bzw. in der algebraischen Koérpererweiterung vom Grad 2 von K
hat.

19.3 Bestimmung einer Parametrisierung aus einer Para-
metrisierung einer birational dquivalenten rationalen
Normkurve

Sei n Z 4. Sei 6n_2 =L <A07...7An_2>, Al S K[Xo,Xl,XQ]. d:C — Cn_Q,
gegeben durch (E@ S Zn_g) mit Zl das Bild von A; im homogenen Koor-
dinatenring L [C], ist eine birationale Transformation auf eine rationale Norm-
kurve C,,_as C IP”L’_z. Man hat I (C,_2) = Ker (o) mit « : L[Yp,...,Yn_2] —
L [Xo, X1, X2/ (F), a(Y;) = A;, wobei man Erzeuger von I (Cy,—2) in K [Yy, ..., Y5, 2]
angeben kann, da Ao, ceny An—27 FekK [Xo, )(17 XQ} sind. Sei R := K [Xo, Xl, XQ}
und RI =K [Yo, ) Yn,Q].

Nach Abschnitt 11.3 hat man eine minimale graduierte freie Auflésung von
r(Ag, ..., Ap_2) der Form

0= R(—n-—1)"2%R(—(n-2)""Bx (g, ... Ay_s) — 0
mit dy € Ry,—1,,,—2 mit linearen Eintrégen und dy = (Ao, ..., A,—2). Sei
9o Y,
gn—3 Yn_2

Schreibe g =0, ..., gp—3 = 0 als

Xo 0
M| X1 |=10
X 0

mit einem M € R}, _, 5 mit linearen Eintriigen.

1. Sei n > 5 ungerade:

Geméif Abschnitt 16 erhiilt man einen birationalen Morphismus 7 : P —
Chp—2 gegeben durch (79 : ... : 7o) mit 7; € K [Ty, T1].
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Sei M = ((M’L,])) 9 also Mi,j € R = K[Yb,...,Yn,Q] mit

i=0,...,n—3,j=0,1,

deg (M; ;) = 1 und sei M’ := <<Mi/7j))i:0 3012 mit M} ; := M; j (To, ..., T—2) €

.....

Uy
K [Ty, Th]. Ist ker (M') = image | ¥; | dannist (Ug: ¥y : Ws): PL —
Uy
C eine Parametrisierung von C. Waren die Gleichungen go =0, ..., 953 =
0 nicht ausreichend dafiir, daf ker (M') von einem einzigen Vektor erzeugt
wird, sondern muf ker (M') von mehreren Vektoren erzeugt werden, dann
greife auf das Verfahren aus Abschnitt 19.2 zuriick.

Bemerkung: Es gibt Spezialfille, bei denen die Gleichungen go =0, ..., g,—3 =

0 nicht ausreichen, z.B. Kurven die nur eine einzige Singularitdt haben.

Sei n > 4 gerade:

Hat man einen birationalen Morphismus 7 : P} — C,,_5, dann kann man
verfahren wie in (1.) fiir n ungerade.

Ist gem#B Abschnitt 16 eine birationale Transformation 7 : Co — C),_»
gegeben und die Konik Cy noch nicht parametrisiert, dann geht man wie
folgt vor:

7’1'72) mit 7/ € L [Cs] mit Reprisentanten

mit Koeffizienten in K und sei I (Cs) = (H) mit einem H € K [Ty, T1, T2],
deg (H) = 2.

Sei M = ((Miaj))i:0,..4,n—3,j:0,1,
deg (M; ;) = 1 und sei M’ := <<Mi/7j))i:0

Sei 7" gegeben durch (7§ : ... : 7,

, also M;; € R = K[Yp,...,Y,_2] mit
mit Mi/,j = Mig’ (Té/,

jerey—3,5=0,1,2
\:[1070 \IJS’O
L[Cs]. Seiker (M') = image | Wo1 ... Wso |.Giltdeg(¥;;) = 5 fiir
\110,2 \11572

alle i, j, dann représentiert (¥; o : ¥, 1 : ¥; o) fiir alle ¢ dieselbe birationale
Transformation Co — C. Anderenfalls greife auf das Verfahren aus Ab-
schnitt 19.2 zuriick.

Insgesamt:

Algorithmus 120 Folgender Algorithmus berechnet eine Parametrisierung der
ebenen rationalen Kurve C vom Grad n > 4 diber P} fiir n ungerade oder einer
Konik Co =V (H) C P2, H € K [Ty, Th, T3] fiir n gerade:

1.
2.

Berechne eine Basis Ag, ..., An—2 € K [Xo, X1, X3] von &, _s.
Berechne eine minimale graduierte freie Auflésung

0= R(—mn—1)"2L R(=(n-2)""Bx (Ag, ... Ay_2) — 0
von g (Ao, ...y Ap_2).

X Yo
Schreibe M | X3 = dl :
X2 Yn—2

. Mit A; das Bild von A; in K [Xo, X1, Xa] / (F) und a : K [Yy, ..., Yn_o] —

K [Xo, X1, X2] /(F), a(Y;) := A; berechne I,_o := ker ().

112

"
ey Th_o



5. Berechne mit dem Algorithmus 119:

(a) Fiir n ungerade:
FEine Parametrisierung 7 : IP’}J — Cp_9 von Cp_o gegeben durch
(70 ¢ oot Tn—2) mit 7; € K [Ty, T1).

(b) Fiir n gerade:
Eine Parametrisierung 7 : Co — C,_s von Cp_o tber einer Konik
Co=V (H)CP?, He K [Ty, T1,T], T gegeben durch (1o : ... : Tr—2)
mit 7; € L[Cs] mit Reprdasentanten mit Koeffizienten in K.

6' Ml’,j = M’i,j (T07 "'7TTL—2)

(a) Ist n ungerade:
Uy
Ist ker (M') = image | Uy | mit deg (¥;) = n,
Uy
dann ist (Ug: Uy : Uy) : IP’lL — C eine Parametrisierung von C.
Sonst verwende das Verfahren aus Abschnitt 19.2.

(b) Ist n gerade:

\I’0,0 ‘I’S,O
Ist ker (M') = image | Wo1 ... Vg0 | mitdeg(V;;) =73,
\I/072 \11572

dann reprisentiert jedes (U, : U;1: W, 0) fir alle i dieselbe Para-
metrisierung Co — C'.
Sonst verwende das Verfahren aus Abschnitt 19.2.

20 Sukzessive Reduktion des Grads mit einem
2
gn—2

Das folgende Verfahren ist der klassische Algorithmus zur rationalen Parametri-
sierung von ebenen rationalen Kurven und wurde in [20] angegeben. Praktisch
ist dieses Verfahren nicht anzuwenden, da O (n)-mal das adjungierte Ideal einer
ebenen Kurve bestimmt werden mu#f.

Wie im letzten Abschnitt wird & fiir C berechnet. Sei n > 4. Die Fille
n = 2,3 sind wie im Abschnitt 19 behandelt.

Sei &,,_2 = (Ag, ..., Ap_2). ®: C — C,_2 gegeben durch (Zo D Avn_g)

mit A; das Bild von A; in L [C], ist eine birationale Transformation auf ei-
ne rationale Normkurve C,,_» C P?72. Man hat I (C,_s) = Ker (a) mit « :
L[Yo,....Yn_s] — L[Xo,X1,X2]/(F), a(Y;) = A;, wobei man Erzeuger von
I(Cy—2) in K [Yy,...,Y,_2] angeben kann, da Ay, ..., 4,2, F € K [Xy, X1, X2]
sind.

Ch_2 C PE_Z kann birational in den P2 projiziert werden mit einer bira-
tionalen Transformation 7 : C,,_o — D,,_o C IP’%, wobei D,,_s eine Gleichung
in K [Xo, X1, X2] hat. Damit bekommt man eine birationale Transformation
Xn : C — D,_o, die einem g2_, entspricht.
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Wiederhole nun diesen Prozess mit D,,_o statt C. Dazu muf fir D,,_s das
adjungierte Ideal berechnet werden. Iterativ erhéilt man eine Folge von bira-
tionalen Transformationen C' — D,,_5 — ... — P}, D; C P?, fiir n ungerade
oder C — D,_s — ... — Dy mit einer Konik Dy fiir n gerade. Abschnitt 12
liefert einen birationalen Morphismus ¥ : P} — C falls n ungerade ist und
U . Dy — C falls n gerade ist. Ist n gerade, dann muf schlielich noch eine
Parametrisierung ¢ : P} — Dy der Konik Dy (mit Koeffizienten in K oder
einer algebraischen Kérpererweiterung vom Grad 2 von K) gemifl Abschnitt
15 berechnet werden. Damit erhélt man eine Parametrisierung ¥ : P} — C,
U = 0" o0y von C, die Koeffizienten in K, bzw. in der algebraischen Korperer-
weiterung vom Grad 2 von K hat.

21 Direkte Berechnung eines g3 bzw. eines g}
Die Fille n = 2,3 werden wie im Abschnitt 19 behandelt.

1. Sei n ungerade:

Gemifl Abschnitt 13.3 erhiilt man einen gi, der einer birationalen Trans-
formation ¥’ : C — IP’lL mit Koeffizienten in K entspricht, deren Um-
kehrung gem#f Abschnitt 12 eine Parametrisierung ¥ : P} — C mit
Koeffizienten in K liefert.

2. Sei n gerade:

GeméB Abschnitt 13.2 erhiilt man einen g3, der einer birationalen Trans-
formation ¥’ : C — Cy auf eine Konik Cy C }P’% mit Koeflizienten in
K entspricht (eventuell erhilt man sogar einen gi). Abschnitt 12 liefert
einen birationalen Morphismus ¥” : Cy — C. Es muf} schlielich noch
eine Parametrisierung ¢ : IP’lL — (' der Konik Cy (mit Koeffizienten in K
oder einer algebraischen Koérpererweiterung vom Grad 2 von K) geméifl
Abschnitt 15 berechnet werden. Damit erhélt man eine Parametrisierung
U:Pl — C, ¥ =9"0¢ von C, die Koeffizienten in K, bzw. in der
algebraischen Korpererweiterung vom Grad 2 von K hat.

Teil IV

Beispielrechnungen und Vergleich

der Parametrisierungsverfahren

22 Erzeugung von rationalen Kurven mit vor-
gegebenen Singularititen

22.1 Vorbemerkungen
Sei R := C[Xy, X1, X2]. Vorgegeben seien Familien von Punkten {P; 1, ..., P; s, },

191

i =1,...0, P,; € P% durch Radikalideale I; C Q[X, X1, Xo] mit V ([;) =
{P;1,...,Pi s} Seien alle P; ; paarweise verschieden.
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Ordne nun jeder Familie {P; 1, ..., P; s, } eine Multiplizitét r; € N, r; > 2 zu,
sodaf} es ein n € N, n > 3 gibt mit

l
ri(ri—1) (n—1)(n—2)
;3 2 2

(d.h. eine irreduzible Kurve, die in P; ; einen gewdhnlichen Mehrfachpunkt der
Multiplizitéit r; hat Vi, j, ist rational) und auerdem

l
3n > Z ST
i=1

(d.h. die gesuchte Kurve soll nicht zu viele Singularitéten niedriger Multiplizitét
haben. Man beachte: es gibt durchaus rationale Kurven vom Grad n mit genau
s; Punkten der Multiplizitat r; und 3n < Zlizl s;7ri, z.B. rationale Kurven vom
Grad n > 6 mit nur gewéhnlichen Doppelpunkten). Sei I := ﬂi:l (I7%), wobei
der Querstrich die Saturierung in (Xo, X1, X2) bedeutet. Setze weiter voraus,
dafl

1
H(r,R/I) Zmin{(r+2)2(r+l),z:8iri (Tz;_ 1)} (17)

(analog zur Definition von generischer s-Position). Damit gibt es ein m < n mit

(r+2)(r+1) fiir r <m
H(r,R/I) = 2
(T‘y / ) { ZZZ:1 S TL(’I‘é-'rl) fiir r Z m

denn wegen 3n > 22:1 8;T; ist

i(ri +1 (ri— 1
222151% - 22:1517"1‘ + Zi:ﬁi% <
<3n+ (n-1)n-2) @©+l)n+2)

2 2
Dann gilt

dim (I,) = w _ ZS%

i—1

<

_(n+1)(n+2) (n—-1)(n—2) B
- 2 N 2 =D simi=
l

:3n—Zsiri>O

i=1

i=1

und I = (L, Lnt1)-
Ohne Beweis: Unter diesen Voraussetzungen ist ein generisches Element von
I, irreduzibel.
Bemerkung: Ist 22:1 8;1; > 2n — 1, dann ist
T (ri +1 73 (Ti —
Zi:lsi% = Zé:lsiTi + 22:151’% >
(n—=1)(n—2) n(n+1)
2 2

>2n—1+
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also m = n, und falls Zizlsi ”(T;H) = ”("2+1), ist I =(I,)

Hat man ein irreduzibles F' € I,,, dann hat C := V (F) in jedem P, ; einen
Punkt der Multiplizitdt mindestens r; und wegen Zi:l S ”(Té_l) = ("_1)2("_2)
hat C' genau die gewShnlichen Mehrfachpunkte P;; der Multiplizitdt r; und
damit ist p (C) = 0.

Fiir das adjungierte Ideal von C' gilt also & = 91 = 02:1 (Ii”fl).

»J

22.2 Beispiele

Praktisch gibt man Ideale I; C Q [Xo, X1, X2],7 =1,...,l von Familien {P; 1, ..., P; 5, }
in generischer s;-Position vor, sodafl es ein n € N>4 und r; > 2 gibt mit

5 = 5 und

ri(r; — 1 n—1)(n—2
S, 7=l (=D (n-2)

l
3n > Z ST
i=1

und testet Gleichung (17). Dann wiihlt man ein generisches Element F' € T,
wobei I = ﬂizl (I7") und testet ob C' =V (F) irreduzibel ist.

Das Ideal I C Q[Xy, X1, X5] einer Familie von % Punkten in ge-
(h—1)(h—2)
2

nerischer -Position erhélt man z.B. wenn man das adjungierte Ideal
einer rationalen Kurve berechnet, die nur gewthnliche Doppelpunkte und eine
Gleichung mit Koeflizienten in Q hat. Man beachte jedoch, daf} dies nicht die
einzigen Familen von s Punkten in generischer s-Position sind. Das Ideal

(v"2-55/84%uxz-5/14%v*z+1/84%z"2 ,uxv-89/84*u*xz-3/14*v*z+23/84%z"2)

ist ein Ideal von 4 Punkten in generischer 4-Position, jedoch gibt es kein h mit

Mit dem Verfahren kann man fiir m > 3 eine rationale Kurve mit einem
m-fach-Punkt und 3 Punkten der Multiplizitdt m — 1 konstruieren:

Sei

I; :=ideal(v,u)

[2 =

ideal (v™2+1/18%u*z-13/9%v*z+7/18*%z"~ 2 ,u*xv-7/18*%u*xz-8/9*v*z+5/18%z"2,

u"2-23/18xu*xz+11/9%v*z-17/18%z"2)

also

Py =(0:0:1)

Py =(-1/3,1/3,1)

P212 :(1,1,1)

P53 =(3/2,1/2,1)

Beide Familien sind in generischer 1-Position bzw. 3-Position. Sei r; := m,
ro :=m—1und I (m):= I NI Dann gilt

m(m —1) m—-1)(m-2) (2m-1)-1(2m—-1)-2)
2 3 2 B 2
(n—1)(n—2)
2
mit n =2m —1
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Esgilt Im+3(m—-1)=4m—-3=2n—1und Im+3(m—-1) =4m -3 <
6m — 3 = 3n.

Fiir konkretes m beobachtet man, daf zufillige Elemente von (I (m)),, fast
immer irreduzibel sind, Geschlecht 0 haben, und einen gewo6hnlichen m-fach-
Punkt in P, ; und gewohnliche (m — 1)-fach-Punkte in P51, Ps 2, P2 3 haben,
daBl auBerdem I (m) = ((I (m)),,) und dim (( (m)),,) =3n—m —3(m—1) =
2m.

Die Beispiele Nummer (16) und (18) aus dem folgenden Abschnitt 23 sind
auf diese Weise entstanden mit

Beispiel n  m
16 7 4
17 11 6

23 Beispielkurven

Im folgenden werden die rationalen Kurven C =V (F), F € Q [u, v, z] betrach-
tet. Einige der Beispiele stammen aus [39] und von Mark van Hoeij. Die Notation
entspricht der Syntax von Macaulay 2.

1. F = v74-2*%u"3*z+3*%u” 2%z~ 2-2%y " 2%z~ 2
2. = (v"2-u*z) "2-u" 3%z
3. ' = v 542%xu*v 2%z 2+ 2k uxv " 3k z+u" 2% vkz " 2-4%u" 3k vkz+2*%u”5

4. F = 25*%u”8+184*u”7*v+518*u”~6*v"2+720*%u"5xv"3+576*%u"4*v"4
+282%u”3*%v"5+84*u” 2%V " 6+14xuxv " 7+v " 8+244xu” 7*z+1326%u” 6*v*z
+2646%u"5%v " 2xz+2706*%u"4*v " 3%z+1590%u”3%v"4*z+546%u”2%v " 5%z
+102%u*v " 6%z+8*%v " 7*z+854*u" 6%z~ 2+3252*%u" 5k v*z " 2+4770%u"4*xv " 2%z 2
+3582%u”3*v " 3%z 2+1476%u"2%xv " 4*z"2+318%uxv " 5*z"2+28*%v 6%z~ 2
+1338*u” 5%z~ 3+3740%u"4*v*z"3+4030%u"3*v " 2%z"3+2124%u"2%v"3%z"3
+550%u*v 4%z~ 3+56%v " 5*xz"3+1101%u"4*z"4+2264*u”"3*xv*z"4
+1716%u"2%v " 2%z 4+570*%u*xv " 3%z 4+70%*v"4*xz"4+508*%u"~3*%z"5
+738*u”2%v*z"5+354*u*xv" 2%z 5+56%v 3%z 5+132*%u" 2%z 6+122*%uxv*z"6

+28*v " 2%xz"6+18*%ukxz"7+8*xv*xz"7+z"8

5. F = u"6+3%u”4*v " 2+3*%u” 2%V 4+v " 6-4*u"4*xz"2-34%u" 3xvkz " 2-7*xu" 2%y 2%z~ 2

+12*uk v~ 3%z 2+6% v 4%z 2+36%u" 2%z " 4+36xuxv*z"4+9%v 2%z 4

6. F = v O+4xukv " T*z+4xv " 8%z +64U” 2%V " 5*z " 2+12%uxv " 6%2 " 2+6%v " T*2"2
+4xu” 3%V 3%z 3+12%u" 2% v 4xz " 3+12%uxv " 5xz " 3+3*v 6%z~ 3+u"4*v*z"4
+4xu” 3%V 2%z 7 4+6%U" 2%V " 3%z 4+3%ukv " 4*xz"4-2%v " 5*z"4+u"2%v " 2%z"5
+uxv " 3%z 5-2%v " 4xz"5+u" 3*Z2"6+3*%u" 2% v*kz"6-uxv 2%z~ 6-6*v"3*z"6

—2%xU" 2%z 7 -b*xukxvkz"7-4*v 2%z~ 7T-v*xz"8
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7. F = 36%u"7+64*u”6*v+1440%u”~5%xv"2+216%u"4*v"3+120*u"3*v"4

10.

11.

12.

13.

+1728%u"2%v"5+243%u*v"6+36*v"7-96*u"6*z+108*u"5xvkz+16*xu"4*v" 2%z
+576%u”3*v " 3%z+216%u" 2% v 4xz-12%u*v " 5*xz+216%v " 6*z+88*%u"5%z"2
+3456*u"4*v*z"2+243%u" 3%V " 2%z 2+124%u" 2%V " 3%z 2+3816%u*xv 4%z 2
+297*v"5*z"2+162%u"4*z"3-20%u" 3*v*z"3+936*u"2*v 2%z~ 3

+342%u*v " 3%z"3-96%v 4%z 3+1944*u” 3%z 4+81*%u" 2*v*z"4
-32%uxv”"2%z"4+1536%v"3*z"4

F =u 5%y 5+21%u”5%v " 4%z-36%u"4*v " 5%xz-19%u"5%v " 3%z 2+12*%u"4*xv " 4*xz"2
+57*u"3*v " 5*xz"2+u"b*v " 2%z 3+u"4*v " 3%z 3-53%u"3*%v"4*z"3
—19%u”2*%v 5%z~ 3+u”"bxv*xz"4+43*%u" 3*xv " 3*xz"4+u*v 5*z"4+u"5*%xz"5

—15%u"3*%v" 2%z 5+u"2xv " 3%z " b+u*v " 4*z"5+v"5*xz"5
F = u™4-14%u"2*%v " 2+v " 4+8%u" 2*xv*z+8*Vv "~ 3%z

F = 14440%u"5-16227*u"4*v+10812%u"~3%v~2-13533*u"2*v"3+3610*u*xv"4
+1805*v"5+14440%u"4%z-18032*u" 3*v*z+16218%u"2*xv " 2*xz-12626*%u*v " 3%z
+3610*%v~4*xz+3610*%u~ 3%z~ 2-4508*%u"2*xv*xz~2+5406*xu*xv " 2*xz~2-2703*xv " 3%z~ 2

F = -24135/322%u"6-532037/6440%u"5*v+139459/560*%u"~4*v"2
-1464887/12880*u"3%v"3+72187/25760*%u"~2*v"4+9/8*u*xv"5
+1/8%v~6-403511/3220%u"5*xz-40817/920*u"4*v*z+10059/80
*1"3%v " 2%z-35445/1288%u"2xv " 3%z+19/4*u*xv " 4*z+3/4*v"b*z
-20743/805*u~4xz"2+126379/3220*u"3*v*z"2-423417/6440

*UT 2%V 2%z 2+11/2%uxv " 3%z " 2+3/2%v " 4xz"2+3443/140*%u" 3%z 3

+u” 2% v*z " 3+ukv T 2%z 3+v " 3%z 3

F =u"9+u”7#v " 2-u"6*%v"3-6%u"5*%v"4+3*%u"4*v " 5+4*u”" 3%y 6-3*%u"2%v"7
—Wkv T 8+v T O+4*u" 8% z—u”" THvkzZ+5xuT 6% v " 2%Z+9%u"5xv " 3*z-21%u"4*v 4%z
—6%u”3%v " bxz+16%u" 2%V " 6*z+uxv " 7*zZ-5*v " 8*z+6xu"T*xz"2-4*u"6*v*z"2
+3%u”5*v 2%z 2+30%u"4*v " 3%z 2-12%u" 3% v " 4xz"2-27*%u" 2%v " 5%z"2
+6xukv 6%z 2+10%v T 7*z " 2+4%u" 6%z 3-6*u"5*v*z"3-8xu"4*v " 2%z"3
+25xu” 3%V 3%z 3+15%u"2*%v " 4*xz"3-14*%uxv " 5xz"3-10*%v"6*z"3+u"5*z"4
—4xu”4xv*xz"4-10%u"3%v " 2%z 4+2%u”"2%v " 3%z 4+11xu*xv 4%z 4+5xv " 5*z"4
-u"3*v*z"5-3*%u"2%v " 2%z"5-3*%uxv " 3%z"5-v"4*z"5

F = 1251%v~4%2"3+5184*u*v " 3%z~ 3+5354*u”~2%v " 2xz"3+115%u"4%z"3
—9552%uxv"4*z"2-22496%u"2%v " 3%z~ 2-5424%u"3%v " 2%z"2
—160*u”~4*xv*xz~2+22080%u"2%v " 4*xz+17472%u” 3%v " 3%z

-13824*u”~3*v~4
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14.

15.

16.

17.

F =-2%uxv~4*z~4+u”4*v " 5+12%u"4*v " 3%z 2+12+u"2%v"4*z"3-u"3*v*z"5
+11xu”3*v"2%z"4-21%u"3*%v " 3%z" 3-4*u"4dxvxz"4+2%u"4dxv"2%z"3

—6*u”"4xv " 4*kz+u"bxz 4-3%u" 5k v 2%z 2+u" 5k v T 3%z-3%ukv bxz " 3-2%u"2%v " 3%z~ 4
+u”3%v"4*z"2+v"b*xz"4
u”10+6*%u”9*v-30*u"7*v"3-156%u"6*v"4+u"5*xv"5+u"4d*xv 6+6*%u"3*v"7

+u”2%v "8+ 7*ukv T 9+v T 104+5%u”" 9% z+24*%u " 8xvxz-30*u"7*v " 2%z-120*%u"6*%v " 3%z
—43%u”5xv " 4xz+5xu"4*v " 5xz+20%u” 3% v 6*kz+10%U" 2% v T *Z+29%ukv " 8%z

+5xv " O9%z+10%u" 8%z 2+36*%u" 7T*xv*xz"2-105%u"6%v 2%z 2-179%u”"5*v"3*z"2
—38*u"4xv " 4xz"2+25%u" 3% v " 5xz " 2+25%u" 2% v " 6%z 2+46%uxv " 7*z " 2+10%v " 8%z" 2
+10%u~7*z"3+24*%u”6*xv*kz"3-135%u"b*xv " 2%z"3-117*u"4*v 3%z~ 3-u"3*v 4%z~ 3
+25%u”2%v 5%z 3+34%u*xv 6%z 3+10%v " 7*z"3+5%u"6*z"4+6%u"5*v*z"4
—T75%u”4xv " 2%z 4-27*u”" 3*v 3%z 4+10%u"2*%v " 4*xz 4+ 11%xuxv " 5xz"4+5%v 6%z~ 4

+u" 5%z 5-15%u"3%v 2%z " 5+u"2*%v " 3%z 5+uxv " 4xz " 5+v 5%z~ 5

F =2%u"7+u”6%v+3*u~5xv " 2+u"4*v " 3+2%u” 3%V 4+u" 2% v 5+ 2% ukxv - 6+v "7
=7780247/995328%u”~6%z-78641/9216%u"5xv*z-10892131/995328*u"~4*v "~ 2%z
-329821/31104*u"3*v"3*z-953807/331776%u"2%v " 4xz-712429/248832xu*v "5z
+1537741/331776%v"6%z+2340431/248832*u"~5xz"2+5154337/248832*%u"4*v*z"2
+658981/41472%u”3%v " 2%z~ 2+1737757/124416%u"2*v " 3%z 2
-1234733/248832*%u*xv"4xz"2-1328329/82944*v" 5%z~ 2-818747/248832*%u"4*z"3
-1822879/124416%u”3*v*z~3-415337/31104*u"2xv"2%z"3
+1002655/124416%u*v" 3%z~ 3+849025/82944*v " 4%z~ 3

F =u"11+43%u” 10%v+2*u”9%v " 2+u" 8% v~ 3+2*%u"7*v " 4+u”6*v"5+3*u"bkv - 6+u”4*xv"7
+2%u" 3%V " 8+u”2xv " 9+24u*xv"10+v"11-37646523511/5159780352*u" 10*z
-12735172937/644972544%u” 9*v*z-92722810205/5159780352*%u"~8*v "~ 2%z
-6771611725/322486272*u"7*v"~3*z-79705721155/2579890176%u"6xv"4*z
-5691795857/161243136%u"~5*v"5%xz-52315373005/2579890176*u"4*v" 6%z
+2598387077/322486272+u"3*v " 7*z+157674139405/5159780352%u" 2*v " 8%z
+9450269981/644972544*u*v"9xz-1350789043/1719926784*v"~10%2z
+12849479611/644972544%u"~ 9%z~ 2+3879535279/71663616%u"8*v*z"2
+11488988309/161243136*u"7*v"2xz"2+16022496731/161243136*u”6*v"3*z"2
+14783031067/107495424*u"~5%v " 4*z"2+34074776537/322486272*u"4*v"5*z"2
-2606453339/161243136*u"3%v 6%z~ 2-7551362827/53747712+u"2%v " T*z"2
-71147279173/644972544*u*xv " 8%z~ 2-4491673835/214990848*v "~ 9%z~ 2
-5255202913/214990848*u" 8%z~ 3-8675467489/107495424*u"T*v*z"3
-1706519429/11943936*u"6%v"2%z"~3-22409190037/107495424*u"5%v"3*z"3
-11738664739/53747712*%u"4*v " 4xz"~3-1469700833/35831808*u"~3*v " 5xz"3
+23678835685/107495424%u"2+v "~ 6xz"3+24664591385/107495424*u*xv " T*z"3
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+4743235967/71663616%v "8z~ 3+19556990257/161243136*u"7*z"4
+10614149851/161243136%u”6*v*z"4+23866276253/161243136*u"5*xv"2xz"4
+10551670493/53747712%u"4*v" 3%z~ 4+14951486563/161243136%u"3*v"4xz"4
-22801627471/161243136*u"2*xv"5*z"4-32691689713/161243136*u*v"6*z"4
-3808427873/53747712*%v " T*z~4-362334499/322486272*u"6%z"5
-596548295/26873856*u"5xv*z~5-21950924039/322486272*u"4*v"2*z"5
-1124117785/20155392*u"3*v " 3%z~ 5+1234417927/35831808*u"2*v"4*z"5
+5479236793/80621568*u*v 5%z~ 5+2660429561/107495424*v"6%z"5

24 Berechnung des adjungierten Ideals

24.1 Berechnung des adjungierten Ideals mit Saturierung

Bei jedem Beispiel ist eine Liste angegeben der Form:
{...,{Ideal der 3-fach-Punkte, 3}, {Ideal der 2-fach-Punkte, 2}}
und eine Matrix, die Erzeuger des adjungierten Ideals enthélt:

1 {{ideal(u~2-uxz,uxv-v*z,v 2-u*z), 2}}

matrix {{v"2-u*z, wkv-v*z, u"2-u*xz}}

3 {{ideal(v,w), 3},
{ideal (v"2+u*z,u*v+z"2,u"2-v*z), 2}}

matrix {{v " 3+uxv*z, uxv 2+u"2*z, U 2%v-v 2%z, u"3-uxv*z}}

7 {{ideal(v"2+u*z,u"2-v*z), 3},
{ideal (v"2-u*z,u*v+2xz"2,u"2+2%v*z) , 2}}
matrix {{v"5+8/9%u"d*z+2%uxv"3*z-7/9%u"2%v*kz"2+8/9%v " 2%z"3,
uxv"4+42/3%u"2%v " 2%z-1/3%u" 3%z 2+4 /3%y " 3%z~ 2+4/3xuxv*z"3,
U™ 2%V "3+ 3k vkz+1/ 2%V T Axz+2%ukv T 2% 2" 243 /2%u"2%2" 3,
u”3*v"2-1/3%u"4¥z-uxv"3*xz+5/3%u" 2% v*xz"2-4/3%v" 2%z 3,
U 4xv—1/2%u"2%v " 2xz+3/2*%u" 3%z 2-1/2%v " 3%z~ 2-3/2%u*xv*z"3,
U"5-2%Uu"3kvxkz—-9/4%v A*z-T/2%ukv 2%z 2-9/4*u"2*z" 3} }

8 {{ideal (v*z,u*z,u*v),5},{ideal(v-z,u-z),4},
{ideal 1,3},{ideal 1,2}}
matrix {{u"3*v¥z 4-3*%u"2%v 2%z 4+3*ukv 3%z 4-v 4xz 4,
U"4*xz"4-6%Uu" 2%V 2%z 4+8*%uxv " 3%z 4-3%v"4%*z"4,
U 3%V 2%z73-2%u" 2%V " 3%z 3+ukv " 4*xz"3-Uu" 2% v 2%z " 4+2%ukv " 3%xz"4-v"4%xz" 4,
U 4*vkz"3-3%u” 2%V " 3%z 3+2%ukv T 4kz " 3-3%u" 2% v " 2%z 4+6%uxv " 3%xz"4
-3%v~4%xz"4,

U 3%V 3%z272-Uu" 2%V 4%z 2-2%xu" 2%V " 3%z " 3+2%xu*v 4%z 3+u*v 3*%z"4-v " 4*xz" 4,
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UT4*vT 2%z 2-u" 2%V T 4*kz T 2-4%u" 2% v " 3%z " 3+4kukv T 4xz " 3-u" 2% v " 2%z "4
+4xu*xv " 3%z 4-3*%v " 4*xz"4,
U™ 3%V 4*xz-3%u" 2%V " 4*xz " 2+3%xu*v 4%z~ 3-v"4*xz" 4,
UT4*v T 3kz—3%U" 2%V 4*kz " 2-3%u" 2%V " 3%z " 3+6kukv " 4xz " 3+2%ukv " 3%z 4
-3%v~4xz"4,
UNAKVTA-6KU T 2%V A%z 2+8xuk v A¥z " 3-3%v " 4*z 4} }

9 {{ideal(v,w), 3}, {ideal 1, 2}}

matrix {{v"2, wtv, u"2}}

10 {{ideal(v,u), 3}, {ideal(v"2-u*z-1/3*v*z-1/3%z"2,
uxv-ukz+1/3%vxz-2/3*z"2,u"2-1/3*v*z-1/3*z"2), 2}}
matrix {{v"3-1/3%u"2*z-2/3*ukv*z-2/3%v" 2%z, u*v 2-2/3*u"2%z
-1/3*%uxv*z-1/3*%v" 2%z, u”~2*%v-1/3%u"2%z+1/3%uxv*z-2/3*%v 2%z,

u"3+1/3%u"2%z-1/3%uxv*kz-1/3*%v" 2%z} }

11 {{ideal(u,v"2+2*v*z), 3},{ideal (uxv-113/146*v"2+14/73%uxz
+26/73%v*z+14/73%z"2 ,u"2-69/146%v"~2+57/73*u*xz+12/73*%v*z
-16/73%z"2), 2}}
matrix{{v-4-1632/161*%u"3xz+816/161%u"2*v*z-1084/161*u*v" 2%z
+4*xy~3%2z-1632/161*%u"2%z"2-2168/ 16 1wk v*z " 2+4%v 2%z 2,
u*v~3-384/161*%u"3%z+192/161%u"2xv*z+48/161*uxv"2*z-384/161%u"2%z"2
-548/161%u*v*z"2,
u”2%v"2-120/161%u"3%z+382/161xu"2%v*z-146/161xu*xv" 2%z
-120/161*u"2xz"~2-292/161*u*xv*z"2,
u”3*v-62/161*u"3*z+353/161*%u"2%v*z-113/161*uxv"2*z-62/161*u" 2%z~ 2
-226/161%u*v*z"2,
Ut4+3/7xu"3%z+9/THu" 2k v*z-3/T*uxv " 2%z-4/T+u" 2%z~ 2-6/T*uxv*z"2}}

12 {{ideal(v-z,u), 5}, {ideal(v"2-v*z,uv+v*z,u"2+u*z), 4},
{ideal 1, 3}, {ideal 1, 2}}
matrix {{v"7-4%v 6%z+6%v"5xz"2-4%v 4%z 3+v"3%2"4,
WKV~ 6-3%ukv " b*xz+3kukv " 4xz"2-u*xv"3*%z" 3,
U”2%v75-3%u” 2%V "4k z+ukv T E5xz+3%u” 2% v " 3%z 2-3kwkv T 4xz " 2-u"2%v " 2%z"3
+3*%u*v " 3%z~ 3-u*xv"2%xz"4,
U7 3%V 74-2*%u" 3%V T 3kzHu " 2%V T4k Zz+HuT 3k VT 2%Z2 7 2-2%u" 2%V " 3k Z2 " 2+u" 2% v " 2%z 7 3,
UT4*v T 3-2%uT4xv T 2% Zz+2%u” 3%V T 3kzHu "4k vrz T 2-4%u" 3%y T 2%z 24+ 2% v " 3%272
+2*%U" 3% vxz " 3-2%u" 2%V 2%z 3+u" 2% v*z" 4,
U”5*V T 2-uT 5k vkz+2% U 4* VT 2% z—2%u "4k vkZz T2+ 3k v T 2%xz272-u" 3% v*z" 3,
U”6*xV—u"6%z+3*%u"5*vkz-3*%u"5*xz " 2+3*xu"4*v*z"2-3*%u"4*z"3+u"3xv*xz"3-u"3*%z"4,

U T+3*%U" 6%z +3%u"5*z 2+u" 4%z 3} }
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13 {{ideal(v,uw), 4}, {ideal(z,u*v), 3},
ideal (v™2+1/18%u*z-13/9%v*z +7/18*%z"2,u*xv-7/18%u*xz-8/9*v*z+5/18%z"2,
u”~2-23/18*u*xz+11/9*v*z-17/18%z"2) , 2}}
matrix {{u"3%z"2-3%u"2%v*z 2-u*v 2%z 2+3*v"3*z"2,
uxv~3*z+5/48%u"2xvxz"2-2/3%u*xv " 2%z~ 2-7/16%v"3*z"2,
U 2%xv " 2%z-17/48*%u" 2%vxz"2-1/3*%u*xv 2%z~ 2-5/16%v" 3%z~ 2,
U"3*v*z-67/48%u"2%v*xz"2-2/3%u*xv 2%z 2+17/16%v " 3%z 2,
u”2%v"3-13/288*u"2*v*z"2-4/9%u*v"2xz"2-49/96*%v " 3%z~ 2,
U 3*v"2-167/288%u" 2% v*z"2-5/9%uxv 2%z~ 2+13/96%v"3*z"2}}

14 {{ideal(v-z,u-z), 5}, {ideal(v*z,uxz,u*v), 4},
{ideal 1, 3}, {ideal 1, 2}}
matrix {{u"3*v*z"3-3*%u" kv 2%z 3+3*u*v 3%z~ 3-v"4*z"3-u"3*z"4
+3*U" 2% UkZzT4-3%ukv 2%z 4+v " 3%z 4 ,uT4*z " 3-6%xu" 2% v " 2%z 3+8%uxv 3%z~ 3
=3%v 4%z 3-4%u" 3%z 4+12%xu" 2% v*z"4-12%uxv " 2%z 4+4xyv " 3*%z" 4,
U”3*VT2%ZT2-2%u" 2%V T 3%z T 2+ukv T 4kz T 2-2%u" 2% v T 2%z " 3+4kukv T 3%z 3
—2%v 4%z 3-Uu" 3%z 4+4%Uu" 2% vk Zz " 4-5%ukv 2%z 4+2%v " 3*%z"4 |
U 4*vkz"2-3%u" 2%V 3%z T 2+ 2% ukv T 4*z T 2-6%u" 2% v 2%z 3+12%u*v " 3%z 3
—6%v 4%z~ 3-4%u" 3%z 4+15%u" 2% v*z"4-18%uxv 2%z "4+7*v " 3*%z"4,
uU”3*v T 3kzZ-u" 2% v " 4kz-3ku” 2% v " 3z 2+3%kuxv T 4*z " 2+3%uxv " 3%z 3-3%v " 4*z"3
U 3%z 4+4%UT 2%V Z T 4-6k kv T 2%z 4+3% v " 3%z 4 ,uT4*kv T 2%xz—u" 2%V 4%z
—6%U" 2%V " 3%z 2+6%ukv " 4*z " 2-3%u”" 2% v " 2%z 3+12%uxv " 3%z 3-9%v 4%z 3
=4%u” 3%z 4+16xu"2%xv*z"4-22%u*xv " 2%z 4+10%v"3%z2"4,
U” 3%V 4-4xu”2%v " 4*kz+6xuxv 4%z 2-4xv " 4%z"3-u" 3%z 4+4*u" 2% vxz"4
—6*UkV 2%z 4+4%xv " 3%z74 ,u” 4% v 3-4%u" 2% v T 4xZz-6xu" 2%V " 3%z 2
+12%u*xv " 4%z 2+8%u*v 3%z 3-12%v"4*z"3-4*%u”" 3%z 4+16%u”"2*v*z"4

—24%u*v 2%z 4+13*%v" 3%z 4}}

16 {{ideal(v,u), 4},{ideal(v"2+1/18%u*z-13/9*v*z+7/18*z"2,
uxv-7/18%uxz-8/9*v*z+5/18*z"~2,u"2-23/18*u*z+11/9*v*z-17/18%z"2) ,3}}
matrix {{v"5+343/6912*u"4*z-637/3456%u"3*v*z+301/864%u"2%v"2*z
-1667/3456*u*v"3%z-3989/2304*v"4*xz-91/3456%u"3%z"2
—-145/1152%u”2%v*z~2+1627/3456%u*v " 2%z~ 2+785/1152%v"3*z"2,
u*v~4+245/6912%u"4*2z+49/3456%u" 3*v*xz-163/864*u"2%v " 2%z
-4657/3456%u*v"3%z-1183/2304*v"4%z-281/3456%u"3%z"2
+85/1152%u”2%v*z"2+2201/3456%uxv " 2%z~ 2+427/1152*v"3%z"2,

U 2%y~ 3+175/6912*%u”4*z+395/3456%u" 3xv*z-1127/864*%u”"2%v " 2%z
-2699/3456%u*v"3%z-125/2304%v"4*z-355/3456%u"3%z"2
+407/1152*%u”2*v*z"2+1891/3456%u*v " 2%z~ 2+233/1152%v"3%2"2,
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u”3%v"2+125/6912*%u"4%z-2423/3456%u" 3*v*z-751/864*%u"2*v " 2%z
-2185/3456*u*v "~ 3%z+425/2304*v " 4*z+271/3456%u" 3%z~ 2
+397/1152%u”2%v*z"2+1649/3456*%u*v " 2%z~ 2+115/1152%v 3%z~ 2,
u”4*v-2873/6912xu"4*z-6061/3456%u" 3*xv*z-251/864*u"2*v" 2%z
+3757/3456%u*v"3%z-1445/2304*v"4*z+2261/3456%u"3*z"2
+383/1152*%u”2*v*z"2-725/3456%u*xv " 2%z~ 2+257/11562*%v " 3%z~ 2,
u"5-17851/6912%u"4xz-4319/3456%u"3*xv*z-187/864*u"2%v" 2%z
-289/3456%u*xv"3%2z+4913/2304*v"4*2z+4855/3456%u"3%z"2
+3589/1152*%u"2xv*z"2-2935/3456%u*v " 2%z~ 2-3077/1152%v"3*z"2}}

17 {{ideal(v,u),6},{ideal (v 2+1/18*u*z-13/9*v*z+7/18%z"2,
ukv-7/18%u*z-8/9%v*z+5/18%2"2,u"2-23/18%u*z+11/9%v*z-17/18%*z"2) ,5},
{ideal 1, 4}, {ideal 1, 3}, {ideal 1, 2}}
matrix {{143327232%v"~9+823543*u"8%*z-5411854*u"7*v*z
+17042298*u”~6*v " 2*%z-35088214*u"5*xv "~ 3*z+52072888*u"4*v " 4*z
-66112074*u"3*v"5xz+65143078*u"2*v " 6*z-84490834*u*v"7*z
-517287759%v"8%z-1310946*u”7*z"~2+3702342*u”6*v*z"2
-10290*%u”~5*v " 2%z~ 2-25039098*%u"~4*v"3*z"2+85291626*u"3*v"4*z"2
-160373118*u”2*v " 5%z~ 2+298235562*%u*xv " 6%z~ 2+659467314*v"7*z"2
-193452*u”~ 6%z~ 3+6738480*u"b*xv*z~3-15448188*u~4*v"2%z"3
+9362496*u”3*%v " 3%z~ 3+73559196%u"2*v"4*xz"~3-292138608*u*xv"5%z"3
-355188852*v " 6%z~ 3+348712*%u"5xz"4-362056*%u"4*v*z"4
-15167280*u"3*v"2xz"4+4170160*%u”2*v"3*z"~4+85597448*u*xv”"4*xz"4
+68740248*v"5xz"4,
143327232*%u*xv"8+588245%u"8%z-1445402*u” 7*v*z-2002434*u"6*v " 2%z
+14895118*u”5xv " 3*%z-37379944*u"4*v " 4*z+52539858*u”3*v 5%z
-76498654*u”2*v"6%z-448195526%u*xv " 7*z-75810189%v 8%z
-1973622*u"7*z"2+5756226*u"6*v*xz"2-12729318*%u”"5*v"2*z"2
+28965762*u”"4*xv " 3%z~ 2-65246898*u"3*v"4*z"2+156631638*u”2*v 5%z~ 2
+557707278*%u*xv " 6%z~ 2+190852326%v " 7*z"~2+962556*%u"6*z"3
+3591504*u”~5xv*xz~3-8919348*u"4*v " 2%z~ 3+43658304*u"~3*%v"3*z"3
-118011564*u~2*xv~4*xz"~3-344521104*u*v"5%z"3-150069276*v"6*z"3
+516920%u" 5%z~ 4-4767128%u"~4*v*z"4-12893712%u"3*v"2*xz"4
+38151056%u”2%v "~ 3%z~ 4+84925144*u*v"4*z~4+37394952*%v " 5xz"4,
143327232%xu”2xv " 7+420175%u”8*z+696290*%u” 7*v*z-4443222*u"6*v " 2%z
+2602586*u”5*xv "~ 3%z+11332888*u"4*v"4*xz-45156474*u"3%v" 5%z
-389281418*u”2*v"~6*xz-149245378*uxv"7*z-234375%v"8*z
-2150610%u”"7*z"2+237846*u"6*v*z~2+7076958*%u~bxv"2*z"2
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—-26466858%u"4*v" 3%z~ 2+64081434%u"3*%v " 4*z"2+464405874*u"2%v " 5xz"2
+313198170%u*v"6%z"2+39580578%v " 7*z~2+2780148*u"6*z"3
—795600*u"5*v*z"~3+19765284*u~4*v " 2%z~ 3-35024064*u"~3*v"3%z"3
-261654660%u~2*%v 4%z~ 3-240217968*u*v 5%z~ 3-58162068*v 6%z~ 3
-132632*u"5%z"4-9476872*u"4*v*z"4+3844176%u"3%v"2%z"4
+61682224%u"2%v "~ 3%z~ 4+67067336%u*xv"4*z~4+20343000%v " 5*z"4,
143327232*u”3*v"6+300125%u"~8%z+1732150%u"~7*v*z-245490%u"6*v " 2%z
-9107042*%u"5%v "~ 3%z+7910456%u~4*v " 4*z-367637310%u"3*%v 5%z
-199864942%u”"2*v "~ 6%z-7193750%u*xv " 7*z+796875%v "~ 8%z
—-2065350%u"7*z"2-6951630*%u"6*v*z"2+7770954*u~5*v " 2%z~ 2
—-1399950*u~4*v~ 3%z~ 2+362235102*%u"3%v " 4%z~ 2+389263782*u"2*v " 5xz"2
+109816734*u*v" 6%z~ 2+1293750%v " 7*z"2+4413660%u"6*z"3
+6771024%u”~5*v*xz~3+8146092%u"4*v " 2%z~ 3-170795712*u"3*%v"3*z"3
—-269730828*u”2*v 4%z~ 3-133246608*u*v 5%z~ 3-18866556*Vv 6%z~ 3
—-2593672*%u"5xz"4-7736792*%u"4*v*z"4+27303024*u"3*v"2*z"4
+67449104*u”2%v " 3%z~ 4+47839000*u*xv"4*z"4+1066568*v"5xz"4,
143327232*u”4*v"5+214375%u"8%z+2119250%u"7*v*z+5545050*%u"6*v "~ 2%z
-3140470*%u"5*v"~3%z-325839752*u"4*v"4*z-209950506%*u" 3*v " 5%z
-59416250%u”~2*%v "~ 6%z+19868750*u*xv " 7*xz-2709375%v "~ 8%z-1853250*%u"7*z"2
-13162650%u"6*v*z~2-18014610*u”5%v"2*z"2+283715622*u"4*v "~ 3*z"2
+390527562*%u"3%v 4%z~ 2+209173218*u"2*%v 5%z~ 2+11546250%u*v"6*z"2
-1968750*v " 7xz"~2+5553300*%u" 6%z~ 3+25262640*%u"5*v*z"3
-91341372%u"4*v " 2%z~ 3-242202048*u"3*%v "~ 3%z~ 3-208130724*u"~2*v"4*z"3
-59098224*u*v~5%z~3-3352500%v"6*z~3-6341720*u"~5%z"4
+4886072%u”4*v*z~4+44946384*u”3*%v" 2%z~ 4+61640368*u"2*v"3%z"4
+32174216*%u*xv"4*xz~4+6021912*%v"5*z"4,
143327232*u”5%v"4+153125%u"~8%2z+2143750%u”"7*v*z+10638750%u”~6*v " 2%z
—-226881362*u”~b*v " 3%z-320526376%u"4*v " 4%z-1055205690*%u"3*v " 5*z
+109419650%u"2%v "~ 6%z-51947750%u*xv " 7*z+9211875%v " 8%z-1593750%u"7*z"2
—17478750%u”"6*v*z~2+96323322%u"5*v " 2%z~ 2+437832162*u"4*v"3*z"2
+365876718*%u"3%v 4%z~ 2-36579210*%u"2%v 5%z~ 2+17151150%u*v"6%z"2
—-1568250%v " 7xz"~2+6157500*%u" 6%z~ 3+4227408%u"5*v*z"3
—177413748%u”~4*v"2%z"~3-278860224*u"~3*v" 3%z~ 3-107237484*u"2%v"4*z"3
-22638480*u*v"5%z"3

+2456100%v~ 6%z~ 3-5672008*u"~5*z"4+18623464*u"4*v*z"4
+57021168*%u"3%v " 2%z~ 4+48906896*u"2%v " 3%z~ 4+21199192%u*xv " 4*z"4
+3248520%xv"5*z"4,
143327232*u”6*v"3+109375%u"~8%z+1981250%u"7*v*z-170057334*u"6*v " 2%z

124



-360067270*u"5%v"3%*z-33845288*u"4*v"4*z+43421094*u"3*v"5xz
-147092330*%u”2*v " 6*z+123561950*%u*xv " 7*z-31320375*%v " 8*z-1331250*%u"~7*z"2
+59135286*u”6*v*z~2+384971262*u”~5*xv " 2%z 2+219478518%u"4*v " 3%z~ 2
+153490170%u”3*v 4%z~ 2+165720786*u”2*%v " 5%z~ 2-154924230%u*v " 6*z"2
+33422850%v " 7*z"2-4979148*u”"6*z~3-126096336*u”"5*xv*z"3
-141574044%u"4*v" 2%z~ 3-196787904*u"3*v " 3%z~ 3-147577284*u"2*v"4*xz"3
+46846608*u*v"5*xz~3-3140820*v"6*z~3+12355432*u"5xz"4
+21382520*u”"4*v*z~4+49083216*u”~3*v " 2%z~ 4+48944944%u"2*xv"3*z"4
+9340232*u*v"4*xz"4+2220888*v"5*xz"4,
143327232%u”7*v"2+78125*%u"8%z-121115306*u"7*v*z-489823314*u"6*v" 2%z
-78196418*u"5*v~3%z+151188344*u”~4*v"4*z+56811042%u"3*%v"5%*z
+40964594*u”2*xv " 6%z-239705270%u*v"7*z+106489275%v " 8*z+25236762*u"7*z"2
+393125010%u”6*v*xz"2+526228266*u"5*%v " 2%z~ 2+190339794*u"4*v"3*z"2
-605319042*u"3*v"4*xz"2+7887558*%u”"2*xv 5%z~ 2+531611454*%u*xv"6%xz"2
-209146410%v"7*xz~2-78242916*%u"6*z"3-342450864*u"5*v*z"3
-304988820*u"4x*v~2xz"3+323297088*u"3*v " 3%z~ 3+28568628*u”"2*v"4*z"3
-278117520%u*xv~ 5%z~ 3+78625476*v " 6%z~ 3+57526520*%u"5xz"4
+78405544*u"4*xv*xz"4-31898256*u"3*v 2%z~ 4-1329136*%u"2*v"3*z"4
+46920088*u*xv”~4*xz~4-6297528*v"5%xz"4,
143327232*%u”8*v-61370153*u"8%z-601089358*u”"7*v*z-192921798*u"6*v " 2%z
-93281686*u”5*v~3*xz-148543688*u”"4*v"4*z+301648374*u"3*v" 5%z
+382693222*%u"2*v"6%z+201619694*u*xv"7*z-362063535*v " 8xz+247335006*u"7*z"2
+872140422*%u”6xv*xz"2+985533198*u"5*xv" 2%z~ 2+163774278*u”"4*v"3*z"2
-126888918*u”3*v"4*z"2-1593984702*u"2*v " 5%z~ 2-723773334*u*v " 6xz"2
+1035827442*v " 7*z~2-300707628*u~6*z"~3-713657808*u"~"5*v*z"3
-1122113532%u"4*v"2xz"3-184108992*u"3*v"3*z"3+1915140636*u"2*v"4*z"3
+621729168*u*xv " 5xz~3-789590772*v " 6%z~ 3+99863848*u"b*xz"4
+419453624*u”4*v*z"4+196077264*u"3*%v 2%z~ 4-467653712*%u"2*v" 3%z~ 4
-225162232%u*xv”4*z"4+120748440%v"5*xz"4,
143327232%u"9-699046027*u"8%z-258697178*u"7*v+*z-308150466*u"6*v" 2%z
-755261618*%u”5*v"3*z-872116456%u"4*v"4*z-768226158*%u"3*v" 5%z
+457193954*u”2*v " 6*z+1399979002*u*xv " 7*z+1231016019%v "~ 8*z
+1121446986*u”7*z~2+1490529282*u”~6*v*z"2+1425468378*u"5*v"2%z"2
+3552207426*u”~4*v "~ 3%z~ 2+2895497358*u"3*v"4*z"2-34636650*%u"2*v"5%z"2
-4964655282%u*xv”6*z"2-4625894106*v"7*z"2-599972484%u"6%z"3
-2470517424%u"5*xv*z"3-3263186868*u"4*v" 2%z~ 3-4321693632*u”"3*v"3*z"3
-1863419436*u”2%v"4*xz"3+6494939760*u*v 5%z~ 3+5450541156*v"6*z"3
+17022008*u"5xz"~4+1144487272xu"4*v*z"4+3044463600*u”"3*v"2*z"4
+914944400%u"2%v " 3%z~ 4-2988937256%u*v 4%z~ 4-1988652792*v"5*z"4}}
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24.1.1 Rechenzeiten

T,1 gibt die Rechenzeit zur Berechnung des adjungierten Ideals mit der Funktion
adjs aus Abschnitt 28.1 an. T,s gibt die Rechenzeit zur Berechnung des adjun-
gierten Ideals mit adjointCurve aus dem C'ASA-Paket (Research Institute for
Symbolic Computation (RISC-Linz), University of Linz) an:

Beispiel T,1/sec  T,2/sec

1 0.17 0.4
3 0.57 0.9
7 17.16 8.9
8 10.3 61.1
9 0.23 0.8
10 1.71 1.8
12 5.3 91.4
13 11.3 6.6
14 3.6 23
16 10.1 8.5
17 314 3116

24.2 Berechnung des adjungierten Ideals aus einer Ganz-
heitsbasis

Bei den Beispielen ist eine Matrix angegeben, die Erzeuger des adjungierten
Ideals enthélt.

2 adj =matrix {{v 2-u*z, uxv, u"2}}

4 adj =matrix {{v"6-T7*u B*z-166%u"4*v*z-T6*u 3%V " 2kz+3*Wkv 4*z+6%v " 5*z
—242%u”~4%z"2-152%u" 3% v*z " 2+3%u"2%v " 2%z 2+12%uxv " 3%z 2+15%v " 4*z"2
—75%u”3%z" 3+6%u” 2% v*xz " 3+18*%ukv " 2%z" 3+20%v " 3%z" 3+3*%u" 2%z 4+12*%uxvkz"4
+15%xv " 2%z 4+3%u*xz"5+6%xv*z"5+z276,
ukv"5+34*xu”bxz+77*u" dxkvkz+34%u" 3k v " 2% Z+2%u" 2% v " 3% z+ 5% ukv " 4xz
+111xu"4*z"2+69%u”3*v*z"2+6%u” 2%V " 2%z~ 2+10%u*xv " 3%z~ 2+35*%u"3*%z" 3
+6*xUu” 2% v*kz " 3+10%ukv " 2%z 3+2*%u" 2%z 4+5xukxv*z"4+u*z"5,
u”2%v"4-16%u”5*z-38*%u"4xv*z-15%u" 3%v " 2*z+4*xu" 2%y " 3*z-54*%u"4*xz"2
—30*%U" 3% Vv*xz"2+6%Uu" 2%V " 2%z 2-15%xu" 3%z " 3+4*u" 2% v*xz"3+u"2%z" 4,

u”3*v " 3+8%u”5*z+20%u" dxvxz+11ku" 3k v " 2%z+28%u"4*xz " 2+19%u" 3k v*kz"2
+9*xUu"3%z73,u"4*v " 2-4*%u"bxz-8*u"4xvkxz—4*u" 3%V 2*z-13%u"4*z"2
—8%u”3xv*z"2-4*%xu" 3%z 3,u"b*xv+3*xu"5xz+5ku" 4k vkz+2*u" 3%V 2%z
+7xUu" 4%z 2+4*u” 3k vkz"2+2%xu"3%z" 3,

U 6-2%U " Akvrz—u" 3%V 2%z-3%u"4*z " 2-2%u"3kvxz"2-u"3*z" 3} }

5 adj =matrix {{u"2*vxz-8/41*%uxv"2xz-12/41%v"3*z-72/41*%uxz"3-36/41%v*z"3,
u~3%z-92/41%xuxv"2%z-15/41%v"3%z-90/41*xu*xz"3-45/41*v*z"3,
UT2%v"24+v"4-24/13%u" 2%z~ 2-6/13%ukxvxz " 2+3%v " 2%z~ 2,
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u”3*v+ukv~3-36/13*%u" 2%z~ 2-9/13%uxv*xz"2,
U"4-v"4-30/13*u" 242" 2-66/13*u*xv*z"2-3%v" 2%z~ 2}}

pl p(C)=1:
F =u"5-2%u"3%v " 2+uxv " 4+v " 5+2%u"4*z-3%u" 2% v " 2xz+v " 4xz+u" 3%z "2
—wkv©2%xz"2
Ganzheitsbasis (z = 1):
ib =matrix{{1,v,v"2,1/u/(u+1) *v"3+v"2/u,
1/ (u+1) /u2%v~4-(=1+u) /u~2%v" 3+ (-1+u) /uxv 2+ (-1+u) /u*v}}
adj =matrix {{v°2,u"2xv+urv*z,u"3+u"2*z}}

pd p(C) = 4:
F =5%v~6+7*v"2*%u"4+6%u"6+21%v " 2*u”3+12%u”5+21%v " 2%xu” 2+6%u"4+7*v " 2%u
Ganzheitsbasis (z = 1):
ib =matrix{{1,v,v"2,v"3/(u+l) ,v"4/(u"2+u),
(v"5-7/5*%v*u"3+7/5xv*u) / (u"3+u~2) } }

adj =matrix{{u~3+u"2*z,u"2*v+ukviz, kv 2+v 2%z,v"3}}

24.3 Berechnung des adjungierten Ideals aus der freien
Auflésung des Jacobiideals

F =v"4-2*%u"3%z+3%u" 2%z~ 2-2%v " 2%z"2
Freie Auflosung des Jacobiideals Jp:

0-RM2RMRM g 0

ho=(u*—3u?z+20% %z v —wvz? wlz—uz?)

—v3 4 022 0 %qu - %uz2
3 2 2 2 2
hi = u’—3u“z+2v°z —u‘z+ uz 0
0 3 — w22 —%u?’ + %u2z — 02z
_1 1,2, _1,.2 1.3
2u21)z 5V°% 21;2 —1—22
uz vz
%u% — uvz — v2? %qu + %u?z — 02z — %uzQ
z 0 0
u— 2z z 0
hoy = 0 v z
2z u—z —v
—2v 0 U

Einziger Kernvektor von he ® R/Jp vom Grad 2:

2uv — 2vz
202 — 2uz
u? — uz
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Minimale Erzeuger des Untermoduls von (R/Jg)” erzeugt von den Spalten von
hi1 ® R/JF stehen in den Spalten von

_1 12, 1,24, 1.3
2u211z 5V°% 212Lz +22
uz vz

1,2 2 1 2

§U, UV —Uuvz — vz §U’U2 + %UQZ —VZ — %UZZ

Syzygienmatrix davon iiber R/Jp:

-z u—2z -—v
di = ( v 0 u )
ist Hilbert-Burch-Matrix des adjungierten Ideals. 2 x 2-Minoren von dy:

—uv + vz, v? — uz, u? —uz
Weitere Beispiele mit nur gewohnlichen Doppelpunkten und Matrix adj mit
Erzeugern des adjungierten Ideals:
F =u"4-1/5%u"3*%v+u~2*%v"2-6/5%u*xv"3+1/5%v"4+3*u" 3*%z-8/5%u" 2*v*z
+1/5%u*v " 2*z+3%u" 2%z~ 2-4/5kuxvkz"2-2/5%v " 2%z 2+u*z"3+1/5%z"4
adj =matrix {{v"2+32/33*u*z-2/11*v*z+41/33%z"2,
uxv+13/33*%uxz+4/11%v*z+28/33%z"2,
u"2+62/33%uxz-8/11*%v*z+32/33*z"2}}

F =u"3%v"2+7/3*%u"2*xv"3+16/9%u*v"4+4/9%v"5-4/3*%u"3*v*z

=47 /9%u” 2%V~ 2%z —-6*xu*v " 3%xz-20/9%v " 4*z+7 /9*u” 3%z~ 2

+41/9%u" 2% v*z " 2+73/9%u*v " 2%z~ 2+41/9%v " 3%z~ 2-13/9%u"2*z"3
-46/9%uxv*z"3-43/9*%v " 2%z 3+4/3*%u*xz"4+23/9*v*z"4-5/9*z"5

adj =matrix {{u"2*z+3/2%uxv¥z+2/3%v"2%z-T/6*u*z"2-3/2%v*z"2+z"3,
VT 3+1/2%ukvkz—4%v " 2kz+1/2xuxz" 245k vxz"2-5/2%z" 3,

Wk~ 2-2%ukv*z+5/3%v " 2%z +1/3%ukxz " 2-3%vkz"24+2%2" 3,

U 2%v+3/2%uxv¥z-4/3%v"2%z-5/6xu*z"2+13/6*%vxz"2-4/3*z"3}}

25 Parametrisierung rationaler Kurven

25.1 Detaillierte Beispielrechnungen

C =V (F). Verwende im folgenden die Notation aus Abschnitt 19.2 mit L = C
und K = Q:
6,2 =1 <A07 "',An72>a
S = {[Koordinaten der Singularitéit, Multiplizitéit, Verzweigungsindex], ...}
®:C — C,_o,
rationale Normkurve C,,_o C PZ_Q

e Fiir n ungerade:

. . . Pp_o [oF
Folge von birationalen Transformationen C,,_o = Cp_g — ... = IP’E,
rationale Normkurven C; C P/,
birationale Transformation ¥’ : C' — P}, ¥/ = ®30...0®, 50®,

birationale Transformation ¥ : P} — C.
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o fiir n gerade:

. . . D2 P
Folge von birationalen Transformationen Cp,_s = Cp_g — ... — Cs,

rationale Normkurven C; C IP’JL,
birationale Transformation ¥/ : C — Ca, ¥/ = ®40...0P,,_5 0 D,
birationale Transformation ¥’ : Cy — C,
Punkt P auf der Konik
Parametrisierung ¢ : P} — C5 der Konik C,
Parametrisierung ¥ : P} — C, ¥ = ¥” 0 ¢ von C.
Bei birationalen Transformationen wird ein Représentant angegeben und bei
diesem nur die Abbildungsvorschrift. Schreibe der Einfachheit halber (biratio-
nale Transformation)=(Représentant). Die Beispiele sind mit der Nummer aus
Abschnitt 23 bezeichnet.
1.n=4
F = v74-2%u"3%z+3%u" 2%z~ 2-2%v"2%z"2
{Ao, ..., Ao} ={{v"2~u*z, uxv-v*z, u"2-u*z}}
S={rlt,1,11,2,11,[[1,-1,11,2,11,[[0,0,1],2,1]}
Oy = U = {{v 2-uxz}, {uxv-v*z}, {u"2-u*xz}}
I(Cs) = ideal (y_0"2-2%y_1"2+2%y_0*y_2)
U = {{y-0xy-2-y-272}, {y-Oy-1-y-1xy 2}, {-y-1"2+y 0%y 2}}
P=( :0:1
¢ ={{r-072, -(r_0%r_1), -1/2%r_0"2+r_1"2}}
U =
{{-3*r_074+8*r_0"2+r_1"2-4*r_1°4},
{-6%r_0"3xr_1+4*r O0*r_1"3},
{-(2xr.0"4)}}

2. n=4
F = (v72-u*xz) "2-u"3*z
{Ay, ..., Ao} ={{v"2-u*z, uxv, u"2}}
S ={[[0,0,11,2,31}
Oy =V = {{v-2-uxz}, {usv},{u"2}}}
I1(C3) = ideal(y_0"2-y_1"2+y 0*y_2)
U = {{y272},{y-1xy-2},{y-172-y O*y2}}
P=( :0:1)
o ={{r0°2, -(r0%r_1), -r 0"2+r_1"2}}
v =
{{r-0"4-2%r 0"2*r_1"2+r 14},
{r_073*r_1-r_ 0*r_1"3},

{r-0"4}}
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3. n=5
F' = vob+2%ukv " 2%z 2+2*%u*v " 3kz+u” 2% vkz " 2-4%u” 3k vkz+2xu"5
{Ag, ..., Az} ={{v"3+usv*z, uxv"2+u"2*z, u 2%v-v"2*z, u 3-uxviz}}
S ={ll[0,0,1],3,3],
[-1,1,11,2,1], [[Root0f (T"2-T+1) ,-1+Root0f (T"2-T+1),1],2,1]}
I(C3) = ideal(x_1*x_2-x_0%x_3,x_0"2+2%x 2*x_3,x_0*x_1+2*x_3"2)
By ={{x 3}, {x.1}}
U = {{u"3-u*v*z}, {uxv-2+u"2xz}}
U =
{{y-0"4*y_1-2%y_0"3%y_1"2},
{-2%y_0"2%y_1"3+4*y Oxy_1"4},
{y-0"5-4xy_1°5}}

4. n =38
F = 25%u”8+184*u”~7*v+518%u”~6+v"2+720%u"5*v"3+576%u"4*v"4
+282xu”3*v"5+84*u”2%v " 6+14xuxv"7+v"8+244xu” 7*z+1326%u”6*v*z
+2646%u”5%v " 2xz+2706*%u"4*v " 3xz+1590%u"3*v " 4*z+546%u"2*%v " 5*z
+102%u*v " 6%z+8*%v " 7*z+854%u" 6%z~ 2+3252*%u" 5k vz 2+4770%u"4*xv " 2%z "2
+3582%u”3*v " 3%z 2+1476%u"2%v " 4*z"2+318%uxv 5%z 2+28%v 6%z~ 2
+1338*u” 5%z~ 3+3740%u"4*v*z"3+4030*%u" 3%V 2%z~ 3+2124*%u"2%v " 3%z~ 3
+550*u*v " 4%z~ 3+56%v 5%z~ 3+1101*xu"4*z"4+2264*u"3*v*z"4
+1716%u"2%v " 2%z~ 4+570*u*v " 3%z~ 4+70%v"4*z"4+508*u”~3*z"5
+738*u”2%v*z"5+354*u*xv" 2%z 5+56%v 3%z 5+132*%u" 2%z~ 6+122%uxv*z"6
+28*v " 2%z"6+18*uxz " 7+8*v*z"7+2"8
{Ag, ..., Ag) =
{{v"6-T7*u"B*z-166%u"4*v*z-T6*u" 3%V " 2xz+3*u*v " 4*z+6%v " 5*z
—242%u”4xz"2-152%u" 3% v*z T 2+3%u " 2%V " 2%z 2+12%uxv " 3%z 2+15%v " 4%z 2
—75%u”3%z" 3+6%u" 2% v*xz " 3+18*%uxv " 2%z" 3+20%v " 3%z"3+3*u" 2%z~ 4
+12%xuxv*z"4+15%v " 2%z 4+3%xuxz"5+6%v*xz"5+z276,
ukv"5+34%u”bxz+77*u" dxvkz+34%u" 3k v 2%xz+2%u" 2% v " 3k z+5kukv " 4xz
+111xu"4*z"2+69%u”3*v*z"2+6%u” 2%V " 2%z~ 2+10%u*v " 3%z~ 2+35%u" 3%z 3
+6*%u" 2% vxz " 3+10%uxv 2%z 3+2%u” 2%z 4+5kukxv*xz"4+u*xz"5,
u”2%v"4-16%u”"5*z-38*%u"4xv*z-15%u" 3% v " 2*z+4*u" 2%y " 3*z-54*%u"4*xz"2
—30%u” 3% v*xz"2+6%u" 2%V " 2%z 2-15%u" 3%z 3+4*u" 2% vxz"3+u"2*z"4,
u”3*v " 3+8%u”5xz+20*%u" dxvxz+11%u" 3kv " 2%z+28*%u"4*xz"2
+19*%u"3*xv*xz " 2+9%u" 3%z~ 3,
u”4*v"2-4xu”bxz-8*xu"dxvkz—4*ku" 3k v 2xz-13*%u"4*z"2-8xu" 3*kv*z"2

-4*u~3%z"3,
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U”Bkv+3kuT5kz+5%xuT Ak vkzZ+ 2% 3V T 2% Zz+ T kU 4kz " 2+4%u”" 3xvxz "2
+2*%u”3%*z"3,

U 6-2%U"Akvrz—U" 3%V 2%z-3%u"4*z " 2-2%u"3kvrz"2-u"3*z" 3} }

S =

{[lo, -1, 1], 4, 18],

(f-1, -1, 11, 2, 11, CC-1, 1, 11, 2, 11, [[1, -3, 11, 2, 11}

U =

{{806%u"4*v"2+760%u"3*v"3+295*u" 2%y " 4+60%u*v"5+5%v"6-209*u"5*z
+1332%u"4*v*xz+2371%u" 3*v " 2%xz+1300*u"2*%v "~ 3%z+315*%u*xv " 4*z+30%v " 5*xz
+322%u" 4%z 2+2522%u" 3*vkz " 2+2145%u” 2% v " 2%z 24+4660%uxv " 3%z 2+75%v "4%z"2
+916*u” 3%z~ 3+1570%u" 2% v*z"3+690*u*xv " 2%z~ 3+100*v "~ 3%z~ 3+430*u"2*xz"4
+360*ukv*z A+75%v " 2%z 4+75xuxz"5+30%v*z " 5+5%z" 6},
{806*u"5*v-304%u"3*%v"3-118%u"2%v"4-24%u*v"5-2%v"6+1212%u"5*z
+918xu”4*v*z-626%u"3*v " 2%xz-520%u"2%v " 3%xz-126*%u*xv " 4*xz-12%v 5%z
+1322%u"4*z"2-364*u"3*v*z"2-858*u"2*%v " 2%z~ 2-264*uxv " 3%z~ 2-30%v"4*xz"2
—44%u”3%z"3-628*%u"2xv*z"3-276%u*xv " 2%z~ 3-40%v " 3%z~ 3-172*%u"2*xz"4
—144%uxv*z~4-30%v " 2%z~ 4-30*u*z"5-12*v*z"5-2%z"6},
{806*u"6+152*%u"3*v " 3+59%u" 2%V " 4+12%u*v " 5+v " 6+603*u"5*z-56*u"4*v*z
+313%u”3*v " 2%z+260%u" 2% v " 3%z+63*uxv " 4*xz+6%v " 5*z-258*%u"4*z"2
+182xu”3*v*z"2+420%u" 2% v " 2%z 2+132%ukv " 3%z 2+15%v " 4xz " 2+22%u" 3%z 3
+314xu”2%v*z"3+138*u*xv " 2%z~ 3+20%v " 3%z~ 3+86*u" 2%z 4+72*xu*v*z"4

+15%v " 2%z 4+15%u*z " 5+6*%v*z"5+2"6}}

I(Cs) =

ideal (y_072+32183/23006*y_0xy_1+5634/11503*y_1"2+7193/23006*y_0*y_2
+5057/23006*y_1*y_2+575/23006*y_2"2}}

P =(316, -610, 708)

o=

{{90850*y_0"2-799006%y_0*y_1+1780344*y_1"2},
{-175375%y_0"2+1543594*y_O*y_1-3438352*y_1"2},
{202341%y_0"2-1788566*y_0*y_1+3988872*y_1"2}}

U =

{y-072% (2%y_1"3+112%y_0%y_1"2+2092*y_0"2%y_1+13033*y_0"3) "2},
{16%y_1"8+2376%y_0*y_1"7+154388%y_0"2%y_1"6+5733296*y_0"3*y_1"5
+133087160*y_0"4xy_1"4+1977461686*y_0"5*y_1"3+18366203032*y_0"6*y_1"2
+97488015212%y_0"7*y_1+226422180079%y_0"8},
{-16%y_1"8-2384*y_0xy_1"7-155440%y_0"2%y_1"6-5792596%y_0"3*y_1"5
-134944584xy_0"4*y_1"4-2012376400%y_0"5%y_1"3-18760067594*y_0"6*y_1"2
-99956909222*y_0"7*y_1-233056107409%y_0"8}
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7. F = 36%xu”7+64*u"6*%v+1440%u”~5%v"2+216%u"4*v"3+120*u"3*%v"4
+1728%u”2%v " 5+243%u*xv " 6+36%v " 7-96%u"6*z+108*u"5xvkz+16*u"4*v " 2%z
+576%u”"3%v " 3%z+216%u" 2%V " 4*z-12%ukv " 5*xz+216%v " 6*z+88*u"5*z"2
+3456%u"4*vkz"2+243%u" 3% v " 2%z 2+124%u” 2% v " 3%z 2+3816%uxv"4*z"2
+297*v"5%z72+162%u"4*z"3-20%u" 3*xv*z"3+936*u"2%v"2%z"3
+342xu*v " 3%z~ 3-96%v 4%z~ 3+1944*u" 3%z 4+81xu"2*v*z"4
—32%uxv”~2%z"4+1536%v"3%z"4
{4y, ..., A5} =
{{v"5+8/9%u"4*z+2%u*v"3*%z-7/9*u"2*v*2"2+8/9%v"2%2"3,
uxv~4+2/3%u"2%v " 2xz—1/3%u" 3%z 2+4/3%v " 3%z 244 /3%uxv*xz"3,

U” 2%V "3+ 3k vkz+1 /2% v T Akz+2kukv " 2%z 243 /2%u" 2%z "3,
u~3*v"2-1/3%u"4xz-uxv"3*kz+5/3%u" 2% vxz"2-4/3*%v " 2%z~ 3,

U~ 4xv—-1/2%u"2%v"2xz+3/2*%u"3%z"2-1/2%xv " 3%z~ 2-3/2%u*xv*z"3,
U"5-2%u"3*v*z-9/4%v 4*z-T7 /2%uxv 2%z~ 2-9/4%u" 2%z~ 3}}

S =

{tto, o, 11, 3, 381,[[-1, 1, 1], 3, 31,

[[Root0£f(T"3-4), -1/2*Root0£f(T~3-4)"2, 1], 2, 1],

[[Root0f (T"2-T+1), -1+Root0f(T~2-T+1), 1], 3, 3]}

I(Cs5) =

ideal (x_1*x_3-x _0*x 4-1/54*x_1*x 4-1/8%x 2*x_4-2/3*x _3*x 4
-4/81*x_4"2+1/54%x_0*x_5+1/8*x_1%x_5+2/3%x_2*x_5+4/81*x_3*x_5,
x_2*%x_3-x_1%x_4,

X_372+1/648*x_1*x_4-95/96%x _2xx_4+1/18%x_3*x_4-235/1944%*x 42
-1/648%x_0*x_5-1/96*x_1%x_5-1/18%x_2*x _5+235/1944*x_3*x_5,
x_0%x_2+39/16%x_0%x_4-962/3%x_1*x_4-12%x_2%x_4+269/8%x_3*x_4
-1928/9*x_472-9/2%x_1%x_5-273/8%x _2*x _5-54*x_3*x_5-11%x_4*x_5
-27/4*x.572,
X_1%x_2427/4%x_0*x_4+48%x_1*x_4+8/3*x_2%x_4+9/2%x_3%x_4
+32%x_472+2/3%x_1*x_5+3/2%x_2%x_5+8%x_3*x_5+16/9%x _4*x _5+x 572,
X_0*x_3+27/4*x_0*x_4+46655/972*%x_1*x_4+479/144%x_2*x_4
+241/54%x_3%x_4+93547/2916%x_4"2+1/972*x_0*x_5+1/144*x_1%x_5
+83/54*x_2*%x_5+23093/2916*x_3*x_5+16/9*x_4*x_5+x_572,
X_272-x_0%x_4-2/3*x_3*x_4+2/3*x_2%x_5,
x_0%x_1-64727/192%x_0*x_4-10934/81*x_1%x 4-179/12*x 2*x 4
-126935/288*x_3*x_4-21862/243%x_4"2+241/162xx_0*x_5+151/24*x_1*x_5
+45475/288*x_2*x_5-9007/486*x_3*x_5-133/12*x_4*x_5-39/16%x_5"2,
x_172+39/16%x_0*x_4-2884/9*x_1*x_4-12*x_2%x_4+269/8*x_3*x_4
-5768/27*x_4~2-2/9xx_0%x_5-9/2xx_1%x 5-273/8%x_2*x_5
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-1474/27*x_3*x_5-11*x_4*x_5-27/4%x 572,
x_072+548367/256*%x_0*xx_4+47167031/2916%x_1*x_4+144271/216*x 2*x 4
+13997461/10368*x_3*x_4+23536741/2187+x_472-12397/5832*x_0*x_5
+149441/864xx_1%x_5+5849159/10368*x_2*x_5+47442073/17496%x_3*x_5
+257855/432*x_4*x_5+64727/192*%x_572)
1(Cs) =
ideal(y_1"2-7700428585/70438653*y _O*y_2+99576448/7826517*y _1*xy_2
+423784/869613*y_2"2+2450261843/41741424*y_0*y_3-299927/289871*y_1*y_3
-33475738/23479551*y_2*y_3+5896621/27827616%y_3"2,
y_0*y_1-6630016/2608839*y_0xy_2+662464/28987 1xy_1*y_2-77856/289871*y_2"2
+8385441/1159484*y_0*y_3-357780/289871xy_1*y_3+9560/869613*y_2*y_3
+69021/2318968*y_372,
y-0"2+558312/289871xy_0*y_2+14688/289871*y_1*y_2-13824/289871*y_2"2
-123015/579742xy _Oxy_3-44226/289871*y_1*y_3+9144/289871*y 2%y _3
-153/579742%y_3"2)
U=
{{749748029657724%u"~5-89028868933563318*u"4*v+36533411928926118*u"3*v"2
+15162234967501402/3*u"2*v"3+1017914625583752*u*v "4
-12177803976308706*u"4*z+10663746789555058/3%u" 3*v*z
+45193044217170827*u"2%v"2%z-36533411928926118*u*v " 3%z
+2520318283561064/3*v"4%z-133882608275539561*u"3*z"2
+60889019881543530*u” 2*v*z~2+22452115623596702/3%u*v"~ 2%z~ 2
+45871653967559995%v 3%z~ 2+5894184417020822%u"2*z"3
+134900522901123313*u*v*z"~3-48711215905234824*v "~ 2%z~ 3},
{-644040631211526%u"~5+1608043376069478%u"~4*v-5829127707433464%u"3*v"2
-821346483497643*u"2%v"3-126304417902573*u*v"4+205399112148%*v"5
+1943225146133064*u”~4*z+466734778925409%u" 3*v*z
-888224633303121%u"2%v"2*xz+5829538505657760*u*v " 3%z
+1038418178477112%v~4*z+2454166536738408*u"3*z"2
-9715372600587444*u"2%v*z"~2+611449242245055%u*xv "~ 2%z"2
-972427578571503%v"3%z"2+217071694979469%u"~2*z"3
-2580470954640981xu*v*z"3+7772352853566528*v"2*%z"3}}
Die Parametrisierung ¥ ist beim Plot in Abschnitt 27 angegeben.

8 [ =u b*xv™5+21%u”b*v " 4*xz-36%u"4*v " 5*xz-19%u"b*xv 3%z 2+12*%u"4*v " 4*xz"2
+57*u”3*v " 5*z"2+u"b*v " 2%z 3+u"4*v " 3%z~ 3-53%u"3*%v"4*xz"3
-19%u"2%v " 5%z" 3+u"bxv*z"4+43%u" 3*v " 3%z 4+u*xv"5xz"4+u"5*xz"5

—15%u”3*%v" 2%z 5+u"2xv " 3%z " b+u*v " 4*z"5+v"5*xz"5
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{Ag, ..., Ag} =
{{u"3*v*z"4-3*%u" 2%V 2%z 4+3%uxv 3%z 4-v"4xz"4,
U"4*z"4-6*%u" 2%V " 2%z 4+8%ukv " 3%z 4-3%v"4*xz" 4,

U3V 2%z273-2*%u" 2%V 3%z 3+u*v 4%z 3-u" 2% v " 2%z " 4+2xu*v " 3%z2"4-v " 4xz" 4,
U"4*v*xz"3-3%u" 2%V 3%z 3+2%ukv " 4*xz " 3-3%u" 2%V 2%z 4+6%ukv 3%z 4-3%v " 4*%xz" 4,
U 3%V 3%z272-Uu" 2%V 4%z 2-2%xu" 2% v " 3%z " 3+2%xukv 4%z 3+u*v 3%z"4-v"4*xz" 4,

U 4*vT2%zT2-u" 2% v " 4%z " 2-4%u" 2% v " 3%z 3+4*u*v 4%z 3

—UT 2%V 2%z 4+4xukv T 3%z2"4-3%v " 4%xz" 4,

UT 3%V T 4xz-3%Uu" 2%V " 4*kz"2+3%ukxv " 4*xz " 3-v"4*z"4,

U"4*v T 3%z-3%Uu" 2%V 4*kz " 2-3%u" 2%V " 3%z 3+6%xuxv " 4*z " 3+2*%ukv " 3%z"4-3%v " 4*%xz" 4,
USAKVTA-6KUT 2kv A%z T 248k ukv A¥z " 3-3kv " 4*xz 4} }

s ={Ilfo,0,11,5,101,([0,1,0],5,10],[[-1,0,0],5,10],

[[1,1,1],4,61}

Heurisitisch gefundener glatter rationaler Punkt mit Funktion apkt aus
Abschnitt 30.3:

ideal (v+1/5%z,u-z)

Birationale Transformation ¥’ : C' — P1 berechnet mit der Funktion g3
aus Abschnitt 30.3 und dem glatten rationalen Punkt (Funktion g1):

U =
{{73609866332+u"4*v"5+44301992936*u"5*v"3*z+1407078762172%u"4*v 4%z
-2528305680520%u"3%v"5%z-15197709840%u"5%v " 2%z~ 2-1181244054936%u"4*v"3%z"2
+754682476644%u" 3%y " 4*z"2+3896598217200%u " 2v " 5%z~ 2-4040754056%u"~5*v*z"~3
+60992438280*u"4*v 2%z 3-27357436612+u"3*v " 3%z~ 3-3577640233836%u"2+v"4*z"3
-1091019911828%u*v 5%z~ 3-3553167120%u" 5%z~ 4+57172525288%u"~ 4% vz "4
+65746977168*u”3%v " 2%z~ 4+2763991669704*u"2*v"3%z"4-27601623508*u*v"4*xz"4
-2491002644%v" 5%z~ 4+61379453880%u 4%z 5-7157495420%u"3*v*z"5
-944813742144%u"2%v" 2%z~ 5+46015416044%u*v" 3%z~ 5+178853016816%v"4*z"5,

73609866332*u"5xv"4-176528877018*%u"5*v "~ 3*z+3314188532406%u"4*v 4%z
-4962265859023*u"3*%v " 5*z+54918119194%u" 54y~ 2xz~2-2738618566501%u"4%v " 3%z~ 2
+1883532702041*u"3%v"4*xz"2+7227096621951%u"2*v " 5xz"2-16389279924*u"~5*v*z"3
+12186326944%u"4*v " 2%z~ 3+592650267967*u" 3%y " 3xz~3-7456097631534*u"2%v " 4%z~ 3
-2201597755018*u*v"5%z"3+11251496412%u" 5%z~ 4+108442928977+u 4 v*z 4
-353087643239%u" 3%V " 2%z~ 4+6080335197964%u" 2+v " 3%z~ 4-917568420254%u*v " 4%z~ 4
+858711436095%v "5z "~4+147023025006%u"4*z"5+40106504982%u"3*v*z"5
-1982088837517*u"2+v 2%z 5+670671943052*u*v " 3%z~ 5-270482099295%v " 4*z"5}}

U —
{{-330818011053087358748189697238931166478161631897073224514817981328617
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201675046306647040*y_0"10-1733175367190865356366540138459531840899070998
9142173639365077304610330297627878249472xy_0"9*y_1-183373676891333641562
6212648454620845507329087721649108692175706737041601345546742528%y_0"8*y_1"2
-57690467985621015226118201975934171558209110653430635335079367046580476
833563683328*y_0"7*y_1"3-16827614154429558502850832637320907240555138873
58347851694452461781751219890713024*y_0"6*y_1"4+402057289455606914990253
9059798701315860613392682091825879851974249123964760800*y_0"5*y_1"5+1955
860894056656362466690932519862843415573983646734007838352690370078098613
040*xy_0"4*y_1"6+33083810181971649334520664626829458518854418482092614626
230604850938484170448*y_0"3*y_1"7+38269658394694714124241998073099556797
150287991359497056611795092054744648*y_0"2*xy_1"8-17234850912561909725438
21335814304703731953552051732036344912017908208902*y_0*y_179-47482275179
53142749023632388675783671194056569379274613642378442308531*y_1"10},

{55984965096017519939720883829043523466177661519026288914938952424688175
4525471850224640*y_0"10+671155766227842642017486196240664910741190469283
83648080030453741395220117957134308352*y_0"9*y_1+58591467057408859528308
68929040614894395662069253493383587194896242613342109133902848*y_0"8*y_1"2
+34098365300488357199784979169927245440151099384291434213815622731925371
7098695998080*y_0"7*y_1~3+1445339390248221441322840588399045019410667964
3946930577458294825439138352817819968*y_0"6*y_1"4+3876235105119868733478
28220121103974868079720122983247659383094970687646987689856*y_0"5*y_1"5
+54414195978038260433404287991470145928335373274157971251455705001280441
97002752xy_0"4*y_1"6+260061106854683214910369621795792899176506013884869
70812671712230567525039200*y_0"3*y_1"7-179794759572259131056810108598141
5276927556992129064674146127347427075869412*y_0"2*y_1"8-21650564089657938
23729934423087108004541394511975565497852656540319949218*y_O*xy_1"9-46466
67476911169613199364080543683061746837965482541077650147388100180*y_1"10},
{14176440042918449511257550614012024971796250371844989406714430635857490
67913666675201024*y_0~10+15357342056612256370530024749324350643930622869
8446366457567099360983706924534852038656*y_0"9*y_1+106391788287016197192
06637277399293682217054217409825865244787236500071450448544028416%y_0"8*y_1"2
+37837373350421644599197306186785613907802567345327463390252384149307469
1088579572096*y_0"7*y_1"3+6893964807394138358593154896229497625983918069
569949829090155285312977805096312640*y_0"6*y_1"4-11242012988852548547653
1968966969777889788962132514207158943444885984958907020096*y_0~5*y_1"5
-79872150047417185049188720431084020517072457252386052179325177693404767
70683072xy_0"4*y_1"6-143902999327380913826836456196512323206773803181733
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930770915690519370197944384*y_0~3*y_1"7-11289567706528580152862239102738
13436963221242661523228800639422576705248192*y_0"2*y_1"8-372347586875579
5228964185449080802643848848954267904829528879581435145502*y_0*y_1"9
-4279075037324152177053699805429601115938261881719248063212389207806620*y_1"10}}

9. F = u”4-14%u"2%v"2+v " 4+8%u” 2% v*z+8%v " 3*z
{Ag, ..., Az} ={{v"2, urv, u"2}}
S ={[[0,0,11,3,31}
=W = {{v2), {urv}, {u2})
I(Cy) = ideal(x-1"2-x_0%x_2)
vy =
{{-8*y_0*xy_1-8*y_1xy 2}, {-8%y_0"2-8*y Oxy 2}, {y_0"2-14%y Oxy 2+y_2°2}}
P=( :0: 1)
= {{r.0°2,r O*r_1,r 1°2}}
U =
{{-8*r_0"3*r_1-8*r 0*r_1"3},
{-8%r_0"4-8*r_0"2*r_1"2},
{r_.0"4-14%r 0" 2%r_1"2+r_1"4}}

10. F = 14440%u"5-16227*u"4*v+10812*u”3*v"2-13533*u"2*v"3+3610*u*v"4
+1805%v~5+14440%u~4*z-18032%u" 3*v*z+16218*u"2*v " 2xz-12626*u*v "~ 3%z
+3610*v~4%z+3610*%u" 3%z~ 2-4508*u" 2% v*z"~ 2+5406*u*v " 2%z~ 2-2703*v " 3*z"2
{Ag, ..., A3} =

{{v"3-1/3%u"2%2-2/3*%uxv*z-2/3*v" 2%z ,u*v"2-2/3*%u"2*z-1/3*u*vrz-1/3%v 2%z,
U 2%v=1/3%u"2%z+1/3xukvrz-2/3%v 2%z ,u"3+1/3%u"2%z-1/3*ukv*rz-1/3*v "2z} }

S ={rro,o0,11,3,31,

[[RootODf (3% _Z"3+_Z"2-2% Z-1) ,-1+3*Root0f (3x_Z"3+_Z"2-2%_Z-1)"2,1],2,1]}
I(Cs) =

ideal (x_172-x_0*x_2-2*%x_1*x_2+x_272+2*x_0*x_3-x_1*x_3,
x_072-20753/1805*x_0*x_2+14422/1805%x_1*x_2-17116/1805%x_2"2
+23456/1805*x_0%x_3-4147/361*x_1*x_3+46894/1805%x_2*x_3-16%x_3"2,
X_0*x_1+2*x_0%x_2-4508/1805*x_1*x_2+5406/1805%x_2"2-5%x_0*x_3
+5406/1805*x_1*x_3-16227/1805*x_2*x_3+8*x_372)

By —

{{x-2-2%x_3}, {x_1+2*x_2-5xx_3}}

0 =

{{-2%u"3+u 2xv-u"2*z+ukvz}, {-5xu"3+2¥u"2¥VHukv " 2-3kU"kz+2kukv*z}}
U —
{{90617653125%y_0"5-314809934375*y_0"4*y_1+91155060000%y_0"3*y_1"2
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-47569461750%y_0"2%y_1"3+993508375*y_0*y_1"4-2402967*y_1"5},
{732243375000*y_0"5-324990250000*y_0"4*y_1+158585043750*y_0"3*y_1"2
-25217203750*y_0"2*y_1"3+1219728750%y_0*y_1"4-3209290*y_1"5},
{1222571625000*y_0~5-397273846875%y_0"4*y_1+118712188750*y_0"3*y_1"2
+72770440750%y_0"2*y_1"3-1865652050%y_0*y_1"4+3983285*y_1"5}}

Man kann nun noch den zweiten Teil der Optimierung aus Abschnitt 18
anwenden. Dabei wird bei

{732243375000*y_0"5-324990250000*y_0"4*y_1+158585043750*y_0"3*y_1"2
-25217203750*y_0"2*y_1"3+1219728750%y_0*y_1"4-3209290*y_1"5}

ein Linearfaktor (-10*y_0+y_1) ausgeklammert und dann y_1->y_1+10%y_0
substituiert. Dieser Schritt ist noch nicht implementiert, da der Faktorisie-
rungsalgorithmus in Macaulay 2 noch nicht den nétigen Funktionsumfang
und die notige Leistungsfihigkeit hat. Es wurde statt dessen Mathematica
verwendet. Anschlielend wird nochmals der erste Schritt der Optimierung
aus Abschnitt 18 durchgefiihrt. Damit erhélt man eine weiter optimierte
Parametrisierung:

{{-25%y0"5-3325%y0"4*y1-135420%y0"3*y1~2-861650%y0"2%y1~3
+34934401%y0*y1~4-45656373+y1°5},

{3610%y1°2x% (5*y0~3+475%y0 2%y 1+11737%y0xy1°2-16891%y1°3) },
{50*y0~5+6175%y0"4*y1+216690%y0"3*y1~2+179170%y0"2%y1"3
-66659512+y0*y1°4+75682415%y1°5}}

11. F = -24135/322*%u~6-532037/6440%u"~5%v+139459/560*u"4*v"2
-1464887/12880*%u"3*v"3+72187/25760*u"2%v"4+9/8*u*v"5
+1/8%v"6-403511/3220*%u"5%z-40817/920*u"4*v*z+10059/80
*U" 3%V~ 2%2z-35445/1288%u” 2% v " 3*z+19/4*uxv"4*z+3/4*v " 5*z
-20743/805%u"4*z"2+126379/3220*u"3*v*z"2-423417 /6440
*U" 2%V T 2%z 2+11/2%uxv " 3%z " 2+3/2%v " 4xz"2+3443/140*%u"3%z" 3
+u” 2% v*kz " 3+ukv 2%z 3+v " 3%27 3
{Ag, ..., Ay} =
{{-23/36%u"~4-73/72%u"3*v+23/48%u"2*v"2+121/288*u*v"3
+1/288%v"4-23/18*%u"3*%z-25/18%u" 2*v*z+47 /T2*u*v " 2%z
+1/72%v"3%z-23/36%u" 2%z~ 2-3/8%u*v*z"2+1/72%v 2%z~ 2,
-25/36%u"~4-23/72%u"3*v+1/48%u"2*v"2+47/288*uxv"3+23/288*v"4
—-25/18%u”3%z-17/18%u”2*v*z+1/72%uxv"2%z+23/72%v" 3%z
-25/36%u" 2%z~ 2-5/8*%u*xv*z"2+23/72*%v 2%z~ 2,
1/36*%u"4-61/72xu"3*xv-13/48%u"2*v"2+73/288*u*v"3+25/288*v"4
—-17/18%u”3%z-31/18%u"2%v*z+23/72*u*v " 2%z+25/72*v " 3%z
-35/36%u" 2%z~ 2-3/8*%u*xv*z"2+25/72*%v"2%z"2,
=-377/432*u"4-1159/864*u”3*v+377/576*%u"2*xv"2+775/3456%u*xv"3
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+295/3456%v"4-377/216%u"3%2-391/216%u"2*v*2z+185/864*u*v" 2%z
+295/864xv"3%z-377/432*%u" 2%z~ 2-15/32*u*v*z"2+295/864*v 2%z~ 2,
-391/432*%u~4-377/864*u"3%v-185/576%u"2+v"2+1049/3456%u*v"3
+377/3456%v"4-391/216%u"3%2-425/216%u"2*v*2z+295/864*u*v" 2%z
+377/864%v"3%2-391/432+u"2%2"2-17/32*%uxv*z"2+377/864*v"2%z"2} }
S —

tfo,-2,11,3,31,[[0,0,1]1,3,3],[[1,2,1],2,1],
te/7,-2/7,11,2,11,00-2,-2,11,2,1],[[-1,0,1],2,1]

I(Cq) =

ideal (x_0*x_2+149/41*%x_0*x_3-29/41*x_1*x_3+38/41%x_0*x_4+27/41%x_1*%x_4,
x_1*x 2+12/41*%x_0*x_3-149/41%x_1*x_3+191/41%x_0*x_4+3/41*x_1*x_4,
X_272-13%x_372+x_2%x_4-3*%x_ 472,
x_0%x_1+70/1681*x_2%x_3+286/1681%x_372-149/1681*x 2*x_4
+35/1681xx_3*x 4-3/1681%x 472,
X_172+764/1681*x 2*x _3+2756/1681*x _372-12/1681*x 2*x 4
+382/1681*x _3*x 4+683/1681*x 472,x 072-108/1681*x_2*x_3
+442/1681*x_372-29/1681*x 2*x 4-54/1681%x_3*x_4+96/1681*x 4"2)
I(Cs) =

ideal(y_072+1432801/568141*y_O*y_1-48806/568141*y_1"2
-111119562684/182111347999*y_0*y_2+20623467408/182111347999*y_1*y_2
+41120938700/182111347999*y_2"2}}

P, =
{{x-0-1041027025320816845747251/694611886093576145734000%x_3
+92255327403318536601289/138922377218715229146800*x 4},
{-11658633354427258926641119/7988036690076125675941000*x_1
-165343174228758117732828349/15976073380152251351882000%x 2
+671116235079277421893041/840845967376434281678000%x_3
+139789837524831178736634039/15976073380152251351882000*x 4},
{-165343174228758117732828349/15976073380152251351882000%x 1
+3301109116857336765317283/15976073380152251351882000%x _2
+31845825272970088628938081/3994018345038062837970500%x _3
+1008004614137781426211633/3994018345038062837970500*x_4}}

P=

(-91619296258633579536203539418755410718175810873644879087
37240958151166025194,
-356401360300265512900199672440235266131300762416502646199
055507516592986331901,
20894753621058941228118226265474165408657379578183066198688
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3027223304649478008)

Geméf Abschnitt 15 bekommt man eine Parametrisierung der Konik mit
der Funktion conicpar aus Abschnitt 30.1.4:

0=
{{819015535910524080406478298948190190094658803208248808374
0766953201377466424459339300*r_0"2-410762515289962166560710
75027324901671085928451447547174446210290494187925605514321
12*r_O*r_1-311589786172563640369634102473750954725611509723
6651850755228794733390419549188799526*r 172,
31859909759790938586289499887336943026442184353461454745085
1076575808900517479105988450*r_0"2-395702331944149458658980
27949757320266777089883027403359166439676031248085009877692
3476*r_O*r_1+1234143411905747373146730561856669815616987236
57783903560852420726961851049481081448042*r_1"2,
49129491371300145347519529771129753516864527706072492926990
190104414737906022609308428*r_0"2-1509447950797482448251303
25618273715819869497886200683548606054663400318741393344946
037*r_O0*r_1+71061360202279892920212952047722617397870910879
605063894932922081581830830412109897032*r_1"2}}

Die Parametrisierung von C' wiirde zu viel Platz einnehmen.

Man sieht, daf} es zur Berechnung von Parametrisierungen moglichst klei-
ner Hohe wichtig ist, auf der Konik einen Punkt moglichst kleiner Hohe
zu finden.

Alternativ:

Heurisitisch gefundener glatter rationaler Punkt auf C' mit Funktion apkt
aus Abschnitt 30.3:

ideal (v-142258996587985/356403926667878%*z,
u+47323279747541/712807853335756%2)

Die birationale Transformation ¥’ : C' — P} wurde berechnet ausgehend
von der Funktion g3 aus Abschnitt 30.3 und dem glatten rationalen Punkt
aus Funktion apkt (unter Verwendung von Funktion gi). Die Parametri-
sierung ist bei dem Plot in Abschnitt 27 angegeben.

12. F =u"9+u”7*v"2-u"6%v " 3-6*%u"5xv " 4+3%u"4*v " 5+4*xu”3*%v"6-3*xu"2*v"7
—uxv T 8+v T 9+4%u” 8%z-u" Tk vxz+5xuT 6% v 2%xz+0%u" bk v 3*z-21%u"4*v " 4*z
—6xu” 3%V " bxz+16%u” 2%V " 6xz+wkv " Tkz-5*v " 8*z+6%xu"7*z"2-4*u"6*vxz"2
+3%u" 5%V 2%z 2+30%u"4*v " 3kz " 2-12%u" 3%V 4*xz " 2-27*u”" 2%v " 5*z "2
+6%uxv " 6*z"2+10% v T*z"2+4*%u" 6%z~ 3-6%u"bxv*z"3-8*%u"4*v 2%z~ 3
+25%u" 3%V 3%z 3+15%u"2*%v " 4*xz " 3-14*uxv " 5xz"3-10*%v" 6%z~ 3+u"5*z"4

—4xu"4xvxz"4-10%u" 3%V 2%z 4+2%u” 2% v " 3%z 4+11kukv T 4*xz"4+5%xv " 5xz"4
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—u"3*vxz T 5-3%u" 2%V " 2%z 5-3%uxv 3%z 5-v"4%z"5

{Ag, ., A7} =

{{v"T-4*v"6*z+6*%v 5%z 2-4xv"4xz"3+v"3*z"4,

WKV~ 6-3%wkv " b*xz+3kukxv " 4*xz"2-u*xv"3*%z" 3,

U 2%y 5-3%u"2%v T 4xz+ukv T bkz+3%u" 2% v " 3%z 2-3kukv 4%z 2

—U” 2%V 2%z 3+3%xukv 3%z 3-u*v"2%xz"4,

U”3%vT4-2%u” 3%V " 3kz+u" 2% v " 4kzHu " 3%y T 2%2 7 2-2%u " 2% v " 3%27 2
+u”2%v"2%z" 3,

U 4*vT3-2%uT4xv " 2% z+2%u” 3%V " 3kz+u T dxvxz T 2-4%u " 3%y " 2%272

+UT 2%V T 3%z T 2+2% U 3k vkz T 3-2%u" 2%V " 2%z 3+u" 2% v*kz "4,

U”E*V T 2-uT bk vkxz+2% U 4%V T 2%z - 2% U4k vkz T2+ 3k v T 2%z 7 2-u" 3% v*xz" 3,
U”6*V—u"6*z+3*%U" bk vkz-3*xu"5*z " 2+3%xu"4*v*xz"2-3%u"4*xz"3+u" 3% vkz"3-u"3*%z"4,
U T7+3%u"6*z+3*u"5*z 2+u"4*z"3}}

S =

(f-1, 1, 11, 4, 61, [[-1, O, 11, 4, 6], [[0, O, 1], 4, 6],
(fo, 1, 11, 5, 101]

I(Cr) =

ideal (x_1*x_6-x_0%x_7,x_3*x_6-X_2*x_7,Xx_5*x_6-x_4*x_7,

Xx_2*%xX _5-x_0%x_7,x_3*%x_5-x_1*x_7,x_4*x_5-x_2*%x_7,x_ 572-x_3*%x_7,
x_0%x_4-x_1%x_5-3*x_0*%x_6+3*%x_2*x_6-x_4*x_6+x_0*x_7+4*x_1*x_7
—3*xX_2%X_T-6%x_3*X_7T+x_5*x_T+xX_6%x_T+x_7"2,
x_1*x_4-x_1%x_5-3*x_0*x_7+4*x_1*xX_T+3*x_2%x_7T-6*x_3*xX_7-x_4*x_7

+x _B*x _7T+x. 772,
X_0%x_5-x_1*x_5-3*x_0*x_7+4*x_1*xX_T+3*x_2%x_7-6*x_3*xX_7-x_4*x_7

+x _B5*xx _T+x_772,x_2%x_4-x_0%x_6,x_3*x_4-x_ 0*x_7,x_4"2-x_2%x 6,
X_0%x_3-x_1*x_3+x_1*%x_5-6*x_0*x_7+6*x_1*x_7+8*x_2%x_7-17*x_3*x_7
—3%x_4%x_T+4*x_b*x_T+3*xx_772,
X_2%xX_3-x_1*x_5-3*x_0*x_7+4*x_1*xX_7T+3*x_2%x_7-6*x_3*x_7-x_4*x_7

+x 5*x_T+x. 772,

x_372-x_1*x_5,
x_0*%x_2-x_1%x_3+2%x_1%x_5-6%x_0%x_6+8*x_2%*x_6-3*x_4*x_6+3*x_0*x_7
+2%xX_1*x_7-12%x_2*%x_7T-11*%x_3*xX_7T+2%x_4*x_T+3*x_b*x_T+3*x_6*xX_7T+2*%x_7"2,
X _1%x_2-x_1%x_3+x_1*%x_5-6*x_0%x_7+6*x_1*x_7T+8*x_2%x_7T-17*x_3*x_7
=3*x_4xx_T+4*x_5*xx_T+3%x_7"2,
x_272-x_1%x_B5-3*%x_0*x_6+3%x_2%x_6-xX_4*x_6+x_0*x_7T+4*x_1*x_7-3*x_2%x_7
—6%x_3*%X_T+xX_5*x_T+x_6%xX_7T+x_7"2,

X 0%x_1-x_172+x_1%x_3-10%x_0*x_7+7*x_1%x_7+15%x_2%x_7-32%x_3%x_7
—6*xX_4*x_T+9*x_b5*xx_7T+6%x_ 772,
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x_072-x_172+42*x_1*x_3-x_1%x_5-10%x_0*x_6+15%x_2*x_6-6%x_4*Xx_6
+3*x_0*x_T+x_1*%x_7-25%x_2%x_7-15%x_3*x_T+6*x_4*x_7+5*x_5*x_7
+6%xX_6%x_T+3%x_7"2)

I(C5) =

ideal (y_3*y_ 4-y 2xy 5,y 1xy_4-y_O*xy_5,y_372-y_1*y_5,y_2*y_3-y_0*y_5,
y_1*y_3-6xy_O*xy_5-3*y_lxy_b+4dx*xy_ 2%y _5+3*y_3*y_5-y 4%y 5-y 572,
y_0*y_3-6xy_Oxy_4+4*y_2xy_4-y_4"2-3%y_0*y_b5+3*y_2%y_5-y_4*xy_5,
y-272-y_Oxy_4,
y_1xy_2-6xy_Oxy_4+4xy_2xy_4-y_4~2-3xy_0*y_b+3*y_2%y_b-y_4*y_5,
y_172-36*xy_0*y_4+24xy 2%y 4-6*xy_4"2-32*%y_0*y_b5-6*xy_1*xy_5+29%y_2xy_5
+8*xy_3*xy_5-9%y_4*xy_5-3%xy_ 572,
y_0*y_1-6xy_Oxy_2-14*y_O*y_4+11xy_ 2%y _4-3*y_4"2-6%y_0xy_b5
+8%y_2%y_5-3%y_4*y_5)

I(Cs) =

ideal(y_17"2-43/3%y_0*y_3-11/3*y_1*y_3-3%y_2*y_3,
y_0%y_1-1/3%y_O*y_3+1/3*y_1*xy_3,
y_072+9/43%y_0%y_2+53/129%y_0*y_3+1/129%y_1*y_3+3/43*y_2*y_3)

U =
{{-7052%u"7-20640%u"5*v"2+19737*u"~4*v"3+49923*u"3*v"4-49923*u"2*v"5
-21156*%u”~6*xz+20640*u”~5*v*xz-80754*u"4*v " 2%xz-60372*u"3*v " 3*z
+199692%u" 2%v " 4*xz-49923*%uxv " 5%z-21156*%u"5%z"2+61017*u"4*v*z"2
—49665%u”~ 3%y~ 2%z 2-229878*u"2*%v " 3%z 2+149769%uxv " 4*xz"2
=7052%u~4*xz~3+60114*u"3*v*z~3+60372*%u"2%v " 2%z~ 3-149769*u*v"3%z"3
+19737#u” 2% v*z"4+49923*u*v"2*z 4},
{164%u"T-12%u"5*v"2-459*u"4*v"3-2601*u"3*v"4+2538*u"2*v"5+3483*u*v"6
—3483%v"T+492%u”6*xz+12%u"5*xvxz+894*u"4*v " 2%xz+4284*u" 3%v " 3%z
-10215%u”2%v"4*xz-7911%u*v " 5xz+13932%Vv " 6%z+492%u”~5*z"2-435%u"4*v*z"2
=TT7T7*u” 3%y~ 2%z"2+12357*u”2%v " 3%z~ 2+2835*u*v 4%z~ 2-20898*v 5%z~ 2
+164xu"4*z"3-906*%u”"3*v*z~3-4221*u"2*v " 2%z~ 3+4131*uxv"3%z"3
+13932%v " 4%z~ 3-459%u " 2% v*z"4-2538*u*v " 2%z~ 4-3483*v"3%z"4}}

U =

{{-y-0"8*y_1-22%y 0" 7*y_1"2-203*y_0"6%y_1"3-1038*y_0"5%y_1"4
-3238*y_0"4*y_1"5-6335*y_0"3*%y_1"6-7610*%y_0"2*y_1"7-5140%y_0*y_1"8
-1496%y_1"9},
{y-0"T*y_1"2+18xy_0"6xy_1"3+135*y_0"5*y_1"4+549%y _0"4*y_1"5
+1311%y_0"3%y_1"6+1842%y_0"2%y_1"7+1412%y_O*y_1"8+456%y_1"9},
{y-079+29%y_0"8*y_1+361*y_0"T*y_1"2+2536%y_0"6xy_1"3
+11109%y_0"5%y_1"4+31543*y_0"4*y_1"5+58155*%y_0"3*y_1"6
+67207*y_0"2%y_1"7+44203*y_0*y_1"8+12611*y_1"9}}
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13. F' = 1251*%v 4%z 3+5184*uxv”" 3%z~ 3+5354%u"2*xv " 2%z~ 3+115%u"4*z" 3
—9552%uxv " 4%z 2-22496%u"2*v " 3%z~ 2-5424%u"3%v " 2%z"2
—160*u”~4*xv*xz~2+22080%u”"2*v " 4*xz+17472%u” 3%v " 3%z
-13824*u”~3*v~4
{4y, ..., A5} =
{{u"3%2"2-3*u"2%v*z"2-ukv " 2%z 2+3*v"3*z"2,
uxv~3*%z+5/48%u" 2% vxz"2-2/3%u*xv " 2%z~ 2-7/16%v"3*z"2,

U” 2%V 2%z —-17/48%u”2xvxz"2-1/3%uxv"2xz"2-5/16%v"3%z"2,

U 3*vkz—67/48%u"2xv*xz"2-2/3%ukxv " 2%z 2+17/16%v"3%z"2,
u~2xv"3-13/288%u"2xvxz"2-4/9%uxv " 2xz"2-49/96%v " 3%z~ 2,

U~ 3%v"2-167/288*u"2*v*z"2-5/9%uxv 2%z~ 2+13/96*v"3*z"2} }

S —

[-1/3,1/3,1],2,1],[[3/2,1/2,1],2,1],[[0,0, 1], 4, 6],
[-1,0,0],3,3],[[0,1,0],3,3],[[1, 1, 1], 2, 1]

I(C5) =

ideal (x_0*x_3-105622/1495*x_0*x_4+250944/575*x_1*x 4
-3124704/7475%x_2%x_4-18432/299%x_3%x_4-235008/575%x_4"2
-32/23%x_0*x_5+1216992/1495*x_1*x_5+319296/1495*x_2*x_5
-13824/115%x_4*x_5,
X_1%x_3-614997/1951040%x_0*x_4+42029/13400*x_1*x_4
+17220939/2438800%*x_2%x_4+208797/97552*x_3%x_4-38547/11725*x 472
-2251729/487760*x_1*x_5-208797/97552%x _2*x 5,

X 2%x_3-1622811/1951040*x_0*x_4+95227/13400*x_1*x_4
-52964643/2438800*x_2*x_4-746757/97552*x_3*x_4-61461/11725%x 472
+11623033/487760*x_1*x_5+746757/97552%x 2*x 5,
x_372+19122667/1951040*x_0*x_4+418301/13400*x_1*x_4
-171728709/2438800*x_2*x_4-6078483/97552*x_3*x_4
-299043/11725*x_4"2-x_0*x_5+42010079/487760*x_1*x_5
+6078483/97552*x _2*x 5,
x_0%x_2-102/13*x_0%x_4+288/13*x_3*x_4-288/13*x 2*x 5,
x_1%x_2+152421/1951040%x_0*x_4-30197/13400*x_1*x_4
-1987827/2438800%x_2*x_4+28299/97552%x_3*x_4+25371/11725%x_4"2
~-729623/487760*x_1*x_5-28299/97552xx_2*x_5,
X_272-614997/1951040*x_0*x_4+42029/13400*x_1*x_4
-1914261/2438800*x_2*x_4-16323/97552*x_3*x_4-38547/11725%x 472
+1575311/487760*x_1*x_5+16323/97552*x_2*x_5,
x_0%x_1+30/13*x_0%x_4+288/13*x_2*x_4-288/13*x_1*x_5,
x_172-23253/1951040%x_0*x_4+221/13400*x_1*x_4
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+1195611/2438800%x_2%x_4-13107/97552%x_3%x_4-9603/11725%x 4"2
+234239/487760%x_1%x_5+13107/97552%x_2%x_5,
x_072-319168/6877%x_Oxx_4-1933824/2645%x_1xx_4
+67693056/34385*x_2%x_4+36688896/34385*x_3+x_4+1548288/2645%x_4"2
-1024/529%x_0%x_5-14489088/6877*x_1%x_5-6710784/6877*x_2%x_5
-442368/2645%x_4*x_5)

I(C3) =

ideal (y_1"2+720384/4369%y_0*y_2-86/15%y_1ky_2+167/15%y_2"2
-20651008/21845y_0*y_3-50233562/1638375%y_1%y_3
+31789878/546125%y 2%y _3-190597313/1638375%y_3"2,
y-0%y_1-9433/4369%y_0*y_2+5441/4369%y_0*y_3-7751/87380%y_1*y_3
+50807/87380%y_2%y_3-204999/87380*y_3"2,
y_072+4345/209712%y_Oxy_2-805/104856%y_0xy_3-2645/1118464%y_1xy_3
+22195/3355392x%y _2%y_3+229057/3355392%y_3"2)

P =

{{-135774287953920%*u"3%v"2-1605476044505088%u"~2*v "3
+10720697057280%u" 3%v*z-29004019924992%u " 2% v~ 2%z
-243442027659264%u*v"3%z+121149040459776%u" 2kvkz"2
+953790629019648*uv "~ 2%z~ 2+928036013506560%v"3xz~2},
{397651968000%u"3%v"2+2259700531200%u"2%v "3
-285812352000%u " 3*v*z-622988083200%u " 2%y " 2%z
-11078101171200%u*v"3%z-866964134400%u"~ 2% y*z "2
+6558375936000%u*v "~ 2%z~ 2+3638137305600%v " 3%z~ 2} }

v =

{{3375%y_0"7+126225%y_0~6%y1+1919835%y_0"5%y1~2
+14942965%y_0~4%y1~3+63449389*y_0"3xy1~4+149578803
*y_0~2%y1"5+185135625%y_0%y1~6+94314375%y1"7},

{-64%y_0%y1~2% (225%y_0"4+5520%y_0~3%y1+47050%y_0"2%y1~2
+137448%y_0*y1~3+139725xy1°4) },

{-18432%y_0%y1~3% (15%y_0"3+193%y_0"2%y1+661%y 0%yl 2+675%y1"3) }}

16. F =
2%u”7+u” 6% v+3*uTbxv T 2+u" 4k v T 3+2%u” 3% v T 4+u" 2% v T 5+2%uxv "6
+v"7-7780247/995328%u”6%z-78641/9216%u"5*v*z
-10892131/995328*u"4*v"2*z-329821/31104*u"3*v " 3%z
-953807/331776%u"2%v"4*z-712429/248832*%u*v "5z
+1537741/331776%v"6%2+2340431/248832*u"5%z"2
+5154337/248832*u”"4*vxz"2+658981/41472%u"3%v " 2xz"2
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+1737757/124416*%u"2*v " 3%z~ 2-1234733/248832*u*v"4*xz"2
-1328329/82944*v 5%z~ 2-818747/248832%u"4%*z" 3
-1822879/124416%u"3*v*z~3-415337/31104%u"2xv"2*z"3
+1002655/124416*%u*v”~ 3%z~ 3+849025/82944*v " 4*z"3

{4y, ..., A5} =
{{v"5+343/6912%u"4%2-637/3456*u"3*v*z+301/864%u" 2%V 2%z
-1667/3456%u*v"3%z-3989/2304%v"4%xz-91/3456%u"3*z"2
-145/1152*%u" 2% v*z"2+1627/3456*u*xv " 2%z~ 2+785/1152%v"3*z"2,
u*v"4+245/6912%u"4%z+49/3456%u" 3*v*z-163/864*u" 2%V " 2%z
-4657/3456%uxv"3%z-1183/2304*v"4%z-281/3456%u"3*z"2
+85/1152%u”2%v*z"~2+2201/3456%uxv " 2%z~ 2+427/1152*v " 3%z~ 2,
u”2%v"3+175/6912*u"4*z+395/3456%u" 3*v*z-1127/864*%u"2xv " 2%z
—-2699/3456*u*v "~ 3%z-125/2304*v"4%z-355/3456%u"3%z"2
+407/1152%u”2xv*z~2+1891/3456*uxv" 2%z~ 2+233/1152*xv"3*z"2,
u”3*v"2+125/6912*%u"4%z-2423/3456%u" 3% v*z-751/864*%u"2%v " 2%z
-2185/3456%u*v " 3%z+425/2304*v"4*z+271/3456%u"3*%z"2
+397/1152*u"2%v*z"2+1649/3456*u*xv 2%z~ 2+115/1152*v"3*z"2,
u”4*v-2873/6912*xu"4%z-6061/3456*%u"3*v*z-251/864*u"2%v" 2%z
+3757/3456%u*v " 3*z-1445/2304%v " 4*z+2261/3456%u"3%z"2
+383/1152*u"2%v*z"2-725/3456%uxv 2%z~ 2+257/1152*v"3*z"2,
u~5-17851/6912%u"4*z-4319/3456%u” 3*v*z-187/864%u”2*v " 2%z
-289/3456*%u*v "~ 3%z+4913/2304%v " 4*z+4855/3456%u" 3%z~ 2
+3589/1152*%u”2xv*z"2-2935/3456%u*v " 2%z~ 2-3077/1152%v"3*z"2}}
I(Cs5) =

ideal (x_1*x_3-x_0*x_4+5/17*x_1*x_4-144/289%x_2*x_4
+720/4913*x_3%x 4-175/4913%x_4~2-5/17*x_0*x_5
+144/289%x_1*x _5-720/4913*x 2%x 5+175/4913*x_3*x 5,

X 2%x_3-x_1*x 4+5/17*x 2xx 4-144/289%x_3*x _4+35/289*x 472
-5/17*x_1xx 5+144/289%x_2*x_5-35/289*x_3*x 5,

X_372-x_2%x _4+5/17*x_3%x_4-T7/17*x_4"2-5/17*x_2*x_5
+7/17*x_3%x_5,x_0*x_2-3%x_0*x_4+2*x_1*x_4-61/17*x_2*x_4
-36269/41616%x_3*x_4+71129/41616%x_ 4" 2-2*x_0*x_5
+10/17*x_1%x_5+77885/41616*x_2xx_5-279209/41616%x_3*x_5
—4*xx 572 ,x_1xx_2+2*x_0%x_4-25/289*x_1%x_4+11266/4913*x_2*x_4
+7080/83521*x_3*x_4-11111021/12027024*x_4"2+314/289*x_0*x_5
-1440/4913*x_1*x_5+76441/83521*x_2*x_5+47192093/12027024*x_3*x_5
+x_4*x_5+2%x 572,

X_0%xX_3+2%x_0%x_4+2%x_2%x_4+7/17+x_3%x_4-2557/2448%x_4"2
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+x_0*x_5+10/17*x_2%x_5+9901/2448*x_3*x_b+x_4*x _5+2%x_ 572,
X_272-x_0*x_4+5/17*x_1*x_4-169/289*x_2*x_4+2035/4913*x_3*x_4
-1183/4913%x_4"2-5/17*x_0*x_5+169/289*x_1*x 5
-2035/4913%x 2xx 5+1183/4913*x_3*x 5,

X _0*x_1+6%x 0*x 4-61/17*x_1xx 4+213427/41616%x 2%x 4
+465721/707472+x_3%x_4-1389109/707472*%x 4~ 2+61/17*x_0*x_5
+77885/41616%x_1*xx_5-1880665/707472*x_2*x_5
+7756357/707472*%x_3*x_5-x_4*x_5+6%x 572,
x_172-3*x_0%x_4+9951/4913*x_1*x_4-309868/83521*x 2%x 4
-135991837/204459408%x_3*x_4+324926089/204459408%*x_4"2
-9951/4913*x_0%x_5+59305/83521*x_1*x_5+340451245/204459408
*xx_2%x_5-1347223129/204459408*x_3*x_5-4%x 572,

x_072-12%x _0*x_4+595/144*x_1*x 4-1591/144%x 2%x 4
-2101/2448%x_3*x_4+3433/816*x_4"~2-451/144*x_0*x_5

-425/144%x _1xx _5+9445/2448%x 2xx 5-18937/816%x_3*x_5-12%x 572)
I(C3) =

ideal (y_172-4913/2825%y_0*y_2+8381/5650%y_2"2-8381/5650*y_1*y_3,
y_0%y_1-1224/2825%y_0%y_2+4913/5650%y_2"2-4913/5650%y_1%y_3,
y_0"2-5429/5650%y_0*y_2+1/2y_1xy_2+612/2825%y_2"2
-1/2%y_0%y_3-612/2825*y_1*y_3)

U =

{{45985680*u"~5+215331877*u"4*v+311616851*u"3*v"2
+441575527*u"2xv"3+217238121*u*xv"4-183751113*%u"4x*z
-600034516*u"3*v*z-960344110*%u”~2*v"2*z-604357956*u*v "~ 3%z
-115008417%v"4*z+166889697*u"~ 3%z~ 2+494282191%u"2*v*z"2
+444425067*u*v " 2%z 2+126151101%v"3*z"2},
{4151485%u"5+63294179%u"~4*v+176273527*u"3*v"2+14901129*u"2*v"3
-54121608*u*xv~4-35383426*u"4*xz-238840582*u"3*v*z
-181731870%u”2*v"2%z+18305838*u*v " 3*z+28652616*v " 4*z
+63932869*%u” 3%z~ 2+95995107*u” 2*xv*xz"2+40989159%u*xv " 2%z~ 2
+3581577*v"3%z"2}}

v =

{{-6324578209345*y_0"7+1021893387221628*y_0"6*y_1
-67705153953102797*y_0"5%y_1"2+2413936020780449384*y_0"4*y_1"3
-50385630890275418379*y_0"3*y_1"4+618549841783456745668*y_0"2*y_1"5
-4148014567927751691303*y_0*y_1"6+11746424186836712181144%y_1°7},

{-10208153640960*y_0"7+1728706262544629*y_0"6*y_1
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-120963580443373716*y_0"5%y_1"2+4578810390044983009*y_0"4*y_1"3
-101886524341292885824*y_0~3*y_1"4+1338233180172044707815%y_0"2*%y_1"5
-9634449235519651619948*y_0*y_1"6+29390949548429238590595%y_1"7},

{7882665320448*y_0"7-1076199878062080*y_0"6%y_1
+63199130919800832*y_0~5*xy_1"2-2067218782675365888*y_0"4*y_1"3
+40639462331627298816*y_0"3*y_1"4-479792577361215320064*y_0"2*y_1"5
+3147664716788792057856xy_0*y_1"6-8847184297266383745024*y_1"7}}

146



25.2 Hohe der Parametrisierung

Fiir verschiedene Parametrisierungsverfahren wird die Hohe der erzeugten Pa-
rametrisierungen verglichen. Mit der Hohe wird der betragsméfig grofite Ko-
effizient bezeichnet. Bei Hohe groBer als 10'® wird nur noch die nichstgroBere
Potenz 10™ angegeben. Fiir die Funktion otpar aus Abschnitt 30, die das Para-
metrisierungsverfahren aus Abschnitt 19.2 implementiert, ist die Hohe htytpar
angegeben, fiir die Funktion impl2para mit Option optimal = true aus dem
CAS A-Paket (Research Institute for Symbolic Computation (RISC-Linz) Uni-
versity of Linz) ist die Hohe htcasa angegeben, und fir die Funktion ratpar
aus dem Maple-Paket von Mark von Hoeij ist die Hohe ht,qipqr angegeben.

Beispiel htotpar htCASA htratpar

1 8 42..129600(*a) 8

2 2 2...1552(*D) 2

3 4 40 107897

4 233056107409  (*c) 48363799763090833
7 1038 (*e) 1017710450 10395

9 14 14..1016(%d) 14

10 75682415 1083 10607

12 67207 (*c) 104597230974186079
13 94314375 1395645771776 10394

16 1024 1019 101620

(*a) Liefert Ergebnisse mit verschiedenen Hohen : 42, 1584, 107552, 129600
jeweils mit unnétiger algebraischer Korpererweiterung vom Grad 2, u.a

(*b) Liefert Ergebnisse mit verschiedenen Hohen: 2, 22, 88 und 1552 mit unnoti-
ger algebraischer Korpererweiterung vom Grad 2, u.a.

(*c) keine Antwort

(*d) Liefert Ergebnisse mit verschiedenen Hohen : 14, 44, 456, 8319, 13080,
27084, 75696, 4029060017201439.

(*e) mit Funktion otpar3 aus Abschnitt 30.2. Die Funktion otpar liefert eine
Hohe von 10%8.

Bei Beispiel 10 und 13 ist htoepar angegeben mit weiterer Optimierung gemaf
Abschnitt 18 (der zweite Teil des Verfahrens, der Faktorisierung verwendet,
ist noch nicht implementiert, aufgrund des unfertigen Faktorisierungsalgorith-
mus in Macaulay 2). Ohne den zweiten Schritt erhdlt man eine Hohe von
1222571625000 bei Beispiel 10 und 58946484375 bei Beispiel 13. Siehe dazu
auch den letzten Abschnitt 25.1 Punkt (10).

25.3 Rechenzeiten

Fiir verschiedene Parametrisierungsverfahren werden die Rechenzeiten vergli-
chen. Fiir die Funktion par3 aus Abschnitt 30.2, die das Parametrisierungs-
verfahren aus Abschnitt 19.3 implementiert, ist die Rechenzeit T},3 angege-
ben. Diese setzt sich zusammen aus der Zeit zur Berechnung des adjungierten
Ideals Tpq4; und der Zeit T3 zur Berechnung einer Parametrisierung daraus, also
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Tpars = Taqj +Tp3. Fiir die Funktion impl2para mit Option optimal = true aus
aus dem C'AS A-Paket ist die Rechenzeit Toaga angegeben.

Beispiel Tpars/sec Tcasa/sec

1 0.65 6.1...99
3 1.03 1.9

7 25.06 338

9 1.19 1.8

10 2.91 17.0

12 61.22 (xa)

13 21.14 30.8

14 206.33 (xa)

16 20.0 41

(*a) Abbruch mit Fehlermeldung.

Im folgenden wird die Rechenzeit T}q,3 in Toq; und Tp3 aufgeschliisselt. Au-
Berdem wird die Funktion par3 aus Abschnitt 30.2, die das Parametrisierungs-
verfahren aus Abschnitt 19.3 implementiert, mit der Funktion par aus Abschnitt
30.1, die das Parametrisierungsverfahren aus Abschnitt 19.2 implementiert ver-
glichen. Zu diesem Zweck wird die Zeit T, angegeben, die par zur Berechnung
einer Parametrisierung aus dem adjungierten Ideal bendétigt. Die Berechnung
des adjungierten Ideals unterscheidet sich bei par und par3 nicht.

Beispiel Tpers/sec Toqi/sec  Tps/sec T,/ sec

1 0.65 0.17 0.48 0.71

3 1.03 0.57 0.56 0.73

7 25.06 17.17 7.89 1626.34
9 1.19 0.23 0.96 0.96

10 291 1.71 1.2 2.36

12 61.22 5.34 55.88 112.66
13 21.14 11.32 9.82 10.94
14 206.33 3.61 202.72 261.96
16 20.0 10.14 9.86 51.71

26 Suche eines rationalen Punktes auf einer Konik

Der Algorithmus aus Abschnitt 15, der in Abschnitt 29 implementiert ist, wird
verwendet, um einen rationalen Punkt P auf der Konik
y-0"2+1432801/568141*y_0*y_1-48806/568141*y_1"2
-111119562684/182111347999*y_0*y_2+20623467408/182111347999*y_1*y_2
+41120938700/182111347999%y_2"2=0
zu finden. Verwende die Notation aus Abschnitt 15. Zunéchst transformiert
der Algorithmus die Konik auf
5xy_072-5342798677*y_1"2+180275418451030495759918*y_2"2=0
Im folgenden ist jeweils a, b, ¢ und J (a,b,¢) angegeben fiir die sukzessive
erzeugten Koniken
axy_072+bxy_1"2+c*xy_272=0
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in der Form a, b, ¢, J (a, b, c):
5, -b5342798677, 180275418451030495759918, 901377092255152478799590
1, -26713993385, 5722207299751752127049, 5722207299751752127049

-26713993385, 1179055104756428646019, 1179055104756428646019
-26713993385, 242470420571639544649, 242470420571639544649
-26713993385, 1326972939212206079, 1326972939212206079
-26713993385, 409240296449521, 409240296449521
-5342798677, 1056398745202, 5281993726010
5774544079, -26713993385, 26713993385
-162830602, 5774544079, 5774544079
53263731, -81415301, 162830602
-15344383, 106527462, 106527462
894391, -15344383, 15344383
-228386, 894391, 894391
64777, -114193, 228386
-38785, 129554, 129554
3126, -38785, 38785

1042, -1237, 3711
-101, 1563, 3126
31, -202, 202
-7, 31, 31
3, -7, 7

1, -1, 3, 3
Im letzten Schritt ist @ = 0.
Man bekommt:
P =(420295787440776992574749020866127383160504654870436800918701963
364171631959903841659487765107001980972793567628831323120501861230:
211485639915374298155583360444383989166044481542953905770715609922
50712643280887786043891921508357629610132729027432028236646679776:
48835544765800610925269517638894017002062770010115252097006966307637
48829561792953978107070770982706894046161219436954457022755553)

e v e e e e .

-

e e e e e e .

P PP NWOFRPRPNNRPPRPPRPNNR,RPR,OOR, PR PR
M

.

27 Plots

Bei jedem Plot ist die Beispielnummer angegeben und auflerdem

Gleichung der Kurve F' = 0 mit F' € Q [u, v, 2]
Singularititen in der Form [Koordinaten, Multiplizitit, Verzweigungsindex]

Yy
Parametrisierung in der Form LV mit Wo, Uy, Uy € Q[r-0,71]
L2
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Beispiel 1:

VT4-2*%u"3%xz+3%xu" 2%z 2-2%v " 2*%z"2 = 0
(f1,1,11,2,11,001,-1,11,2,11,[[0,0,1]1,2,1]

{-3*r_074+8%r_0"2*r_1"2-4%r_1"4}
{-6%r_0"3*r_1+4*r_O*r_1"3}

{-(2*%r_0"4)}
2
1l
ol
1t
-272 1 0 1
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Beispiel 2:

(v"2-u*xz)"2-u"3*z = 0
([0,0,1],2,3]

{r_0~4-2%r_0~2*r_1~2+r_1°4}
{r_0"3*r_1-r_0*r_1"3}
{r_0~4}

1.5

0.5t

v 0

-0.5+

-1.5.1.5 -1 -0.5 0 0.5
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Beispiel 3:

VT BH+2%uwkv T 2%z T 2+ 2%ukv T 3% zHu T 2% vkz " 2-4%u " 3% vkz+2*%u"h = 0
(fo,0,11,3,3],

[[-1,1,11,2,1], [[RootO0f (T"2-T+1) ,-1+Root0f (T~ 2-T+1),1],2,1]
{y-0"4*y_1-2xy_0"3*y_1"2}
{-2%y_0"2xy_1"3+4%y_Oxy_1-4}

{y-0"5-4*y_1°5}}

1.5

0. 51

-0.5°15 -1 -0.5 0 0.5
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Beispiel 7:

36%u"7+64*xu”6*v+1440%u”5*v"2+216*xu"4*xv"3+120*%u"3*v"4

+1728*%u”2*%v " 5+243*%u*xv"6+36%v"7-96%u"6%z+108*u"5*v*z

+ 16%u”4*v " 2%z+576%u”3%v " 3*kz+216%u" 2% v " 4d*xz—-12%u*xv " 5*z

+ 216*%v"6%z+88%u"b*xz"2+3456%u"4*xvkz"2+243*%u"3%xv 2%z~ 2
+ 124*%u” 2%V~ 3%z " 2+3816%uxv 4%z 2+297*v " bxz"2+162*xu"4*z"3
= 20%u”3*v*z " 3+936*%u” 2%V " 2%z " 3+342*%u*v " 3%z 3-96%v "4*xz" 3

+ 1944%u"3%z"4+81*%u”2*%v*xz"4-32*%uxv " 2%z~ 4+1536%v 3%z~ 4

=0

(fo,0,11,3,3]1,
[[RootOf (T"3-4),-1/2*Root0£f(T"3-4)"2,1],2,1],
[[RootOf (T"2-T+1) ,-1+Root0£f(T"2-T+1),1],3,3],
(f-1,1,11,3,3]

{{11457360458878749696%y_0"~7+12965201964117619794432%y_0"6*y_1
+9250393137027435382931136%y_0"5%y_1"2+4829156341995171523293350
208*y_0~4%y_1"3+1687453738018947613580455822896%y_0"3*y_1~4
+448153361575478229854715218502192%y_0"2*y_1~5+79736695418472445
886767253963210331%y_0*y_1"6+63114362983593286067243096511347657
70%y_1°7},
{-4244077860615515136%y_0"7-8744668809686929020672%y_0"~6*y_1
~9596123243312035056181056%y_0~5+y_1~2-6872008996879122437240194
608*y_0~4%y_1"3-3529032222759874271239227849216%y_0"3*y_1~4
~1259312803373074488432707328641082%y_0~2+y_1"5-3115987799285080
91596372983563265696%y_0*y_1~6-449111237160138024985206637663562
71320%y_1°7},
{5052780256863450112+y_0~7+7844847263181688946176%y_0"6*y_1
+7262668627630899387355776+y_0"5%y_1"2+4113085052214588627966614
528*y_0~4*y_1"3+1634881014545893764035219487068*y_0"~3*y_1~4+4514
69004436357923994649705368416%y_0"2%y_1~5+6573272700893688846801
8732153009776%y_0*y_1"6+6477092927837872957011452071323240157+y_1°7}}
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Beispiel 11:

-24135/322%u~6-532037/6440%u"5*v+139459/560*u"~4*v"2-1464887/12880
*U" 3%y~ 3+72187/25760*u”~2%v"4+9/8%u*xv"5+1/8*%v"6-403511/3220*%u" 5%z
-40817/920*%u"4*v*z+10059/80*u"3*v "~ 2%z-35445/1288*%u"2*v"3%z+19/4
*uxv " 4xz+3/4*v " 5%z-20743/805%u" 4%z~ 2+126379/3220*u" 3*v*z"2
-423417/6440%u"2*%v " 2%z~ 2+11/2*%u*xv " 3%z~ 2+3/2*%v " 4xz"2
+3443/140%u" 3%z~ 3+u" 2% v*z " 3+uxv " 2*xz " 3+v " 3%z~ 3
=0

fo,-2,11,3,31,
(01,2,11,2,11,002/7,-2/7,11,2,11,[[-2,-2,1],2,1],
(fo,0,11,3,31,

([-1,0,1],2,1]

{{60001312478141565423717004132071380745690292852679587984975611
4796026736083292922472580185270870994120521731839815743632656*y_0"6
+229248486890420266629644276021068366742040870549292705981069888
4685775214357454136734362639193470590428639594522*y_0"5*y_1
+351284496564297993364181775165527361560427278556541650614952577
1557893478644409136680146334531873360*y_0"4*y_1"2+26938744996644
1692020634588432002819646499066197411109791135755157398552865290
5506180960*y_0"3*y_1"3+10276152826638952022505584837090467304318
60521519374438964526374221780349440%y_0"2*y_174+1505719212214714
39967013967509240416450780156615673536739581952*y_0*y_1"5-287873

6670912444478563194020798937628991353225216*y_1"6},
{10625393587229393975175368469636193348241370835587684342266743161
68573223361842082366745342605135398097020423552056683726591*y_0"6
+3739255018136601865039650572518476788023364224423050309740734838
682701271041093483250740827199121614545648040167*y_0"5*y_1+502851
80293473695552864734220709867101547350676887204938127155764509101
98352046045304965787801456210*y_0"4*y_1"2+30545768171920384238165
82836487902292895588104965074575235689417414209505847432289422560
*y_073%y_1"3+6209059714293910734836675832943737250339414848801141
17581795601908781667840*y_0"2*y_1"4-13863195779882914804794347351
6414599770670605636400634548758528*y_0*y_1"5-57426395315988923016

076605883899946428655253323776%y_1"6},
{2645799220846368287897372338321313182316429460856979123353810468
913521417057787580703689145059067461040417861878175776260129/2*%y_0"6
+1086858953444094467165282428797954356488696932375890096576310361
5877477820329332832066802926219940701052826806573/2xy_0"5*y_1+878
68123529833990123850898981988018060236436821370406242213698577000
76658517604682248087521453228995%y_0"4xy_1"2+70275231544324251188
57841484319154291708441097812087197138614511379914592230316212698
320*y_0"3*y_1"3+2828099682689730839877201802418220071626794277729
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027966878238092647929116480*y_0"2*y_1"4+4973106997731063687179168
96220699738896024728675608708319248384*y_0*y_1"5+2046272482391497
2617203980136035494578481760534528*y_1"6}}
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Beispiel 12:

U 9HuT TRV 2-uT6*v T 3-6%u" 5k v T 4+3%u"4xv T 5+4*u” 3% v 6-3%u"2%v "7
—ukV T 8+v T 9+H4Ku T 8% z—u T Tk vkzZ+5k U6k v T 2k z+ 9k u "5k v T 3%kz-21ku"4*v " 4*z
—6%Uu" 3%V " 5*z+16%U" 2%V 6% Z+uxv " 7*Z-5*xv " 8%z+6*xu"7T*z"2-4*u” 6% v*z"2

+3*%u"bxv T 2%z 2+30%u"4*xv " 3%z 2-12%u" 3% v " 4*xz"2-27*u"2%v " b*xz"2

+6*u*v 6%z 2+10%v " 7*z"2+4%u" 6%z 3-6%u" bk v*kz " 3-8*u"4*v 2%z~ 3
+25%u" 3*%v 3%z 3+15*%u"2%v " 4*xz"3-14*%u*xv"5*z"3-10%v 6%z~ 3+u"5*xz"4
—4¥xu”4xvkz"4-10%Uu" 3%V 2%z 4+2*%u" 2%V " 3%z 4+11*xuxv " 4*z"4+5%xv " 5*xz"4

—U”3%v*z"5-3%u"2%v " 2%z 5-3*%u*xv " 3%z 5-v"4*z"5
=0

{l[0,0,11,4,61,[[-1,1,1],4,61,[[-1,0,1],4,6],
([o,1,1]1,5,10]

{{-y_0"8%y_1-22xy_0"T*y_1"2-203*y_0"6%y_1"3-1038*y_0"5*y_1"4-3238*y_0"4
*y_1°5-6335%y_0"3*y_1"6-7610%y_0"2%y_1"7-5140%y_O*y_1"8-1496*y_1"9},
{y_0"7*y_1°2+18%y_0"6*y_1"3+135%y_0"5*y_1"4+549%y_0"4*y_1"5+1311%y_0"3
*y_1°6+1842%y_0"2ky_1°7+1412xy_0*y_1"8+456%y_1°9},
{y-0"9+29%y_0"8%y_1+361*y_0"T*y_1"2+2536%y_0"6*y_1"3+11109%y_0"5*y_1"4
+31543%y_0"4*y_1"5+58155%y_0"3%y_1"6+67207+y_0"2*y_1"7+44203*y_0*y_1°8
+12611*y_1°9}}
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Beispiel 13:

1251%v 4%z~ 3+5184*u*v " 3%z~ 3+5354%u"2*%v" 2%z~ 3+115*xu"4*z"3
—9552*uxv " 4*xz"2-22496%u" 2%V " 3%z~ 2-5424*u" 3%y " 2*xz"2
-160*u~4*xv*xz~2+22080%u"2*v " 4*kz+17472xu"3%v " 3%z-13824*u"3*xv~"4
=0

[[—1/37 1/3, 1}72, 1]7 [[3/2, 1/2, 1],2, 1]7 [[0707 1]7476]
[[_1’070}’373}’ [[07 130]7333]7
[[1,1,1],2,1]

{{3375%y_0"7+126225%y_0"6+y1+1919835%y_0"5%y1"2
+14942965%y_0"4xy1~3+63449389%y_0"3xy1°4+149578803
*y_0"2%y1°5+185135625%y_0*y1~6+94314375y1°7},
{~64%y_0xy1~2% (225%y_0~4+5520%y_0~3%y1+47050%y_0"2*y1~2
+137448%y_0xy1°3+139725%y1°4) },

{-18432%y_0%y1~3% (15%y_0"3+193%y_0"2%y1+661%y 0%y1~2+675%y1°3) }}
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Beispiel 15:

U~ 10+6%u”9%v-30*%u~7*v"3-15%xu”6*v "4+u”5*v " 5+uT4*v 6+6*u”3*%v"7
+u” 2%V T 8+7*u*v " 9+v T 10+5%u” 9k z+24%u" 8% vxz—-30*u” 7*v " 2%xz-120%u"6*v " 3%z
—43%u"5xv " 4xz+5xu"4*xv " 5xz+20%U” 3% v " 6*kz+10%u" 2% v " 7*kz+29*%uxv " 8%z
+5%v " 9%z+10%u" 8%z " 2+36*u” 7Tk vkz"2-105*%u" 6% v 2%z " 2-179*%u"5xv~3*z"2
—38%xu"4*v " 4xz"2+25*%u” 3%V 5*z " 2+25%uT 2% v 6%z 2+46%xuxv " 7*z"2+10%v " 8%z~ 2
+10*u"7*z"3+24*u"6*%v*z " 3-135%u"b*xv 2%z " 3-117*u"4*v"3*z"3-u"3*v 4%z~ 3
+25%xu" 2%y " bxz " 3+34*%u*v 6%z~ 3+10%v " 7*z” 3+5%u" 6%z 4+6*xu"b*xv*z"4
=T5%u"4%v " 2%z 4-27*%u" 3*%v " 3%z 4+10%u" 2%V 4*xz"4+11*%uxv " 5xz"4+5%v " 6%z 4
+u"5*z " 5-15%u" 3% v 2%z b+u" 2%v " 3%z " b+uxv " 4*xz"5+v " 5b*xz"5
=0

{[[01_1’1] ’5510] ) [[0,0’1] ,5:10] ) [[_1’011] 55:10] s
[[-1,-1,11,4,61}

{-38812518324554185891606961243172228131906206337226637277037296131
677184738399251462714638571xy_0"10-60000813619346465787083853603246
47854230715256775957108771932697915837779173292327364987402*y_0"9*y_1
-417607193162003351338810927417395596416207973550859586928284843313
543138123896270619641823*y_0"8*y_1"2-172325079011736546344708222360
37224701514036456831528704200945781890420708909109699686780*y_0"7*y_1"3
-466887348723789918634281226557390432076031238435257018161385014141
430025314098570048539*y_0"6*y_1"4-867826453091813127325390010675922
5053769579777383180496396397950337927966005656187937*y_0"5*y_1"5-11
2074072022403857906126341909470223454525968339077728918587604971069
226879994299059*y_0"4*y_176-992966184021515813301293253509240185403
301135668103404839889076897174466685909262*y_0"3*y_1"7-577625848074
9900821441256177323295362332725692691342643228614293487665216395254
*y_072%y_178-199217761714411620068552580909554206246231950156910912
76240421402439581975759*y_0*y_1"9-309338805630668422934821809061441
58687947440655976858513576778309008100945%y_1"10},
{562213720843155432712986800801793408380831337737856079856421544168
39316427650140945820241909*y_0"10+882874324043335270012283771576546
8053962200803913072006913940564557442235968540067451898048*y_0"9*y_1
+624169083875591828574096453614446505268758758588055075042755728268
793954971720217841054687+y_0"8*y_1"2+261611313138208242505178778927
60872789494104154906199097657628528115743226573161519135227*y_0"7+y_1"3
+719906461590892216859206142420283857765830279380498117132132222504
916348805919513503391*y_0"6*y_1"4+135905199768689011366925805410266
80046574549544619852921612673702043531182859997841646*y_0"5*y_1"5
+178251056346833286376352751872282957923045845234292201446972401845
929187324656763932*y_0"4*y_1"6+160387726949257763612903737296010866
8124296217017225920166445808661615251191510768*y_0"3*y_1"7+94750273
8217433139550433738440534032057218749951988734741340148195975051216
5484xy_0"2*xy_1"8+33185488223969866405359612793290398689009745969666
142130977325486988967003669*y_0*y_1~9+52327712865878243899801522463
621280101660502538391746259672254071434469870*y_1"10},
{127586313937626726363006033620726278367040198849906367189767685549
493937100485438075183642901*y_0710+19915062339161053457747385423710
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270381567926646844008465791546518051665009485882109810886112*y_0"9*y_1
+139934250020709660688459522887672879194608244690570369304556331770
7274608295262645823469588*y_0"8*y_1"2+58286745722040410227675602241
370217632700039914162250840767569759490796502486954733440542*y_0"7*y_1~3
+159377460397734603882813828054235431598766942473622314866616700578
6816356964069242409263*y_0"6*y_1"4+29892607508769793033038732807034
994699979384625581214562109934959654917215700719598367*y_0"5*y_1"5
+389465732195327932857156199281131373062573250659973741256919073984
971328996151808019*y_0"4*y_1"6+348051260228741013438888191228183209
78060132436174479205256719660133478169551564722%y_0"3*y_1"7+20417655
8897407007151579047479735084280343848124851993068116002943301729227
40629%y_0"2%y_1"8+7099668363054500149948844423374390248912728747873
4597971034672314866220877217+y_0*y_1"9+1111193687568049271214859976
08018154172072885741136750983906255591623042881*y_1"10}}
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Beispiel 16:

2% T7+UT 6% v+3kUT5* v T 2+u 4% v T 3+2*%u” 3% v T 4+u" 2% v T b +2%uxv T 6+v "7
-7780247/995328*%u"6*z-78641/9216*%u"5*%v*z-10892131/995328*u"4*v " 2%z
-329821/31104*u"3*v"3%z-953807/331776%u"2%v"4xz-712429/248832*u*v 5%z
+1537741/331776*v"6%z+2340431/248832%u" 5%z~ 2+5154337/248832*u"4*xv*z"2

+658981/41472xu"3*%v" 2%z~ 2+1737757/124416%u”2*xv"3*%z"2
-1234733/248832*%u*v 4%z~ 2-1328329/82944xv 5%z~ 2-818747/248832*u"4*z"3
-1822879/124416%u"3%v*xz~3-415337/31104*u"2*v"2*z"3
+1002655/124416*u*xv " 3%z~ 3+849025/82944*v 4%z~ 3
=0

[[O)O,l] )4,6] b
tf1,1,11,3,31,00-1/3,1/3,11,3,31, [[3/2,1/2,1],3,3]

{{-6324578209345*y_0"7+1021893387221628*y_0"6*y_1
-67705153953102797+y_0"5*y_1"2+2413936020780449384*y_0"4*y_1"3
-50385630890275418379*y_0"3*y_1"4+618549841783456745668*y_0"2*y_1"5
-4148014567927751691303*y_0*y_1"6+11746424186836712181144%y_1"7},
{-10208153640960*y_0"7+1728706262544629*y_0"6*y_1
-120963580443373716*y_0"5%y_1"2+4578810390044983009*y_0"4*y_1"3
-101886524341292885824*y_0"3*y_1"4+1338233180172044707815*y_0"2*xy_1"5
-9634449235519651619948*y_0*y_1"6+29390949548429238590595*y_1"7},
{7882665320448*y_0"7-1076199878062080*y_0"6*y_1
+63199130919800832*y_0"5*xy_1"2-2067218782675365888*y_0"4*y_1"3
+40639462331627298816*y_0"3*y_1"4-479792577361215320064*y_0"2*y_1"5
+3147664716788792057856%y_0*y_1"6-8847184297266383745024*y_1"7}}
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Teil V
Skripten

28 Berechnung des adjungierten Ideals

28.1 Berechnung des adjungierten Ideals mit Saturierung

Die folgende Funktion berechnet mit dem Verfahren aus Abschnitt 11.4 das
adjungierte Ideal fiir eine ebene projektive Kurve mit nur gewohnlichen Mehr-
fachpunkten:

—-- Funktion adjs

—-- Parameter:

—-- eine 1x1-Matrix, die die Gleichung einer projektiven

-- irred. ebenen Kurve mit nur gewoehnlichen Mehrfachpunkten
enthaelt

—-- Ausgabe:

-- eine Liste mit 2 Elementen

—-- das erste Element ist eine Liste, mit Elementen der

-- Form {Ideal der m-fach-Punkte,Anzahl der m-fach-Punkte,m}

-- das zweite Element ist eine Matrix, die die minimalen Erzeuger
-- des adjungierten Ideals enthaelt

adjs=method ()

adjs(Matrix) :=(m0)->(
Rx:=ring mO;

n:=quote n;

q:=quote q;

Ji:=quote Ji;

Tadj:=quote Iadj;

gb:=quote gb;

mIadj:=quote mIadj;

l:=quote 1;

rd:=quote rd;

anzge:=quote anzge;
Iia:=quote Iia;

maxs:=quote maxs;

sm:=quote sm;

ap:=quote ap;
n=(degree(m0_(0,0)))#0;

q=1;

Ji={0};

Jd=diff (vars Rx,m0);

while (g<n+l and (ideal Jd)!=(ideal(vars Rx)) ~(n-q))
do (Ji=append(Ji,mingens ideal Jd),Jd=diff(vars Rx,Jd),q=q+1);
Iadj=(ideal(vars Rx))"(n-q);
q=q-1;
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qb=q;

Ti={};

maxs=(n-1)*(n-2);

sm=0;

while (g>0 and sm<maxs) do (

mIadj=mingens Iadj;

if ((g==1) and (n>5)) then mIadj=Ji#2;

anzge=rank source mladj;
1=deepSplice({-anzge..-1})-deepSplice({1..anzge});
rd=random(Rx"1,Rx"{-anzge-1});

while (rank source compress transpose rd)!=(rank source
transpose rd) do (rd=random(Rx"1,Rx"{-anzge-1}));
te=(mIadj*rd)_(0,0);

Iia=saturate(ideal Ji#(q),ideal te);
Tadj=intersect(Iia”q,Iadj);

if TIia!=(ideal substitute(matrix {{1}},Rx)) then (
ap=anzp(Iia);

sm=sm+ap*q* (q+1) ;

Ii=append(Ii,{Iia,ap,q+1});

print {name Iia,ap,q+l}

)3

q=q-1);

while (q>0) do (

Ii=append(Ii,{ideal substitute(matrix {{1}},Rx),0,q+1});
q=q9-1);

{Ii,mingens Iadj})

anzp=method ()

anzp(Ideal) :=(idt)->(

Rx:=ring idt;

Kr:=Rx/idt;

Ry:=K[y-0,y-11;

rd:=transpose substitute(random(Rx~{0,0},Rx"{-1}),Kr);
rh:=map (Kr,Ry,rd) ;

ge:=gens ker rh;

(degree ge_(0,0))#0)

-- Bsp:

-- K=QQ

-- Rx=K[u,v,z]

-- mO=matrix {{v 4-2xu"3*z+3*u"2*z"2-2%v"2%z"2}}

-- mO=matrix {{v 5+2%uxv 2%z 2+2%uxv " 3*z+u"2%vkz 2-4*u"3*v*z

+2*xu”5}}

-- mO=matrix {{36%u"7+64*u"6xv+1440%u"5*v 2+216%u"4*v"3+120%
U”3%vT4+1728*%u” 2% v " 5+243*%uxv " 6+36%v " 7T-96%u" 6*xz+108*u”5*vkz+1
6*U”"4*v " 2%z+576*%u" 3%V 3*%z+216%u" 2%V " 4*xz—-12*%u*v " 5xz+216%v 6%z
+88*u”" 5%z 2+3456%xu"4*v*xz " 2+243% U 3k v " 2%z 2+124%u" 2%v " 3%z"2+3
816xuxv 4%z~ 2+297*v " b*xz"2+162*%xu" 4%z~ 3-20%u" 3*v*z"3+936%u" 2*v
2%z 3+342%uxv " 3%z 3-96%V 4%z 3+1944%u" 3%z 4+81*xu"2%v*z"4-32

*ukxv 2%z 4+1536%v" 3%z 4}}

-- mO=matrix {{u 5*v 5+21%u"5*v"4xz-36%u"4*v 5xz-19%u"5*v 3%
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Z"2+12%u"4xv " 4xz " 2+57*u” 3% v " 5*z " 2+u" 5% v 2%z 3+u"4*xv " 3%z~ 3-53
*UT 3%V 4%z 3-19%u" 2% v " bkz " 3+u" bk vkzT4+43*%u” 3k v " 3*kz T 4+ukv bz
"4+u”5*z"5-15%u" 3%V 2%z 5+u"24v"3xz 5+u*v 4%z 5+v" 5%z 5} }

-- mO=matrix {{u"4-14%u"2%v"2+v 4+8%u"2*v*z+8*v"3*z}}

-- mO=matrix {{14440%u"5-16227*u"4*v+10812*u"3*v"2-13533%u"2
*v " 3+3610*%uxv"4+1805%v"5+14440%u"4*z-18032*%u" 3*xv*z+16218*u"2
*v " 2%z—12626%uxv " 3%z+3610%v " 4*z+3610%u" 3%z~ 2-4508%u"2*v*z" 2+
B406xu*v " 2%z~ 2-2703*v"3*z"2}}

-- mO=matrix {{u"9+u"7*v"2-u"6%v"3-6*%u"5*v 4+3*u"4*v 5+4%u"3
*VT6-3%U” 2%V T 7 -wkv T 8+v T 9+4ku” 8% z—Uu" T *vkz+5*u”6xv " 2% z+9%u"5*v
"3%xz-21%u"4*v " 4*xz-6%u" 3%V 5*kz+16%u"2%v " 6*z+uxv " 7*z-5*v " 8*z+6
*UTT*zZT2-4%UuT 6k vkz T 2+3%u "5k v T 2%z 7 2+30%u"4xv " 3%z 2-12%u" 3%v "4
*Z " 2-27*U" 2%V " b*z"2+6*%u*xv 6%z 2+10%v " 7*z"2+4*u" 6%z 3-6%xu"5*v
*Z"3-8%xu"4*v 2%z 3+25%u" 3%V 3%z " 3+15%xu"2%v " 4xz"3-14*%u*xv " 5xz”
3-10%v 7~ 6%z~ 3+u"b*xz"4-4xu"4*xvkz " 4-10%u" 3k v " 2%z 4+2%u" 2%V " 3%z"
4+11%u*v™4*xz"4+5% v bxz"4-u" 3k vkz 5-3*%u”2%v 2%z 5-3%uxv~3%z"5
-v"4%z"5}}

-- mO=matrix {{-2%u*v 4*z 4+u"4*v 5+12%u"4*v"3xz"2+12%u"2*v"
4xz"3-u"3*v*xz " b+11%xu"3*%v 2%z 4-21%u" 3% v~ 3%z 3-4*u"4*kv*xz"4+2%
U”4*v T 2%z 3-6%xu"4*v T 4xz+u"b*z 4-3*u"b*xv T 2%z 2+u" bk v " 3%z-3*ku*
VT B%z73-24Uu" 2%V " 3%z 4+u"3*v 4%z 2+v"5xz 4} }

-- mO=matrix {{1251*%v 4%z~ 3+5184*u*v"3*z"3+5354%u"2+v 2%z 3+
115%u~ 4%z~ 3-9552%xu*xv 4%z~ 2-22496%u"2*%v " 3%z~ 2-5424*%u"3%xv"2*z"
2-32%115/23*%u"4d*xv*z "~ 2+192%115%u~ 2% v " 4*z+17472*u" 3*%v " 3*z-1382
4xu~3%v-4}}

-- adjs(m0)

28.2 Berechnung des adjungierten Ideals aus einer Ganz-
heitsbasis

Die folgende Funktion berechnet mit dem Verfahren aus Abschnitt 11.1 das
adjungierte Ideal fiir eine ebene projektive Kurve:

—-— Berechnet das adjungierte Ideal einer ebenen Kurve vom Grad n

—-- aus einer Ganzheitsbasis

-- Voraussetzungen fiir den Aufruf:

-— K=QQ

-- R=K[v,ul

-- QR=frac(R)

-— Input:

-— 1. Stelle: Ideal der Kurve, dieses Ideal muss ein

— Ideal in R sein

—-- 2. Stelle: Ganzheitsbasis in einer 1xn-Matrix aus QR

—-- Output:

-- minimale Erzeuger des adjungierten Ideals

adjib=method ()
adjib(Ideal,Matrix):=(I,ib)->(
n=(degree (gens I)_(0,0))#0;
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A=R/I;
QRx=frac(K[ul);
matnum(Matrix) :=(ibmm)->(q=0;ibl={};while g<rank(source (ibmm
)) do (ibl=append(ibl,numerator ibmm_(0,q));q=q+1);matrix {i
bl});
matden(Matrix) :=(ibmm)->(q=0;ibl={};while g<rank(source (ibmm
)) do (ibl=append(ibl,denominator ibmm_(0,q));q=q+1) ;matrix
{ib1l});
rmodA (Matrix) :=(ibm)->(q=0;num=matnum(ibm) ;den=matden(ibm) ;r
snum=substitute(substitute(num,A),R);q=0;ibl={};while gq<rank
(source(ibm)) do (ibl=append(ibl,rsnum_(0,q)/den_(0,q));q=q+
1) ;rs=matrix {ibl};rs);
matdiv(List):=(ibm)->(q=0;ibl={};while g<rank(source (ibm#0))
do (ibl=append(ibl, (ibm#0)_(0,q)/(ibm#1) _(0,q));q=q+1) ;rs=m
atrix {ibl});
cancelm(Matrix) :=(ibm)->(qa=0;1is={};while gqa<rank(source(ib
m)) do (lis=append(lis, (entries(matdiv({matnum(transpose ibm
{qa}) ,matden(transpose ibm_{ga})})))#0);qa=qa+1);transpose
matrix 1lis);
mati(List):=(mai)->(nn=rank source mai#0;ali=deepSplice join
({0.. ((mai)#1-1)},{((mai)#1+1) .. (an-1)}); (mai#0) ali);
dmatij(List) :=(maij)->(det transpose mati({transpose mati({m
aij#0,maij#1}) ,maij#2}));
inverse (Matrix) :=(trmm)->(ix=0;iy=0;1iy={};nn=rank source tr
mm ;dem=det trmm;while ix<nn do (liss={};iy=0;while iy<nn do
(liss=append(liss, (-1) " (iy+ix)*dmatij({trmm,ix,iy})/dem) ;pr
int ix;iy=iy+1);liy=append(liy,liss);ix=ix+1);matrix 1liy);
syminverse(Matrix):=(trmm)—>(ix=O;iy=0;1iy={};nn=rank source
trmm ;dem=det trmm;while ix<nn do (liss={};iy=0;while iy<nn
do (if iy<ix then liss=append(liss, (liy#iy)#ix);if iy>ix-1
then liss=append(liss, (-1)"(iy+ix)*dmatij({trmm,ix,iy})/dem)
;print ix;iy=iy+1);liy=append(liy,liss);ix=ix+1);matrix liy)

RE=QRx[v,a];

input ’’fadjttb’’;
input ’’fadjtttbs’’;
interadj

-- Beispiel:

K=QQ

R=K[v,u]

-- I=ideal matrix {{v"4-2%u"3+3*u~2-2*v"2}}

-- I=ideal (u"5+3*u”~4+3*u”~3+u~2-v"5)

I=ideal (u"7+4*u”6+6%u"5+4*u"4+u~3-v"7)

QR=frac(R)

-- ib=matrix {{1, v, (-1+v"2)/(-1+w), 1/(-1+u)/u*xv"3+(-2+u)/(-1+u) /uxv}}
-- ib=matrix {{1, v, v"2/(u+1), 1/(u+1)/uxv"3, 1/(u+l)"2/uxv"4}}
ib=matrix {{1, v, v"2/(u+1), 1/(u+1)/uxv"3, 1/(u+l) "2/u*v"4,
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1/(u+1)"2/u~2%v"5, 1/(u+1)"3/u"2*v"6}}

adjib(I,ib)

Die Funktion ruft folgende Skripten auf:

fadjtt5:

gl=substitute(ib,RE)
perm=(entries(matrix({deepSplice({-(n-1)..0}) })*-1))#0
mR=((coefficients(transpose gl))#1) _perm

mRI=(substitute(mR,QRx)) -1

trmat (List) :=(1is)-> (ibmn=numerator (ib_(0,1is#0))*numerator(ib_(0,lis#1))
*matnum(ib) ; ibmd=denominator (ib_(0,1is#0))*denominator (ib_(0,lis#1))*
matden(ib) ;rsn=substitute(substitute(ibmn,A),R);rs=matdiv({rsn,ibmd})
;gl=substitute(rs,RE) ;mB=((coefficients(transpose gl))#1) _perm
;mA=(substitute (mR,QRx)) "-1*substitute (mB,QRx) ;mA)

trac(List) :=(1is)->(mB=substitute(((coefficients(transpose
substitute(matdiv({substitute(substitute (numerator(ib_(0,1is#0))
*numerator (ib_(0,1lis#1))*matnum(ib) ,A) ,R) ,denominator (ib_(0,1is#0))
*denominator (ib_(0,lis#1))*matden(ib)}),RE)))#1) perm,QRx) ;tra=mRI_(0,0)
*mB_(0,0) ;qj=1;while qj<n do (qz=0;while gqz<qj+1 do
(tra=tra+mRI_(qj,qz)*mB_(qz,qj) ;qz=qz+1) ;qj=qj+1) ;tra)

bup=openQut ’’aadjtt.txt’’

sy=0

while sy<n do (lix={},sx=0,while sx<n do (if sx<sy then trv=0

;if sx==sy then trv=1/2xtrac({sx,sy});if sx>sy then
trv=trac({sx,sy});lix=append(lix,trv);print sy;sx=sx+1)

;bup<<’’1liy’’ <<sy<<’’=’’<<(name lix)<<endl;sy=sy+1)
bup<<’’trmw=matrix {’’

q=0

while (g<(n-1)) do (bup<<’’liy’’<<q<<’’,’’;q=q+1)
bup<<’’liy’’<<(n-1)<<’’}’’<<endl
bup<<’’trmw=trmw+transpose (trmw) ’’ <<endl

close bup

ffadjttt5:

dfdv=substitute((diff(vars R,gens I))_(0,0),QR)

-- berechne LR Zerlegung von trm

-- Permutationsvektor

prmt=matrix {deepSplice({0..(n-1)})}

pivot(ZZ) :=(spa)->(qu=k;del={};while qu<n do (if (trmw_(qu,s

pa)==0) then del=append(del,infinity);if (trmw_(qu,spa)!=0)

then del=append(del, (degree numerator trmw_(qu,spa))#0);qu=q

u+1) ;k+maxPosition((-1)*del))

permut (List) :=(1ip)-> (k1=1ip#0,rl=1ip#1;perm=join(0. . (min({k

1,r1})-1), (max {k1,rl})..(max {k1l,rl}), (min({kl,r1})+1)..(ma

x({k1,r1P-1), (min {k1,r1})..(min {k1,rl}), (max({kl,r1})+1).
.(n-1)) ;transpose (transpose trmw)_(deepSplice({perm})))

funk(List) :=(11ij)-> (otp=trmw_(1ij#0,1lij#1);if ((1ij#0>k) and
(1ij#1==k)) then otp=(trmw_(1ij#0,1ij#1))/trmw_(k,k);if ((1

ij#0>k) and (1ij#1>k)) then otp=(trmw_(1ij#0,1ij#1))-(trmw_(

k,lij#1))*(trmw_(1ij#0,k))/trmw_(k,k) ;otp)

k=0
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while k<(n-1) do (r=pivot(k);print k;if r!=k then (trmw=perm
ut({k,r}) ;prmt=prmt_(deepSplice({perm}))) ;trmw=matrix(table(
n,n, (i,j)->funk({i,j}))) ;k=k+1)
funkL(List):=(1ijj)->(otp=0;if 1ijj#0>1ijj#1 then otp=trmw_(
1ijj#0,11jj#1) ;0tp)

funkR(List):=(1ijj)->(otp=0;if 1ijj#0<=1ijj#1 then otp=trmw_
(1ijj#0,1ijj#1);0tp)

exR(ZZ) :=(wom)-> (matrix(table(n,n, (i,j)->funkR({i,j}))))
exL(ZZ) :=(wom)->(id_(QRx"n)+matrix(table(n,n, (i, j)->funkL ({i
,IPIN

Pm=transpose (id_(QR"n))_((entries prmt)#0)

ibr=Pm* (transpose rmodA(dfdv*ib))

rst={ibr_(0,0) }

i=1

while i<n do (rstt=ibr_(i,0);j=0;while j<i do (print i;rstt=
rstt-substitute(trmw_(i,j),QR) *rst#j;j=j+1) ;rst=append(rst,r
stt);i=i+1)

ze=matrix {rst}
rst={ze_(0,n-1)/substitute(trmw_(n-1,n-1),QR)}

i=n-2

while i>-1 do (rstt=ze_(0,i);j=i+1l;while j<n do (print j;rst
t=rstt-substitute(trmw_(i,j),QR)*rst#(n-1-j);j=j+1);rstt=rst
t/substitute (trmw_(i,i),QR) ;rst=append(rst,rstt);i=i-1)
adjb=substitute(matrix {rst},R)

adj=mingens ideal adjb

Rx=K[u,v,z]

interadj=homogenize (substitute(adj,Rx),z)

mO=homogenize (substitute(gens I,Rx),z)

28.3 Berechnung des adjungierten Ideals aus der freien
Auflésung des Jacobiideals

Die folgende Funktion berechnet mit dem Verfahren aus Abschnitt 11.3 das
adjungierte Ideal fiir eine ebene projektive Kurve mit nur gew6hnlichen Dop-
pelpunkten:

—-- Funktion: adjres

-- Berechnet minimale Erzeuger des adjungierten Ideals fiir

-- eine ebene rationale Kurve mit nur gewdhnlichen Doppelpunkten

-—- mit Hilfe einer freien Aufldsung des Jacobiideals

—-- Parameter: Matrix mit der Gleichung der Kurve

adjres=method ()

adjres (Matrix) :=(m0)->(
Jf:=quote Jf;

cc:=quote cc;

ke:=quote ke;

Jf=diff (vars ring mO,m0);
cc=res ideal Jf;
RJf=(ring m0)/(ideal Jf);
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m3n=transpose gens trim image transpose matrix
entries cc.dd_3;

mnn=gens trim image m3n;

iadj=ideal mingens ideal syz(substitute(mnn,RJf)
,DegreeLimit=>n-1);

substitute(mingens iadj,ring mO)

—-- folgende Funktion verwendet die alternative Methode:
adjres2=method ()

adjres2(Matrix) :=(m0)->(

Jf:=quote Jf;

cc:=quote cc;

ke:=quote ke;

Jf=diff (vars ring mO,m0);

Rfj=Rx/ideal Jf;

ne2=gens trim image gens trim image substitute(syz Jf,Rfj);
adj=mingens ideal substitute(mingens minors(n-2,syz ne2),Rx)

-- Beispiel:

- K=QQ

— Krd=2Z/3

— Srd=Krd[s,t]

~ 8=K[s,t]

— Rx=K[u,v,z]

—n=7

— mO=substitute(random (Srd~{0},Srd"{-n,-n,-n}),S)
— ff=map(S,Rx,m0)

— je=ker ff

— adjres(mingens ie)

29 Suche eines rationalen Punktes auf einer Konik

Folgende Maple-Funktion rpt testet fiir eine (irreduzible) Konik
axy_072+bxy_Oxy_l+ckxy_172+d*xy_O*y_2+exy_lxy_ 2+f*y _272=0
ob ein rationaler Punkt existiert und findet einen solchen, falls er existiert.
rpt ruft die Funktionen Jwal, rtpt und nrm auf.
readlib(isqrfree):
readlib(numtheory) :

Jval:=proc(a,b,c)

local rt;

if (a<=b and b<=c) then rt:=b fi;
if (a<=c and c<=b) then rt:=c fi;
if (b<=a and a<=c) then rt:=a fi;
if (b<=c and c<=a) then rt:=c fij;
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if (c<=a and a<=b) then rt:=a fij;
if (c<=b and b<=a) then rt:=b fi;
rt
end:
rtpt:=proc(bb,cc)
local tlr,hn,rtt,rtrans,jl,bk,alpha,beta,gammaa,ueberqg4,i,
sqrfac,anzfac,sqfpb,bbsq,sqfpc,fact,expo,ccsq,R1,R2,R3,aaa,
bbb,ccc,gt ,ueberq,ueberq2,ueberq3,r1,4,B,C,Q;
ueberq:=y_0"2+bb*y_1"2+cc*xy_272;
sqrfac:=isqrfree(bb);
anzfac:=nops(sqrfac[2]);
sqfpb:=sqrfac[1];
for i from 1 to anzfac do
fact:=sqrfac[2] [i] [1];
expo:=sqrfac[2] [1] [2];
sqfpb:=expand (sqfpb*fact” (expo mod 2))
od;
bbsq:=sqrt (abs(bb/sqfpb)) ;
rtrans:=[y 0,y_1,y_2];
sqrfac:=isqrfree(cc);
anzfac:=nops(sqrfac([2]);
sqfpc:=sqrfac[1];
for i from 1 to anzfac do
fact:=sqrfac[2] [i] [1];
expo:=sqrfac[2] [1] [2];
sqfpc:=expand (sqfpcxfact” (expo mod 2))
od;
bbsq:=sqrt (abs (bb/sqfpb));
ccsq:=sqrt(abs(cc/sqfpc));
ueberq2:=subs(y_1=y_1/bbsq,y_2=y_2/ccsq,ueberq) ;
rtrans:=[rtrans[1] ,rtrans[2]/bbsq,rtrans[3]/ccsql;
gt:=gcd(sqfpb,sqfpc);
aaa:=gt;bbb:=sqfpb/gt;ccc:=sqfpc/gt;
ueberq3:=1/gt*subs (y_0=y_O*gt ,ueberq2) ;
rtrans:=[rtrans[1] ,rtrans[2]/gt,rtrans[3]/gt];
while Jval(abs(aaa*bbb),abs(aaa*xccc),abs(bbb*ccc))>1 do
while abs(aaa)>abs(bbb) or abs(bbb)>abs(ccc) do
if abs(aaa)>abs(bbb) then
bk:=aaa;
aaa:=bbb;
bbb:=bk;
rtrans:=subs(y_0=t_0,y_-1=t_1,rtrans);
rtrans:=subs(t_0=y_1,t_1=y_0,rtrans);
fi;
if abs(bbb)>abs(ccc) then
bk:=bbb;
bbb:=ccc;
ccc:=bk;
rtrans:=subs(y_1=t_1,y_2=t_2,rtrans);
rtrans:=subs(t_1=y_2,t_2=y_1,rtrans);
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fi;

od;
R1:=numtheory[msqrt] (-aaa*bbb,abs(ccc));
R2:=numtheory [msqrt] (-aaa*ccc,abs(bbb));
R3:=numtheory [msqrt] (-bbb*ccc,abs(aaa));

if (R1=FAIL or R2=FAIL or R3=FAIL) then RETURN(FAIL) fi;
r1:=Rl1/aaa mod ccc;

if r1>0 and abs(2*r1)>abs(ccc) then
rl:=ri1-(round(abs(ri/ccc)))*abs(ccc)

fi;

if r1<0 and abs(2*r1)>abs(ccc) then
rl:=r1+(round(abs(ri/ccc)))*abs(ccc)

fi;

Q:=(aaa*r1~2+bbb)/ccc;

if Q=0 then

print (aaa,bbb,ccc,1);
rtrans:=subs(y_0=1,y_1=1,y_2=0,rtrans);
hn:=1lcm(lcm(denom(rtrans[1]) ,denom(rtrans[2])) ,denom(rtrans[3]));
rtrans:=rtrans*hn;
tlr:=gcd(gcd(rtrans[1] ,rtrans[2]) ,rtrans[3]);
RETURN (rtrans/tlr)

fi;

A:=gcd(gcd(aaa*r1~2,bbb),ccc*q);

alpha:=ri/A;

beta:=bbb/A;

B:=aaax*beta;

sqrfac:=isqrfree(Q/A);

anzfac:=nops(sqrfac[2]);

C:=sqrfac[1];

for i from 1 to anzfac do

fact:=sqrfac[2] [1] [1];

expo:=sqrfac[2] [1] [2];

C:=expand (Cxfact” (expo mod 2))

od;

gammaa:=sqrt (abs(Q/A/C));
rtrans:=subs(y_O=A*alpha*t_O-beta*t_1,y_1=t_O+aaa*alpha
*t_1,y_2=C*gammaa*t_2,rtrans) ;
rtrans:=subs(t_0=y_0,t_1=y_1,t_2=y_2,rtrans);
ueberq4:=Axy_0"2+Bxy_1"2+Cxy_272;

print (aaa,bbb,ccc,Jval (abs(aaa*bbb) ,abs(aaa*ccc),

abs (bbbxccc))) ;
aaa:=A;bbb:=B;ccc:=C
od;

if sign(aaa)=-sign(bbb) then rtt:=subs(y_0=1,y_1=1,y_2=0,
rtrans) fi;
if sign(aaa)=-sign(ccc) then rtt:=subs(y_0=1,y_1=0,y_2=1,
rtrans) fi;
if sign(bbb)=-sign(ccc) then rtt:=subs(y-0=0,y_1=1,y_2=1,
rtrans) fi;
hn:=1lcm(lcm(denom(rtt[1]),denom(rtt[2])) ,denom(rtt[3]));
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rtt:=rttx*hn;

tlr:=gcd(ged(rtt[1],rtt[2]),rtt[3]1);

rtt/tlr

end:

rpt:=proc(ueber)

local cs,fs,ds,bs,as,ak,ck,dk,ek,pkt,tpkt,hn,tlr,a,b,c,
d,e,f,teilerc,uebers,nr,uebers2,rtrans,N,di, jj,11,ueberdhl,
ueberdh2,aa,bb,cc;

a:=coeff (ueber,y 072);

b:=coeff (coeff (ueber,y_0),y-1);

:=coeff (ueber,y_172);

:=coeff (coeff (ueber,y 0),y-2);

:=coeff (coeff (ueber,y_1),y.2);

:=coeff (ueber,y 272);
teilerc:=lcm(lcm(lcm(lcm(lcm(denom(f) ,denom(e)) ,denom(d)),
denom(c)) ,denom(b)) ,denom(a));

uebers:=ueber*teilerc;

:=axteilerc;

:=bxteilerc;

H 0O Q0

:=c*teilerc;
:=dxteilerc;
:=exteilerc;
:=fxteilerc;

nr:=-1;

rtrans:=[y 0,y_1,y.2];
if (b~2=4*a*c) then

H 0 0 T e

nr:=0;
uebers2:=uebers;
if ¢=0 then

rtrans:=[-d/2/axe,-(4xaxf-d~2)/4/a,e];
rtrans:=nrm(rtrans);

RETURN (nrm(rtrans))

fi;

if ¢c<>0 then

fs:=4*cxf-e72;

ds:=4*c*d-2*bx*e;
rtrans:=[-fs,-e*xds/2/c+b/2/c*fs,ds];

RETURN (nrm(rtrans))
fi;
fi;
if (d"2=4*axf) then
nr:=1;
uebers2:=uebers;
if f=0 then
rtrans:=[-b/2/axe,e,-(4*xaxc-b"2)/4/al;
RETURN (nrm(rtrans))
fi;

if £<>0 then
cs:=4xf*xc-e"2;
bs:=4*xf*xb-2*xdx*e;
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rtrans:=[-cs,bs,-exbs/2/c+d/2/f*cs];

RETURN (nrm(rtrans))
fi;
fi;
if (e"2=4x*fx*c) then
nr:=2;
uebers2:=uebers;
if c=0 then
rtrans:=[b,-(4xaxf-d"2)/4/f,-d/2/f*b];
RETURN (nrm(rtrans))
fi;

if c¢c<>0 then

as:=4*c*a-b”2;

ds:=4*c*d-2*bx*e;
rtrans:=[ds,-b*ds/2/c+e/2/c*as,-as];

RETURN (nrm(rtrans))

fi;

fi;
N:=4*d*e-4*bx*f;

di:=4*a*xc-b"2;

JJj:=4xc”2%d"2-4xbxckd*e+d*xaxckxe” 2+4*b"2xcxf-16*a*xc”2x*f;
if a=0 and c=0 then
rtrans:=subs(y_0=(t_0+t_1-2%exy_2)/2/b,y_1=(t_0-t_1-2*d
xy_2)/2/b,rtrans) ;

rtrans:=subs(t_0=y 0,t_1=y_1,rtrans);

aa:=1;
bb:=-1;
cc:=-N;
fi;

if a<>0 and c=0 then

rtrans:=[rtrans[2] ,rtrans[1],rtrans[3]];
uebers2:=subs(y_0=t_0,y_1=t_1,uebers);
uebers2:=subs(t_0=y_1,t_1=y_0,uebers2);
ak:=a;

ck:=c;

dk:=d;

ek:=e;

fi;
if ¢<>0 then
ueberdhl:=subs(y_1=(1/(2%c) ) *y_1-(1/(2%c)) *xexy_2-
(1/(2%c) ) *b*y_0,uebers2) ;

ueberdh2:=subs (y_0=((1/di)*y_0-2*d*c/dixy_2+b*e/di*y_2)
,4xc*di*ueberdhl) ;
rtrans:=subs(y_1=(1/(2%c))*y_1-(1/(2%c) ) *xe*xy_2-(1/(2*c))
*b*y_0,rtrans) ;
rtrans:=subs(y_0=((1/di)*y_0-2xd*c/di*y_2+bxe/di*y_2),
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rtrans);

aa:=1;

bb:=di;

cc:=-jj;
fi;

if sign(aa)=sign(bb) and sign(bb)=sign(cc) then
RETURN(FAIL) fi;

pkt:=rtpt(bb,cc);

if pkt=FAIL then RETURN(FAIL) fi;
tpkt:=subs(y_O=pkt[1],y_1=pkt [2],y_-2=pkt[3] ,rtrans) ;
nrm(tpkt)

end:

nrm: =proc (tpkt)

local hn,tlr,tpktil;
hn:=lcm(lcm(denom(tpkt [1]) ,denom(tpkt[2])) ,denom(tpkt[3]));
tpktl:=tpkt*hn;
tlr:=gcd(gcd(tpkt1[1],tpkt1[2]),tpkt1[3]);
tpktl/tlr

end:

30 Parametrisierungsverfahren ausgehend vom
adjungierten Ideal

30.1 Transformation auf eine rationale Normkurve und
Bestimmung eines g;

Im folgenden wird das Parametrisierungsverfahren aus Abschnitt 19 implemen-
tiert. Die Funktionen in diesem Abschnitt rufen die Funktion optpar aus Ab-
schnitt 31 auf.

30.1.1 Birationale Transformation auf eine rationale Normkurve mit

einern.gz:g

-— Funktion rnc:

-— Berechnet zu einer ebenen rationalen Kurve C vom Grad n
-- eine birational aequivalente rationale Normkurve

-- im P~ (n-2)

-- 1.Parameter: 1xl1-Matrix in der die Gleichung von C vom
-- Grad n steht

-- 2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des
adjungierten Ideals stehen

—-- Ausgabe: Ideal der rationalen Normkurve im Ring
-- K[x0..x_(n-2)]

rnc=method ()
rnc (Matrix,Matrix) :=(m0,interadj)->(
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n:=quote n;

ie:=quote ie;
KR:=quote KR;

m:=quote m;
linsys:=quote linsys;
phi:=quote phi;
Rx:=ring mO;
n=(degree(m0_(0,0)))#0;
ie=ideal mO;

KR=Rx/ (ideal (m0)) ;
linsys=substitute(interadj,KR);
m=n-2;

R=K[x_.0..x.m];
phi=map(KR,R,linsys);
gens ker phi)

1.2 Berechnung einer Folge von isomorphen rationalen Normkur-
ven und den entsprechenden Isomorphismen

Funktion rncls

-— Berechnet aus einer rationalen Normkurve RNC im P"m
-— eine Liste von rationalen Normkurven und birationalen
-- Transformationen zwischen den rationalen Normkurven,
-- wobei die letzte der P"1 ist fuer m ungerade

-- oder eine Konik im P"2 fuer m gerade

—— Parameter: Ideal der RNC

—-- Ausgabe: eine Liste

-— 1.Stelle der Liste: eine Liste der Ideale der rationalen

- Normkurven

-— 2.8telle der Liste: eine Liste der birationalen

— Transformationen zwischen den rationalen
-= Normkurven

rncls=method ()
rncls(Ideal):=(i1)->(
ngl:=quote ngl;
n:=quote n;
ngll:=quote ngll;
htrl:=quote htrl;
m4:=quote m4;
htr:=quote htr;
fr:=quote fr;
ia:=quote ia;
cc:=quote cc;
fr:=quote fr;
gte:=quote gte;
lsy:=quote 1lsy;
ngl=mingens il;
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n=(rank source vars ring il)-1;

ngll={};

htrl={};

gte=1;

while ((n>1) and (gte==1)) do (
Ra=K[(entries (vars ring i1)_{0..n})#0];
Rb=K[y. 0..y_(n-2)];

ia=ideal (substitute(ngl,Ra));

cc=res coker gens ia;

j=length cc;

m4=cc.dd_j;

Sca=Ra/ia;

htr=gens (ker (substitute(m4,Sca)));

q=0;

mmm=10"20;

while g<(rank source trm) do (

q9=0;

mon=0;

while qq<(rank target trm) do (
cf=flatten (coefficients trm_(qq,q))#1;
no=(entries substitute(cf*transpose cf,QQ))#0#0;

mo=(numerator no)*(denominator no);

if mo>mon then mon=mo;

9q=qq+1);

if mon<mmm then (mmm=mon;cod=q);

q=q+1);

cod=0;

lsy=matrix entries transpose htr_{cod};
fr=map(Sca,Rb,1lsy);

ngl=mingens ker fr;

ngll=append(ngll,ngl);

htrl=append(htrl,substitute(transpose lsy,ring il));

ngl=substitute(ngl, (vars Ra)_{0..(n-2)});

n=n-2;

if n==2 then gte=0);

if ((rank source vars ring il)-1)==2 then otp={{0},{0}} else
otp={ngll,htrl};

otp)

30.1.3 Berechnung eines g5 bzw. eines gi und Berechnung einer Pa-
rametrisierung iiber einer Konik bzw. dem P!

—-- Funktion 1lsp:

-- Berechnet fiir eine rationale ebene Kurve C vom Grad n und
gegebene Erzeuger

-- des adjungierten Ideals eine Parametrisierung ueber P~1
—-- fuer n ungerade

—-- oder iiber einer Konik fuer n gerade

-- ausgehend von einer birationalen Transformation C->RNC1
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-- und einer Liste von birationalen Transformationen von

—-- rationalen Normkurven:

-— RNC1->...->RNCx, wobei fiir n gerade RNCx einer Konik im
-- P72 ist und fuer n ungerade der P"1 (diese Liste wird von
—-- der Funktion rncls erzeugt)

-- 1.Parameter: 1xl1-Matrix in der die Gleichung von C vom
-- Grad n steht

-- 2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des
-- adjungierten Ideals stehen

-- (und damit die birationale Transformation

-- C->RNC1)

—-- 3.Parameter: obige Liste von birat. Transf. von

-- rationalen Normkurven

—-- Ausgabe: eine Liste

-- 0.Stelle der Liste: Parametrisierung von C in einer 3x1-
-- Matrix ueber P"1 fuer n ungerade

—-- oder iiber einer Konik fuer n gerade

-- 1.Stelle der Liste: Gleichung der Konik fuer n gerade

-- sonst O

-- 2.Stelle der Liste: birationale Transformation C->P~1 bzw.
-- C->Konik

lsp=method ()
lsp(Matrix,Matrix,List) :=(m0,interadj,htrl)->(
m:=quote m;
anztr:=quote anztr;
sl:=quote si;
s2:=quote s2;
ug:=quote ug;
trans:=quote trans;
uvz:=quote uvz;
linsyspar:=quote linsyspar;
linpar:=quote linpar;
q:=quote q;

ri:=quote ri;
cu:=quote cu;
tttmat:=quote tttmat;
tttid:=quote tttid;
ttid:=quote ttid;
graid:=quote graid;
mal:=quote mal;
uvz:=quote uvz;
pp:=quote pp;
mm:=quote mm;
ilngl:=quote ilngl;
iltr:=quote iltr;
nglm:=quote nglm;
mx:=quote mx;
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mdn:=quote mdn;

transfor:=quote transfor;

rdsat2:=quote rdsat2;

m=(rank source interadj)-1;

if m>2 then xvar:=(entries(vars ring htrl#0))#0;

if m<=2 then xvar={};

R2:=K[xvar,y_0..ym];

if denominator(m/2)==1 then trans=transpose substitute(matri

x {{y-0..y2}},R2);

if denominator(m/2)!=1 then trans=transpose substitute(matri
x {{y-0,y-1}},R2);

anztr=#htrl;

i=0;

ug=2-denominator(m/2) ;

if m>2 then (

while (i<anztr) do (

sil=htrl#(anztr-i-1);

s2=substitute(s1,R2);

q=0;

while (q<2+ug+2*i) do (trans=substitute(trans,{y_q=>s2_(q,0)
1 ,q=q+1);

i=i+1;

9=0;

while (q<2+ug+2*i) do (trans=substitute(trans,{xvar#q=>y_q})
,q=q+1) ;

)

uvz=(entries vars ring interadj)#0;

Rpar:=K[uvz,y 0..ym];

linsyspar=substitute(interadj,Rpar) ;
linpar=substitute(trans,Rpar);

q=0;

while (q<m+1) do (linpar=substitute(linpar,{y_g=>linsyspar_(
0,)}),q=q+1);

Rl:=K[uvz,y.0..y_(1+ug)];

ri=substitute(mingens ideal linpar,R1);

Krd=ZZ/11;

rdsat2=substitute (random(Krd" (2+ug) ,Krd~(1)),R1);
ris=ri*rdsat2;

cu=substitute(mO,R1);

tttmat=matrix append(entries ri, (entries substitute(vars(K[y
0..y_(1+ug)1) ,R1))#0);

tttid=minors(2,tttmat) ;

ttid=ideal matrix {append((entries gens tttid)#0,cu-(0,0))};
graid=saturate(ttid,ideal ris);

mal=gens graid;

testll(List) :=(elem)->(di=diff (substitute(matrix vars Rx,R1)
,elem#0);if ((substitute(di,{u=>0,v=>0,z=>0})==di) and (di'=
0)) then true else false);

pp=0;

ilngl={};
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iltr={};

while (pp<rank source mal) do (if substitute(mal_{pp},{u=>0,
v=>0,z=>0})==mal {pp} then ilngl=append(ilngl,pp);pp=pp+1l);
pp=0;

while (pp<rank source mal) do (tesg=testll({mal_(0,pp)});if
tesg==true then iltr=append(iltr,pp),pp=pp+l);

mm=mal_iltr;

nglm=mal_ilngl;

mx=substitute (matrix {uvz},R1l);

mdn=diff (mx,transpose mm) ;

if denominator(m/2)!=1 then transfor=gens ker mdn;
Ry=K[y-0..y_(1+ug)];

if denominator(m/2)==1 then Sngl=Ry/(ideal substitute(nglm,R
y));

if denominator(m/2)==1 then transfor=gens ker substitute(mdn
,Sngl);
{substitute(transfor,Ry),substitute(nglm,Ry),substitute(linp
ar,ring interadj)})

—-- Funktion testpar:

-— Testet fiir eine rationale Kurve C=V(m0O), ob fiir deg(m0)
—-- ungerade eine gegebene

-- birationale Transformation P1->C wirklich eine

—-- Parametrisierung ist und fiir deg(m0) gerade, ob eine

-- gegebene birat. Transf. von einer Konik C2 nach C eine
-- Parametrisierung von C ueber C2 ist

-— 1.Parameter: 1x1-Matrix in der die Gleichung einer ebenen
—-- rationalen Kurve steht

-- 2.Parameter: Parametrisierung der Kurve in einer

—-- 3x1-Matrix iiber dem P1 fir deg(m0) ungerade

-- oder Parametrisierung der Kurve in einer

-- 3x1-Matrix iiber einer Konik fiir deg(m0) gerade

-- 3.Parameter: Gleichung der Konik (fiir deg(mO) ungerade
-- irrelevant)

—-- Ausgabe: eine Nullmatrix falls die birat. Transf. eine
-- Parametrisierung war

testpar=method ()

testpar (Matrix,Matrix,Matrix) :=(m0, paraopt,ueber)->(
uvz:=quote uvz;

transfor:=quote transfor;

test:=quote test;

uvz=(entries vars ring m0)#0;

Rl:=K[uvz, (entries vars ring paraopt)#0];
transfor=substitute(paraopt,Rl);
test=substitute(substitute(m0,R1),{(uvz#0)=>transfor_(0,0), (
uvz#l)=>transfor_(1,0), (uvz#2)=>transfor_(2,0)});

177



if ueber!=0 then Scn:=Rl/ideal (substitute(ueber,Rl));
if ueber!=0 then test=substitute(test,Scn);
test)

—-- Funktion par:

-- Berechnet fiir eine rationale ebene Kurve C vom Grad n und
-—- gegebene Erzeuger des adjungierten Ideals eine

—-- Parametrisierung ueber P1 fuer n ungerade

-- oder iiber einer Konik fuer n gerade

-— 1.Parameter: 1x1-Matrix in der die Gleichung von C vom
-- Grad n steht

-- 2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des
-- adjungierten Ideals stehen

—-— Ausgabe: eine Liste

-— 0.Stelle der Liste: Parametrisierung von C in einer

-- 3x1-Matrix ueber P1 fuer n ungerade

-- oder iliber einer Konik fuer n gerade

-- 1.Stelle der Liste:

-- Gleichung der Konik fuer n gerade sonst O

-- 2.Stelle der Liste: birationale Transformation C->P1 bzw.
-- C->Konik

par=method ()

par (Matrix,Matrix) :=(m0, interadj)->(
il=quote il;

htrl:=quote htrl;

paragl:=quote paragl;

para:=quote para;

ueber:=quote ueber;

paraopt:=quote paraopt;

m:=quote m;

il=ideal rnc(mO,interadj);

m=(degree m0_(0,0))#0-2;

if m==2 then htrl={{0},{0}} else htrl=(rncls(il))#1;
paragl=lsp(mO,interadj,htrl);

paragl)

—-- Funktion otpar:

-- Berechnet fiir eine rationale ebene Kurve C

-- vom Grad n und

-- gegebene Erzeuger des adjungierten Ideals eine
-- Parametrisierung ueber P1 fuer n ungerade

-- oder iiber einer Konik fuer n gerade

—-- optimiert fuer n ungerade diese Parametrisierung

178



-- und testet die Parametrisierung

—-— 1.Parameter: 1x1-Matrix in der die Gleichung von C

-- vom Grad n steht

-- 2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des
-- adjungierten Ideals stehen

—-- Ausgabe: eine Liste

-- 0.Stelle der Liste: Parametrisierung von C in einer
-- 3x1-Matrix ueber P1 fuer n ungerade

-- oder iiber einer Konik fuer n gerade

-- 1.Stelle der Liste:

-— Gleichung der Konik fuer n gerade sonst 0

-- 2.Stelle der Liste: Test der Parametrisierung:

- 0-Matrix falls 0K

otpar=method ()

otpar (Matrix,Matrix) :=(m0,interadj)->(
il=quote il;

htrl:=quote htrl;

paragl:=quote paragl;

para:=quote para;

ueber:=quote ueber;

paraopt:=quote paraopt,

m:=quote m;

il=ideal rnc(mO,interadj);
htrl=(rncls(il))#1;
paragl=lsp(mO,interadj,htrl);
para=paragl#0;

ueber=paragl#1;

print para;

m=(degree m0_(0,0))#0-2;

if denominator(m/2)==1 then paraopt=para;
if denominator(m/2)!=1 then paraopt=optpar(para,ring para);
test=testpar (m0,paraopt,ueber) ;

{paraopt ,ueber,test})

—-— Beispiel:

-- K=QQ

-- Rx=K[u,v,z]

-- mO=matrix {{14440%u"5-16227*u"4*v+10812*u"3*v"2-13533*u"2
*v " 3+3610%u*v"4+1805%v"5+14440%u”~4*z-18032*%u”~3*v*z+16218*u~2
*v " 2%z-12626%u*xv " 3%2z+3610%v " 4*xz+3610%u”" 3%z~ 2-4508*u" 2*v*z" 2+
5406%u*v 2%z~ 2-2703*v"3*z"2}}

-- interadj=(adjs(m0))#1

-- otpar(mO,interadj)

-- par(m0O,interadj)
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30.1.4 Parametrisierung von Koniken

-— Funktion: conicpar
—-- Parametrisiert eine ebene irred. projektive Konik

—-- Input:
-- 1. Stelle: Punkt auf der Konik in einer 1x3-Matrix

ueber ZZ
-- 2. Stelle: Gleichung der Konik in einer 1x1-Matrix mit
- Koeffizienten in QQ
-- 2. Stelle: Polynomring ueber QQ mit 2 Variablen, die die
- Parameter der Parametrisierung der Konik
- sein sollen
—-- QOutput:
-- Parametrisierung der Konik in einer 1x3-Matrix in dem Ring
-- der an der 2. Stelle des Inputs uebergeben wurde

conicpar=method()

conicpar(Matrix,Matrix,Ring) :=(pktc,ueber,Rpar)->(
perm:=quote perm;

Rcp:=quote Rcp;

Rcp=(ring ueber)**Rpar;

Ra:=ring ueber;

rv:=(entries(substitute(vars Rpar,Rcp)))#0;
yv:=(entries(substitute(vars ring ueber,Rcp)))#0;
perm={0,1,2};

if pktc_(0,0)==0 and pktc_(0,1)!=0 then (

pktc=pktc_{1,0,2};

ueber=substitute (ueber,{(vars Ra)_(0,0)=>(vars Ra)_(0,1), (va
rs Ra)_(0,1)=>(vars Ra)_(0,00});

perm={1,0,2}

)3

if pktc_(0,0)==0 and pktc_(0,2)!=0 then (

pktc=pktc_{2,1,0};

ueber=substitute (ueber,{(vars Ra)_(0,0)=>(vars Ra)_(0,2), (va
rs Ra)_(0,2)=>(vars Ra)_(0,00});

perm={2,1,0}

)3

mlts:=matrix {{-pktc_(0,1)*rv#0*yv#0-pktc_(0,2)*rv#l*yv#0+pk
tc_(0,0) *rv#0*yv#l+pktc_(0,0) *rv#l*yv#2}};

mtr:=matrix {{(substitute(ueber,Rcp))_(0,0),mlts_(0,0)}};
mg:=mingens ideal mtr;

ibp:=ideal (yv#0*pktc_(0,1)-yv#1l*pktc_(0,0) ,yv#0*pktc_(0,2)-y
v#2*pktc_(0,0) ,yv#lspktc_(0,2)-yv#2+pktc_(0,1));
trf:=(mingens saturate(ideal mg,ibp)) _{0,1};

trfm:=diff (matrix {{yv#0,yv#1,yv#2}}, transpose trf);
coparl=transpose gens ker trfm;

coparl=coparl_perm;
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substitute(coparl,Rpar)

-- Beispiel:

K=QQ

Rpar=K[r 0,r_1]

Ry=K[y-0,y-1,y-2]

ueber=matrix {{y_0"2+1432801/568141%y O*y_1-48806/568141%y_1
"2-111119562684/182111347999*y_0*y_2+20623467408/18211134799
9xy_1%y_2+41120938700/182111347999%y 272} }
pkty2=320695554224760388035571483953331450099466859304272702
2668078070693535239532909250130763689312325027542077803468
pktyl1=-59686372006752872145991479725078154427231907627167443
34692264229964076526042041621438821886510601829334327283193
pkty0=171783222739428288089083023759473033989286926688139012
37440851564687849271386148968680084152048227394470754411247
pktc=matrix {{pktyO,pktyl,pkty2}}

conicpar (pktc,ueber,Rpar)

30.2 Bestimmung einer Parametrisierung von C aus einer
Parametrisierung einer birational dquivalenten ratio-
nalen Normkurve

Im folgenden wird das Parametrisierungsverfahren aus Abschnitt 19.3 imple-
mentiert. Die Funktionen in diesem Abschnitt rufen die Funktionen rnc, testpar
aus Abschnitt 30.1 und die Funktion optpar aus Abschnitt 31 auf.

30.2.1 Birationale Transformation auf eine rationale Normkurve mit
einem ¢" "3

Mit der Funktion rnc aus dem letzten Abschnitt 19.2.

30.2.2 Parametrisierung von rationalen Normkurven

Berechnung einer Folge von isomorphen rationalen Normkurven und
den entsprechenden Isomorphismen

—-— Funktion rncls2

—-- Berechnet aus einer rationalen Normkurve RNC im P"m

-— eine Liste von rationalen Normkurven und birationalen

-- Transformationen zwischen

-- den rationalen Normkurven, wobei die letzte der P~1 ist

—-- fuer m ungerade

—-— oder eine Konik im P"2 fuer m gerade

—— Parameter: Ideal der RNC
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—-— Ausgabe: eine Liste

-— 1.Stelle der Liste: eine Liste der Ideale der rationalen
- Normkurven

-— 2.5telle der Liste: eine Liste der birationalen

- Transformationen zwischen den

- rationalen Normkurven

rncls2=method ()

rncls2(Ideal) :=(i1)->(

ngl:=quote ngl;

n:=quote n;

ngll:=quote ngll;

htrl:=quote htrl;

m4:=quote m4;

htr:=quote htr;

fr:=quote fr;

ia:=quote ia;

cc:=quote cc;

fr:=quote fr;

gte:=quote gte;

lsy:=quote lsy;

ngl=mingens il;

n=(rank source vars ring il)-1;
ngl1={};

htrl={};

gte=1;

while ((n>1) and (gte==1)) do (
Ra=K[(entries (vars ring i1)_{0..n})#0];
Rb=K[y_0..y_(n-2)];

ia=ideal (substitute(ngl,Ra));
cc=res coker gens ia;

j=length cc;

m4=cc.dd_j;

Sca=Ra/ia;

htr=gens (ker (substitute(m4,Sca)));
trm=htr;

q=0;

mmm=10"20;

while gq<(rank source trm) do (
qq=0;

mon=0;

while qq<(rank target trm) do (
cf=flatten (coefficients trm_(qq,q))#1;
no=(entries substitute(cf*transpose cf,QQ))#0#0;
mo=(numerator no)*(denominator no);
if mo>mon then mon=mo;

99=9q+1);

if mon<mmm then (mmm=mon;cod=q) ;
q=q+1);
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cod=0;

lsy=matrix entries transpose htr_{cod};

fr=map(Sca,Rb,1lsy);

ngl=mingens ker fr;

ngll=append(ngll,ngl);

htrl=append(htrl,substitute(transpose lsy,ring il));

ngl=substitute(ngl, (vars Ra)_{0..(n-2)});

n=n-2;

if n==2 then gte=0);

ngll=join({il},ngll);

if ((rank source vars ring i1)-1)==2 then otp={{0},{0}} else
otp={ngll,htrl};

otp)

Berechnung einer Parametrisierung der rationalen Normkurve aus
der Folge von Isomorphismen -- Funktion rncpar

—-- Berechnet eine Parametrisierung einer rationalen

—-- Normkurve im P°m

-- fir m ungerade iiber dem P"1 fiir m gerade iiber einer Konik

-- im P72

—-— Parameter: Ideal der rationalen Normkurve

-- Ausgabe: eine Liste

-- 1. Stelle: eine Parametrisierung der rationalen Normkurve

-= fiir m ungerade iiber dem P"1 fiir m gerade iiber

- einer Konik im P~2

-— 2. Stelle: Gleichung der Konik fiir m gerade sonst 0

rncpar=method ()

rncpar (Ideal) :=(i1)->(

op:=quote op;

op=rncls2(il);

m:=quote m;

i:=quote 1i;

gra:=quote gra;

out:=quote out;

anztr:=quote anztr;

sl:=quote sl1;

s2:=quote s2;

ug:=quote ug;

trans:=quote tramns;

q:=quote q;

Rkc:=quote Rkc;

Rbb:=quote Rbb;

Rxt:=quote Rxt;

ngll:=quote ngll;

htrl:=quote htrl;

ngll=op#0;

htrl=op#1;

il=ngll#0;

m=(rank source vars ring gens ngll#0)-1;
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if m>2 then xvar:=(entries(vars ring ngll#0))#0;

if m<=2 then xvar={};

R2:=K[xvar,y_0..ym];

if denominator(m/2)==1 then trans=transpose substitute(matri

x {{y-0..y-2}},R2);
if denominator(m/2)!=1 then trans=transpose substitute(matri

x {{y-0,y-1}},R2);

anztr=#htrl;

i=0;

ug=2-denominator (m/2) ;

if m>2 then (

while (i<anztr) do (

si=htrl#(anztr-i-1);

s2=substitute(s1,R2);

q=0;

while (q<2+ug+2*i) do (trans=substitute(trans,{y-q=>s2_(q,0)
})sq=q+1);

i=i+1;

if i<anztr then (

q=0;

while (q<2+ug+2*i) do (trans=substitute(trans,{xvar#q=>y_q})
»q=q+1);

)

Rxt=K[xvar,y.0..y_(1+ug)];

Rncc=Rxt/substitute(il,Rxt);

gra=(transpose substitute(syz transpose substitute(trans,Rnc
c),Rxt))*transpose (substitute(matrix ({{y-0..y_(1+ug)}}) ,Rxt)
)

)

if even(m)==false then out=gens ker substitute(diff (substitu
te(matrix {xvar},Rxt),gra),K[y-0,y-11);

if even(m)==true then (

Rbb=ring ngll#(#ngll-1);

Rkc=Rbb/ (ideal ngll#(#ngll-1));

out=gens ker substitute(diff (substitute(matrix {xvar},Rxt),g
ra),Rkc);
out=substitute(out,{y_0=>substitute(y_0,Rbb),y_1=>substitute
(y-1,Rbb) ,y_2=>substitute(y_2,Rbb)})

)5

{out,ngll#(#ngll-1)}

)

2.3 Berechnung einer Parametrisierung von C aus der Parame-

trisierung der birational dquivalenten rationalen Normkurve
und dem adjungierten Ideal

Funktion 1lsp2:

—-- Berechnet fiir eine rationale ebene Kurve C vom Grad n und
-- gegebene Erzeuger

-- des adjungierten Ideals eine Parametrisierung ueber P~1
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-- fuer n ungerade oder iiber einer Konik fuer n gerade

-- ausgehend von einer Parametrisierung einer rationalen

-- Normkurve RNC

-- auf die C mittels der Adjungierten vom Grad n-2

-- birational abgebildet wurde

-- die Parametrisierung von RNC kann eine Parametrisierung
—-- iber dem P"1 oder

-- iber einer Konik C2 sein

-- 1.Parameter: 1xl1-Matrix in der die Gleichung von C vom
-- Grad n steht

-- 2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des
- adjungierten Ideals stehen

- (und damit die birationale Transformation

-- C->RNC)

-- 3.Parameter: eine Liste mit 2 Elementen:

-= 0. Stelle:fiir n>4:

- eine Liste mit 2 Elementen

- 0. Stelle: birationale Transformation
- P71->RNC oder C2->RNC
- 1. Stelle: Gleichung von C2

- fir n=4:

- {0,Gleichung der Konik RNC}

-= 1. Stelle: Ideal von RNC

-- Ausgabe: eine Liste

-- 0.Stelle der Liste: Parametrisierung von C in einer

- 3x1-Matrix ueber P"1 fuer n ungerade

- oder iiber einer Konik fuer n gerade

-— 1.8telle der Liste: Gleichung der Konik fuer n gerade sonst 0

1lsp2=method ()
lsp2(Matrix,Matrix,List) :=(m0,interadj,rncl)->(
rncp:=quote rncp;

il:=quote il;

uvz:=quote uvz;

m:=quote m;

Xvar:=quote xvar;

grr:=quote grr;

tra:=quote tra;

yva:=quote yva;

linpar:=quote linpar;

q:=quote q;

ott:=quote ott;

teiler:=quote teiler;

Rxx:=quote Rxx;

Rxt:=quote Rxt;

Rcn:=quote Rcn;

rncp=rncl#0;

il=rncl#i1;

uvz=(entries vars ring interadj)#0;
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m=(rank source interadj)-1;

xvar=deepSplice ({x.0..xm});

Rxx=K [uvz,xvar] ;

linr=substitute(syz interadj,Rxx);

grr=(transpose linr)*(transpose (vars Rxx)_{3..(m+3)});
Rnc=(ring il1)/il;

tra=gens ker substitute(diff((vars Rxx)_{0,1,2},grr),Rnc);
yva=(entries vars ring rncp#0)#0;

if m==2 then (

yva=(entries vars ring rncp#1)#0;

rncp={transpose matrix {yva},rncp#1}

)3

mm=rank source transpose rncp#0;

Rxt=K[xvar,yval;

linpar=substitute (rncp#0,Rxt) ;

q=0;

while (q<mm) do (
tra=substitute(substitute(tra,Rxt),{xvar#q=>linpar_(q,0)});
q=q+1);

teiler=gcd(gcd(tra_(0,0),tra_(1,0)),tra (2,0));

tra=matrix {{substitute(tra_(0,0)/teiler,Rxt)},{substitute(t
ra (1,0)/teiler,Rxt)},{substitute(tra_(2,0)/teiler,Rxt)}};
ott={substitute(tra,ring rncp#0),rncp#1}

—-- Funktion 1lsp3:
-- Berechnet fiir eine rationale ebene Kurve C vom Grad n und
-- gegebene Erzeuger des adjungierten Ideals eine Parametrisierung

-- ueber P"1 fuer n ungerade

-- oder iiber einer Konik fuer n gerade

-- ausgehend von einer Parametrisierung einer rationalen
-- Normkurve RNC

-— auf die C mittels der Adjungierten vom Grad n-2 birational
-- abgebildet wurde

-- die Parametrisierung von RNC kann eine Parametrisierung
—-- iliber dem P"1 oder iiber einer Konik C2 sein

-- 1.Parameter: 1xl1-Matrix in der die Gleichung von C vom
- Grad n steht

-- 2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des
- adjungierten Ideals stehen

-= (und damit die birationale Transformation

-- C->RNC)

-- 3.Parameter: fiir n>4:

- eine Liste mit 2 Elementen

- 0. Stelle: birationale Transformation

-= P71->RNC oder C2->RNC

- 1. Stelle: Gleichung von C2

- fir n=4:
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-- {0,Gleichung der Konik RNC}

—-- Ausgabe: eine Liste

-- 0.Stelle der Liste: Parametrisierung von C in einer

- 3x1-Matrix ueber P"1 fuer n ungerade

- oder iiber einer Konik fuer n gerade

-— 1.8telle der Liste: Gleichung der Konik fuer n gerade sonst 0

1sp3=method ()
1lsp3(Matrix,Matrix,List) :=(m0, interadj,rncp)->(
uvz:=quote uvz;

m:=quote m;

Xvar:=quote xvar;

grr:=quote grr;

yva:=quote yva;

q:=quote q;

Rxx:=quote Rxx;

Ryy:=quote Ryy;

dr:=quote dr;

ht:=quote ht;

uvz=(entries vars ring interadj)#0;

m=(rank source interadj)-1;
xvar=deepSplice({x.0..xm});

Ryy=ring rncp#0;

if m==2 then Ryy=ring rncp#1;

yva=(entries vars Ryy)#0;

if m==2 then rncp={transpose matrix {yva},rncp#l};
Rxx=K [uvz,xvar,yva]l ;

linr=substitute(syz interadj,Rxx);

grr=(transpose linr)*(transpose (vars Rxx)_{3..(m+3)});
dr=diff ((vars Rxx)_{0,1,2},grr);

ht=dr;

rss=substitute (rncp#0,Rxx) ;

q=0;

while q<m+l do (ht=substitute(ht,{xvar#q=>rss_(q,0)});q=q+1)
if even(m)==true then (

Rco=Ryy/ideal rncp#1;

ott=substitute(gens ker substitute(ht,Rco),Ryy)

)

if even(m)==false then ott=substitute(gens ker ht,Ryy);
{ott_{0},rncp#1})

-- Funktion par3:

—-- Berechnet fiir eine rationale ebene Kurve C vom Grad n und
-- gegebene Erzeuger des adjungierten Ideals eine Parametrisierung
-- ueber P1 fuer n ungerade

—-- oder iiber einer Konik fuer n gerade

-- 1.Parameter: 1xl1-Matrix in der die Gleichung von C vom
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Grad n steht
2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des
adjungierten Ideals stehen

Ausgabe: eine Liste
0.Stelle der Liste: Parametrisierung von C in einer
3x1-Matrix ueber P1 fuer n ungerade
oder iiber einer Konik fuer n gerade
1.Stelle der Liste: Gleichung der Konik fuer n gerade
sonst O
2.8telle der Liste: birationale Transformation C->P1 bzw.
C->Konik

par3=method ()
par3(Matrix,Matrix) :=(m0,interadj)->(

il=

quote il;

rncp:=quote rncp;
paragl:=quote paragl;
m:=quote m;
xXvar:=quote xvar;

il=

ideal rnc(mO,interadj);

xvar=(entries vars ring i1)#0;
m=(degree m0_(0,0))#0-2;

if

m==2 then (

Rca=K[xvar,y 0,y_1,y.2];
mgil=substitute(mingens il,{xvar#0=>substitute(y._0,Rca),xvar

#1=

>substitute(y_1,Rca) ,xvar#2=>substitute(y-2,Rca)});

mgil=substitute(mgil,K[y-0,y-1,y-21)

)
if

m==2 then rncp={0,mgil} else rncp=rncpar(il);
paragl=1sp2(m0,interadj,{rncp,il});

paragl=1sp3(m0,interadj,rncp);
paragl)

Funktion otpar3:

Berechnet fiir eine rationale ebene Kurve C vom Grad n und
gegebene Erzeuger des adjungierten Ideals eine Parametrisierung
ueber P1 fuer n ungerade oder iiber einer Konik fuer n gerade
optimiert fuer n ungerade diese Parametrisierung

und testet die Parametrisierung

1.Parameter: 1xl1-Matrix in der die Gleichung von C vom
Grad n steht

2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des
adjungierten Ideals stehen

Ausgabe: eine Liste
0.Stelle der Liste: Parametrisierung von C in einer
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-= 3x1-Matrix ueber P1 fuer n ungerade
- oder iiber einer Konik fuer n gerade
-— 1.S8telle der Liste: Gleichung der Konik fuer n gerade

- sonst O

-- 2.Stelle der Liste: Test der Parametrisierung O-Matrix

- falls OK

otpar3=method ()

otpar3(Matrix,Matrix) :=(m0, interadj)->(

il=quote il;

para:=quote para;

ueber:=quote ueber;

paraopt:=quote paraopt,

m:=quote m;

xvar:=quote xvar;

il=ideal rnc(mO,interadj);

xvar=(entries vars ring i1)#0;

m=(degree m0_(0,0))#0-2;

if m==2 then (

Rca=K[xvar,y 0,y_1,y.2];

mgil=substitute(mingens il,{xvar#0=>substitute(y.0,Rca),xvar
#1=>substitute(y_1,Rca) ,xvar#2=>substitute(y-2,Rca)});
mgil=substitute(mgil,K[y_0,y-1,y-21)

)3

if m==2 then rncp={0,mgil} else rncp=rncpar(il);
paragl=1sp3(m0,interadj,rncp);

para=paragl#0;

ueber=paragl#l;

print para;

m=(degree m0_(0,0))#0-2;

if denominator(m/2)==1 then paraopt=para;

if denominator(m/2)!=1 then paraopt=optpar(para,ring para);
test=testpar (m0,paraopt,ueber) ;

{paraopt,ueber,test})

—-- Funktion par2:

-- Berechnet fiir eine rationale ebene Kurve C vom Grad n und
-- gegebene Erzeuger des adjungierten Ideals eine Parametrisierung
-- ueber P1 fuer n ungerade

—-- oder iiber einer Konik fuer n gerade

—-- Unterscheidet sich von par3 dadurch dal zun&dchst die

-- birationale Transformation RNC->C berechnet wird

-- und dann die Parametrisierung von RNC eingesetzt wird

-— 1.Parameter: 1x1-Matrix in der die Gleichung von C vom
- Grad n steht
-- 2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des

- adjungierten Ideals stehen

—-— Ausgabe: eine Liste

189



-- 0.Stelle der Liste: Parametrisierung von C in einer

- 3x1-Matrix ueber P1 fuer n ungerade
- oder iliber einer Konik fuer n gerade
-- 1.Stelle der Liste: Gleichung der Konik fuer n gerade

- sonst O

-- 2.Stelle der Liste: birationale Transformation C->P1 bzw.
- C->Konik

par2=method ()

par2(Matrix,Matrix) :=(m0,interadj)->(

il=quote il;

rncp:=quote rncp;

paragl:=quote paragl;

m:=quote m;

Xvar:=quote xvar;

il=ideal rnc(mO,interadj);

xvar=(entries vars ring i1)#0;

m=(degree m0_(0,0))#0-2;

if m==2 then (

Rca=K[xvar,y 0,y_1,y.2];

mgil=substitute(mingens il,{xvar#0=>substitute(y.0,Rca),xvar
#1=>substitute(y_1,Rca) ,xvar#2=>substitute(y-2,Rca)});
mgil=substitute(mgil,K[y_0,y-1,y-21)

)3

if m==2 then rncp={0,mgil} else rncp=rncpar(il);
paragl=1sp2(m0,interadj,{rncp,il});

paragl)

—-- Funktion otpar2:

-- Berechnet fiir eine rationale ebene Kurve C vom Grad n und

-- gegebene Erzeuger des adjungierten Ideals eine Parametrisierung
-- ueber P1 fuer n ungerade oder iiber einer Konik fuer n gerade

-- optimiert fuer n ungerade diese Parametrisierung

-- und testet die Parametrisierung

—-- Unterscheidet sich von par3 dadurch, dafl zun&dchst die

-- birationale Transformation RNC->C berechnet wird

-- und dann die Parametrisierung von RNC eingesetzt wird

-- 1.Parameter: 1xl1-Matrix in der die Gleichung von C vom
-- Grad n steht

-- 2.Parameter: 1x(n-1)-Matrix in der minimale Erzeuger des
- adjungierten Ideals stehen

—-- Ausgabe: eine Liste

-- 0.Stelle der Liste: Parametrisierung von C in einer

- 3x1-Matrix ueber P1 fuer n ungerade
- oder iiber einer Konik fuer n gerade
-- 1.Stelle der Liste: Gleichung der Konik fuer n gerade
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- sonst O

-- 2.Stelle der Liste: Test der Parametrisierung 0O-Matrix
- falls OK

otpar2=method ()

otpar2(Matrix,Matrix) :=(m0, interadj)->(

il=quote il;

para:=quote para;

ueber:=quote ueber;

paraopt:=quote paraopt;

m:=quote m;

Xvar:=quote xvar;

il=ideal rnc(mO,interadj);

xvar=(entries vars ring i1)#0;

m=(degree m0_(0,0))#0-2;

if m==2 then (

Rca=K[xvar,y 0,y-1,y-2];

mgil=substitute(mingens il1,{xvar#0=>substitute(y.0,Rca),xvar
#1=>substitute(y_1,Rca),xvar#2=>substitute(y_2,Rca)});
mgil=substitute(mgil,K[y 0,y 1,y.2])

)3

if m==2 then rncp={0,mgil} else rncp=rncpar(il);
paragl=1sp2(m0,interadj,{rncp,il});

para=paragl#0;

ueber=paragl#1;

print para;

m=(degree m0_(0,0))#0-2;

if denominator(m/2)==1 then paraopt=para;

if denominator(m/2)!=1 then paraopt=optpar(para,ring para);
test=testpar (m0, paraopt,ueber) ;

{paraopt ,ueber,test})

30.3 Direkte Berechnung eines g3

Die folgende Funktion berechnet unter Verwendung des Verfahrens aus Ab-
schnitt 13 direkt einen g3 auf C :
—-— Funktion g22:
-- Berechnet einen g22 fuer eine ebene projektive rationale
Kurve C
-- 1.Parameter: Gleichung der Kurve C in einer 1x1-Matrix
-- 2.Parameter: minimale Erzeuger des adjungierten Ideals
—-— (beide ueber dem selben Ring)
—-- Ausgabe:
-- eine 1x3-Matrix mit dem Linearsystem
g22=method ()
g22(Matrix,Matrix) :=(m0, interadj)->(
n:=quote n;
iadj2:=quote iadj2;
iadjl:=quote iadji;
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rdmat:=quote rdmat;

rdmatsat:=quote rdmatsat;

phi:=quote phi;

adjsat:=quote adjsat;

pktilx:=quote pktlx;

pktb:=quote pktb;

dimb:=quote dimb;

mdimb:=quote mdim5;

Rx:=ring mO;

n=(degree (m0-(0,0)))#0;

iadj2=ideal interadj;

iadjl=intersect(iadj2, (ideal vars Rx)~(n-1));
Krd:=ZZ/11;
rdmat=substitute(random(Krd~ (n-1) ,Krd~ (1)) ,Rx);
rdmatsat=substitute (random(Krd"~ (n-1) ,Krd~ (1)) ,Rx);
phi=interadj*rdmat;

adjsat=interadj*rdmatsat;
pktix=ideal(phi_(0,0),m0_(0,0));
pkta=saturate(pktlx,ideal adjsat_(0,0));
rdmat=substitute (random(Krd~ (n-1) ,Krd~(1)),Rx);
rdmatsat=substitute(random(Krd~ (n-1) ,Krd~ (1)) ,Rx);
phi=interadj*rdmat;

adjsat=interadj*rdmatsat;

pktlx=ideal (phi_(0,0),m0_(0,0));
pktb=saturate(pktlx,ideal adjsat_(0,0));
dimb=intersect (pkta,pktb,iadjl);

mdimb=mingens dim5;

(mdim5) _{0,1,2})

—-- Funktion gil1l:

—-- Berechnet einen gll fuer eine ebene projektive
rationale Kurve C

-- 1.Parameter: Gleichung der Kurve C in einer 1xl1-Matrix
-- 2.Parameter: minimale Erzeuger des adjungierten Ideals
-- 3.Parameter: Ideal eines Punktes auf C (z.B. aus apkt)
-- (alle ueber dem selben Ring)

—-- Ausgabe:

-- eine 1x2-Matrix mit dem Linearsystem

gll=method ()

gll(Matrix,Matrix,Ideal) :=(m0,interadj,ipkt)->(
mgg:=mingens intersect(ideal g22(m0,interadj),ipkt);
mgg-{0,1})

—-- Funktion paril2:

-— 1. Parameter: Gleichung einer ebenen projektiven
rationalen Kurve

-- 2. Parameter: gll oder g22 auf der Kurve, geben durch
eine 1x2(3)-Matrix

-- (beides ueber dem selben Polynomring in 3 Variablen)
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—-— Ausgabe: eine Liste

-— 1. Stelle: Parametrisierung der Kurve ueber dem P"1 bzw.
ueber einer Konik im P~2

-- eine 3x1-Matrix

-- 2. Stelle: O bzw. Gleichung der Konik in einer 1x1-Matrix
pari2=method ()

parl2(Matrix,Matrix) :=(m0, linpar)->(

ug:=quote ug;

trans:=quote trans;

uvz:=quote uvz;

q:=quote q;

ri:=quote ri;

cu:=quote cu,;

rdsat2:=quote rdsat2;

tttmat:=quote tttmat;

tttid:=quote tttid;

ttid:=quote ttid;

graid:=quote graid;

mal:=quote mal;

uvz:=quote uvz;

pp:=quote pp;

mm:=quote mm;

ilngl:=quote ilngl;

iltr:=quote iltr;

nglm:=quote nglm;

mx:=quote mx;

mdn:=quote mdn;

ug=(rank source linpar)-2;

Rx:=ring mO;

uvz=(entries vars ring m0)#0;

Rl:=K[uvz,y. 0..y_-(1+ug)];

ri=substitute(mingens ideal linpar,R1l);

Krd=27/11;

rdsat2=substitute (random(Krd"~ (2+ug) ,Krd~ (1)) ,R1);
ris=ri*rdsat2;

cu=substitute(mO,R1);

tttmat=matrix append(entries ri, (entries substitute(vars(K[y
-0..y-(1+ug)]),R1))#0);

tttid=minors(2,tttmat);

ttid=ideal matrix {append((entries gens tttid)#0,cu_(0,0))};
graid=saturate(ttid,ideal ris);

mal=gens graid;

testll(List) :=(elem)->(di=diff (substitute(matrix vars Rx,R1l)
,elem#0) ;if ((substitute(di,{uvz#0=>0,uvz#1=>0,uvz#2=>0})==
i) and (di!=0)) then true else false);

pp=0;
ilngl={};
iltr={};

while (pp<rank source mal) do (if substitute(mal_{pp},{uvz#0
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=>0,uvz#1=>0,uvz#2=>0})==mal_{pp} then ilngl=append(ilngl,pp

) ;pp=pp+1);

pp=0;

while (pp<rank source mal) do (tesg=testll({mal (0,pp)});if

tesg==true then iltr=append(iltr,pp),pp=pp+l);

mm=mal_iltr;

nglm=mal_ilngl;

mx=substitute(matrix {uvz},R1);

mdn=diff (mx,transpose mm) ;

if ug==0 then transfor=gens ker mdn;

Ry=K[y-0..y_(1+ug)];

if ug==1 then Sngl=Ry/(ideal substitute(nglm,Ry));

if ug==1 then transfor=gens ker substitute(mdn,Sngl);

{substitute(transfor,Ry),substitute(nglm,Ry)})

Die folgende Funktion findet Familien von glatten Punkten auf C und ver-
sucht heuristisch rationale glatte Punkte auf C' zu finden:

-- Funktion apkt:

-- findet heuristisch Familien von glatten Punkten auf einer

—-— ebenen projektiven Kurve C

-- 1.Parameter: Gleichung der Kurve C in einer 1x1-Matrix

-- 2.Parameter: minimale Erzeuger des adjungierten Ideals

—-- Ausgabe: Eine Liste

-- 1.Stelle: Eine Liste mit den Idealen der Familien von

-- glatten Punkten

-- 2.Stelle: Eine Liste mit Idealen von rationalen glatten Punkten,

-- falls welche gefunden wurden
apkt=method ()

apkt (Matrix,Matrix) :=(m0,interadj)->(
n:=quote n;

q:=quote q;

qq:=quote qq;

pktl:=quote pktl;
pkte:=quote pkte;
rdmat:=quote rdmat;
phi:=quote phi;
rdmatsat:=quote rdmatsat;
adjsat:=quote adjsat;
pktilx:=quote pktilx;
pktl:=quote pktl;
mpktl:=quote mpktl;
Rx:=ring mO;

n=(degree (m0-(0,0)))#0;
q=0;

pktl={};

pkte={};

while ((g<n-1)) do (
rdmat=(id_-(Rx"~ (n-1))) {q};
phi=interadj*rdmat;

99=0;
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if q==0 then qg=1;

while qq<n-1 do (

rdmatsat=(id-(Rx"(n-1))) _{qq};

adjsat=interadj*rdmatsat;

pktix=ideal (phi_(0,0),m0-(0,0));

pktl=saturate(pktlx,ideal adjsat_(0,0));

if (gq==0 and qgq==1) then pktl=append(pktl,pktl);

if (q'=0 or qq!=1) then (if (pktl!=pktl#(#pktl-1)) then pktl
=append (pktl,pkt1));

mpktl=mingens pktl;

if (((rank source mpkt1)==2) and ((degree(mpkt1_(0,0)))#0==
) and ((degree(mpkt1_(0,1)))#0==1)) then pkte=append(pkte,pk
t1);

qq=qq+1;

if qq==q then qq=qq+1);

9=q+1);

{pktl,pkte})

Beispielrechnung;:

-- Beispiel:

K=QQ

Rx=K[u,v,z]

mO= matrix {{29493/322%u"4*v"2-14409/70%u"3*v"3-18691/920%z*
u"4*v+1561249/6440*z*u”3%v"2+4757 /140%z*u"2*v"~3-320539/3220%
u"4%z"2-4129/6440%z" 2%u" 3%v-452397/6440%z" 2%u”~ 2xv " 2+2" 2%u*v "
3+3443/140%z"3*u"3+2"3*%U" 2% v+z" 3*xukv"2+z"3*v"3}}

adj=matrix {{u*v"2*z-23/36%u"2%z"2-3/8%uxv*z"2+1/72*%v"2*z"2,
u”2xv*xz-25/36%u" 2%z~ 2-5/8*uxvxz"2+23/72xv " 2%z~ 2, u~3*z-35/3
6xu” 2%z " 2-3/8*%uxvxz " 2+25/72xv 2%z~ 2, u"2xv"2-377/432*%u"2%xz"2
-15/32%u*xv*z"2+295/864%v " 2xz"2, u~3*xv-391/432*u"2*z"2-17/32%

ukvxz"2+377/864*v"2%z"2}}

mO=matrix {{u"4-14%u"2*v"2+v " 4+8%u"2%v*z+8%v 3*z}}
adj=matrix {{v°2, uxv, u"2}}

lt=apkt (m0,adj)

ipkt=1t#1#0

linpar=gi11(m0,adj,ipkt)

pa=(par12(m0,linpar))#0

op=optpar(pa,ring pa)

fi=openOut ’’dpara.txt’’

fi<<’’m0 = ’’<<name(m0) <<endl<<endl
fi<<’’adj = ’’<<name(adj)<<endl<<endl
fi<<’’1lt = ’’<<name(lt) <<endl<<endl
fi<<’’ipkt = ’’<<name(ipkt) <<endl<<endl
fi<<’’linpar = ’’<<name(linpar)<<endl<<endl
fi<<’’pa = ’’<<name(pa) <<endl<<endl
fi<<’’op = ’’<<name(op) <<endl<<endl

close fi

195



31 Optimierung der H6he von Parametrisierun-
gen

Die folgende Funktion optimiert mit dem Verfahren aus Abschnitt 18 eine Pa-
rametrisierung einer irreduziblen projektiven rationalen Kurve:
—-- Funktion optpar

—-— Optimiert eine Parametrisierung einer ebenen irreduziblen
-- projektiven rationalen Kurve

-- Input:

-- 1. Stelle: Parametrisierung der Kurve in einer 3x1-Matrix
-- 2. Stelle: Ein Polynomring iiber QQ, der als Variablen die
—-- Parametervariablen der Parametrisierung der Kurve hat

—-- Output:

-- Optimierte Parametrisierung der Kurve in einer 3x1-Matrix

-- mit Eintraegen in demselben Ring wie die Input-Parametrisierung

optpar=method ()

optpar (Matrix,Ring) :=(transfor,Ryy)->(

n:=quote n;

coeffl:=quote coeffl;

q:=quote q;

coffmat:=quote coffmat;

nenner:=quote nenner;

teiler:=quote teiler;

transfor2:=quote transfor2;

transfor3:=quote transfor3;

transfor4:=quote transfor4;

gt0:=quote gtO0;

gtl:=quote gtl;

gt2:=quote gt2;

gt:=quote gt;

teile:=quote teile;

yv:=(entries(substitute(vars Ryy,ring transfor)))#0;
n=(degree (transfor)_(0,0))#0;

coeffl={};

q=n;

while q>-1 do (coeffl=append(coeffl, (entries transpose matri
x((1/(q!'*(n-q)!))*(entries substitute(diff (substitute(yv#0~q
*xyv#1~ (n-q) ,ring transfor),transfor),QQ))))#0);q9=q-1);
coffmat=transpose matrix coeffl;

q=0;

nenner=1;

lem(List) :=(11)-> (numerator (11#0*11#1/gcd (11#0,11#1)));
while q<3 do (qgq=0;while qq<n+l do (nenner=lcm({nenner,denom
inator(coffmat_(q,qq))}) ;9q=qq+1) ;q=q+1);

coffmat=substitute (nenner*coffmat,ZZ);
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transfor2=transfor*nenner;

9=0;

teiler=coffmat_(0,0);

while q<3 do (qgq=0;while gq<n+l do (teiler=gcd(teiler,coffma
t-(q,99)) ;qa=qq+1) ;q=q+1) ;
coffmat=substitute(matrix(1l/teiler*entries(coffmat)) ,ZZ);
transfor3=matrix(1/teiler*entries(transfor2));
gtO=gcd(coffmat_(0,0),coffmat_(0,n-1));
gtl=gcd(coffmat_(1,0),coffmat_(1,n-1));
gt2=gcd(coffmat_(2,0),coffmat_(2,n-1));
gt=gcd(gcd(gtO,gtl) ,gt2);

gta=gt;

if ((gcd(coffmat_(0,0),gt"n)==gt"n) and (gcd(coffmat_(1,0),g
t"n)==gt"n) and (gcd(coffmat_(2,0),gt n)==gt"n)) then teile=
true;

if teile=true then transfor4=substitute(transforB,{yv#0=>sub
stitute(yv#0,ring transfor)/gt});
transfor4=substitute(transfor4,ring transfor);

coeffl={};

q=n;

while g>-1 do (coeffl=append(coeffl, (entries transpose matri
x((1/(q!*(n-q) !))*(entries substitute(diff (substitute(yv#0~q
*yv#1~ (n-q) ,ring transfor),transfor4),QQ))))#0);q9=9-1);
coffmat=transpose matrix coeffl;

nenner=1;

q=0;

while q<3 do (qq=0;while gqq<n+l do (nenner=lcm({nenner,denom
inator (coffmat_(q,qq))});qq=qq+1) ;q=q+1);

coffmat=substitute (nenner*coffmat,ZZ);
transford=transfor4*nenner;
gtO=gcd(coffmat_(0,1),coffmat_(0,n));
gtl=gcd(coffmat_(1,1),coffmat_(1,n));
gt2=gcd(coffmat_(2,1),coffmat_(2,n));
gt=gcd(gcd(gt0,gtl) ,gt2);

teile=false;

if ((gcd(coffmat_(0,n),gt"n)==gt"n) and (gcd(coffmat_(1,n),g
t"n)==gt"n) and (gcd(coffmat_(2,n),gt"n)==gt n)) then teile=
true;

if teile=true then transfor5=substitute(transfor4,{yv#l=>sub
stitute(yv#l,ring transfor)*(1/gt)});

coeffl={};

q=n;

while g>-1 do (coeffl=append(coeffl, (entries transpose matri
x((1/(q!*(n-q) !))*(entries substitute(diff (substitute(yv#0~q
*yv#1~ (n-q) ,ring transfor),transforb5),QQ))))#0);9=9-1);
coffmat=transpose matrix coeffl;

nenner=1;

q=0;

while q<3 do (qq=0;while gq<n+l do (nenner=lcm({nenner,denom
inator (coffmat_(q,qq))});qq=qq+1) ;q=q+1);
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transforb=transforb5*nenner;
print ’’Verbesserung:’’;
print (yv#0,gta,’’”~’’,n);
print (yv#l,gt,’’"’’,n);
transfor5b)

-— Beispiel:

-- K=QQ

-- Ry=K[y-0,y-1]

-- transfor = matrix {{-363528%y_0"9+475308*y_0"8*y_1+246402
*7_0"7%y_1"2-556227*y_0"6%y_1~3+176418%y_0"5+y_1"4+66339%y_0

“4%y_1"5-54675%y_0"3%y_1"6+16038*y_0"2%y_1"7-2916%y_Oxy_1"8+

243%y_179}, {110808%y_0"9-32076%y_0"8*y_1-217242%y_0"7*y_1°2
+83835%y_0"6%y_1"3+112995%y_0"5%y_1~4-60507%y_0~4*y_1~5-7290
*y_073%y_1"6+7290%y_0"2%y_1~7-729%y_0%y_18}, {3064473*y_0~9

-4643730*y_0"8*y_1-489159%y_0"7*y_1"2+2461104*y_0"6*xy_1"3-27
2646xy_0"5*y_174-190998%y_0"4*y_1"5+85293*y_0"3*y_1"6-18225%
y-0"2xy_1°7+2916%y_O*y_1"8-243%y_1"9}}

-- optpar (transfor,Ry)
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